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Аннотация: в работе приводится решение задачи об определении напряжений и де-
формаций в случае нагружения упрочняющейся упруговязкопластической трубы нор-
мальной нагрузкой, приложенной к внутреннему и внешнему ее контурам. При этом
в напряженно-деформированном состоянии проводится учет температурных эффектов.
Свойства материала трубы в пластической области описываются с помощью модифициро-
ванного условия пластичности Треска-Сен-Венана. Предел текучести является функцией
температуры, а модуль упругости E, коэффициент линейного температурного расшире-
ния α, коэффициент упрочнения c, коэффициент вязкости η, считаются независящими от
температуры. Коэффициент Пуассона материала трубы ν предполагается равным 1/2.

Ключевые слова: упругопластическая задача, температурные напряжения, дефор-
мации,перемещения, вязкость, упрочнение.

ABOUT ELASTOPLASTIC STATE OF THICK-WALLED TUBE
WITH GIVEN TEMPERATURE FOR MODEL OF COMPLEX

ENVIRONMENT
K. K. Gornostaev, A. V. Kovalev

Abstract: solution of the problem about finding stress and strain in case of hardening
elastoviscoplastic tube loaded by normal load applied to inner and outer counters is given
in this article. Besides this in stress-strain state temperature effects are taking into account.
Material properties of a tube in a plastic region are described with help of modified plasticity
condition of Tresca-Saint-Venant. Yield stress is a function of the temperature and elastic
modulus E, linear thermal expansion coefficient α, hardening coefficient c, viscosity coefficient
η are considered independent of a temperature. Poisson’s ratio of the tubes material is assumed
to be 1/2.
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ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим трубу с внутренним радиусом a и внешним радиусом b, находящуюся под дей-
ствием внутреннего давления P , внешнего давления q, осевой силы R (за ось трубы принима-
ется ось z) и стационарного поля температуры T (r), не изменяющегося в осевом и окружном
направлениях. Предположим, что под влиянием внешних нагрузок имеет место пластическое
течение.

В подобных постановках эту задачу рассматривали в случае упругопластического мате-
риала в работах [6], [7], [8], [10], [11].
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Воспользуемся цилиндрическими координатами (r, θ, z). Если предположить, что труба
достаточно длинная, то можно считать, что напряжения и деформации не зависят от z. Так
как поперечные сечения остаются плоскими, то осевую деформацию ez считаем постоянной,
причём её значения в упругой и пластической областях ez = e1.

При описании поведения упрочняющегося упруговязкопластического тела воспользуемся
следующей системой уравнений:

уравнение равновесия
∂σr
∂r

=
σθ − σr

r
, (1)

где σr, σθ — компоненты тензора напряжений в цилиндрической системе координат;
геометрические соотношение Коши

er =
du

dr
, eθ =

u

r
, (2)

где er, eθ — компоненты тензора полных деформаций, u — компонента вектора перемещений
в цилиндрической системе координат.

Свойства материала трубы в пластической области опишем с помощью модифицирован-
ного условия пластичности Треска-Сен-Венана.

Следуя [1], [2], в рассмотрение введём активные напряжения

σaij = σij − cepij − ηėpij ,

где σij — компоненты тензора напряжений, epij — компоненты тензора пластических дефор-
маций, ėpij — компоненты тензора скоростей пластических деформаций, c — коэффициент
упрочнения, η — коэффициент вязкости. Индексы i, j пробегают значения 1, 2, 3. И условие
пластичности (функция нагружения по терминологии [1], [2]) будет описываться уравнением
f(σaij) = 0. Подобный подход, при описании поведения упрочняющегося упруговязкопласти-
ческого тела, был применён Спорыхиным [3], [4] и его учениками [5], [9] при решении многих
упругопластических задач, при этом модифицировалось условие Мизеса.

Предположим, как и в случае идеальной пластичности

σaθ > σaz > σar , (3)

при этом функция нагружения примет вид

σθ − σr − c(epθ − epr)− η(ėpθ − ėpr) = σS , (4)

где σS = σS [T (r)] = σS(r) — предел текучести, σz — осевая компонента тензора напряже-
ний, epθ, e

p
r — компоненты тензора пластических деформаций, ėpθ, ė

p
r — компоненты тензора

скоростей пластических деформаций в цилиндрических координатах.
Ассоциированный c (4) закон пластического течения будет

depθ = −depr , depz = 0. (5)

Полные деформации в пластической зоне состоят из упругой и пластической составляю-
щих

er = epr + eer, eθ = epθ + eeθ, ez = eez + epz. (6)

Упругие деформации связаны с напряжёнными законом Гука в форме

eee =
1

E

(
σr −

1

2
(σθ + σz)

)
+ αT,

eeθ =
1

E

(
σθ −

1

2
(σr + σz)

)
+ αT,

eez =
1

E

(
σz −

1

2
(σr + σθ)

)
+ αT,

(7)
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где E — модуль упругости Юнга.
Сумма полных деформаций имеет вид

er + eθ + ez = 3αT. (8)

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Осевая деформация зависит от результирующей осевой силы

R = 2π

b∫

a

rσz dr. (9)

Подставляя в (9) значение σz из (7), выражая σθ через σr при помощи (1), после интегри-
рования получим:

R = πa2P − πb2q + πEez(b
2 − a2)− 2πEα

b∫

a

rT dr. (10)

При выводе этого соотношения учтено, что

σr(a) = −P, σr(b) = −q. (11)

Таким образом ez = e1 определяется из соотношения (10). При этом для открытой трубы
R = 0, для трубы с закрытыми торцами R = πa2ρ (q = 0).

Используя соотношения (6), (7) получим

σθ − σr =
2E

3
(eθ − er)−

2E

3
(epθ − e+ rp). (12)

Подставляя (12) в функцию нагружения (4), решая полученное дифференциальное урав-
нение по времени (t) при однородном начальном условии выводим

epθ − epr = (1− e−At)

(
2E

2E + 3c
(eθ − er)−

3

2E + 3c
σs(r)

)
, (13)

где A = 2E+3c
3η .

Для определения перемещений, разрешая уравнение (8) с учётом (2), имеем:

u = −1

2
e1r +

c2
r

+
3α

r

∫
rT dr, (14)

c2 — обозначена постоянная интегрирования. При этом полные деформации определяются
по соотношениям Коши (2).

Подставляя в уравнение равновесия (1) выражение (12) с учётом (13), (14), (2), (11) для
напряжений находим

σr = −P + 2E
3

[
1− 2E

2E+3c(1− e−At)
] [

c2
a2

− c2
r2

+ 3α
a2

a∫
0

rT dr − 3α
r2

r∫
0

rT dr

]
+

+
2E

2E + 3c
(1− e−At)

r∫

a

σs(r)

r
dr,

σθ = −P + 2E
3

[
1− 2E

2E+3c(1− eP −At)
] [

c2
a2

+ c2
r2

3α
a2

a∫
0

rT dr + 3α
r2

r∫
0

rT dr − 3αT

]
+

+ 2E
2E+3c(1− e−At)

[
r∫
a

σs(r)
r dr + σs(r)

]
.

(15)
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Для определения σr и σθ в упругой области воспользуемся известными формулами (см.
например [7])

σr =
−2αE

r2

r∫

0

Tr dr +
c4
2

+
c5
r2
,

σθ = −2αET +
2αE

r2

r∫

0

Tr dr +
c4
2

+
c5
r2
,

(16)

при этом

σθ − σr = −2αET +
4αE

r2

r∫

0

Tr dr − 2c5
r2
, (17)

где c4, c5 — постоянные интегрирования.
При подстановке (11) в (16) получим

c4 = −2q +
4αE

b2

b∫

0

rT dr − 2c5
b2
. (18)

Перемещение u в упругой зоне определим с помощью второй формулы (2), используя (7))
и (17). Таким образом

u =
3

4E


4αE
r2

r∫

0

rT dr − 2αET − 2c5
r2


 r − e1 − αT

2
r + αTr. (19)

Для определения постоянных интегрирования и радиуса упругопластической границы ис-
пользуем уравнение непрерывности компонент вектора перемещений

[u] = 0 (20)

и компонент тензора напряжений
[σr] = [σθ] = 0 (21)

на упругопластической границе rS , а также соотношение (18). Квадратные скобки обозначают
разность соответствующих выражений в упругой и пластической областях.

Полученные выражения, ввиду их громоздкости, не приводятся.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Заметим, что при известной зависимости σs(T ) и T = T (r) можно считать, что σs является
известной функцией радиуса r. Например, можно воспользоваться зависимостью приведён-
ной в [7]. Если σs не зависит от температуры, можно выбрать T (r) в виде [6]. Полагая c = 0
и t → ∞, приходим к решению, полученному [6], [7], [11] при ν = 1

2 . При t → ∞ получаем
решение соответствующей упрочняющейся упругопластической задачи.
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