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Аннотация: рассматривается задача трансмиссии, описывающая стационарное рас-
пределение тепла в плоскости, состоящей из двух полуплоскостей, заполненных неодно-
родными материалами с различными экспоненциальными коэффициентами внутренней
теплопроводности. В качестве дополнительных условий заданы условия сопряжения сле-
дующего вида: на прямой, являющейся линией раздела материалов, выделен отрезок,
который моделирует трещину и на котором поле температуры и нормальный тепловой
поток имеют заданный разрыв, предполагается, что на остальной части прямой значения
температуры и нормального теплового потока совпадают. В работе дано понятие решения
рассмотренной задачи, сформулированы условия его существования. Построены форму-
лы представления решения.

Ключевые слова: задача трансмиссии, обобщенное решение, гладкость решения,
краевые условия, стационарная теплопроводность, трещина.

ABOUT THE STATIONARY HEAT DISTRIBUTION IN THE
TWO ADJACENT HALF-PLANES WITH A CRACK ON THE

BOUNDARY
A. V. Glushko, A. S. Ryabenko, A. S. Chernikova

Abstract: a problem of transmission is examined which describes stationary heat
distribution in a plane consisting of two semi-planes filled with heterogeneous materials with
varying exponential coefficients of internal heat conductivity. Conjugation conditions are given
as additional conditions and they have the following form. A segment of the line, which is the
dividing line of the materials, is allocated. The temperature field and the normal heat flux
have the predetermined gap on this segment which models of the crack. It is assumed that
the values of the temperature and the normal heat flux coincide on the remaining part of the
line. The boundary conditions of the problem model a crack between the materials. A notion
of the solution of this problem is given in this paper. Conditions of existence of the solution
are identified. The formulas of presenting the solution are designed.

Keywords: transmission problem, general solution, smoothness of the solution, boundary
conditions, stationary heat conductivity, a crack.

1. ВВЕДЕНИЕ

Несколько последних десятилетий усилия многих исследователей были сосредоточены на
изучении моделей, описывающих характеристики материалов с трещинами [1]–[8]. Одним из
направлений в изучении задач с трещинами является изучение тепловых процессов в мате-
риалах с трещинами [9]-[13]. Диапазон таких задач очень широк и во многом определяется
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свойствами и конфигурацией материалов, количеством трещин и их способом расположения,
а также математическим объектом, моделирующим трещины.

Так, в работах [14]–[21] изучалось стационарное распределение тепла в функционально-
градиентных материалах, заполняющих всю плоскость, с одной конечной трещиной; в рабо-
тах [22], [23] изучалось нестационарное распределение тепла в функционально-градиентном
материале, заполняющем всю плоскость, с одной конечной трещиной; в работах [24], [25] про-
водилось изучение стационарного распределения тепла в плоскости с крестообразной трещи-
ной и в ограниченной области с внутренней трещиной соответственно; в работе [26] изучалось
стационарное распределение тепла в полупространстве с трещиной, перпендикулярной гра-
нице полупространства.

В рассматриваемой работе изучается задача, моделирующая стационарное распределение
тепла в функционально-градиентном биматериале с одной конечной трещиной, лежащей на
границе между материалами. Данная работа является развитием методов, разработанных в
работах [14]–[21]. Как и в перечисленных выше работах, в данной статье трещина моделиру-
ется конечным отрезком, в качестве дополнительных условий берутся разности температур и
тепловых потоков на верхнем и нижнем берегах трещины. Основное отличие данной работы
от работ [14]–[21] заключается в рассмотрении биматериала, из-за чего величина температуры
в различных частях плоскости удовлетворяет различным дифференциальным уравнениям.

Данная статья является первой из цикла статей, посвященных изучению качественных
свойств решения рассмотренной задачи. Следующие работы будут посвящены исследованию
поведения решения в окрестности трещины.

Первые результаты, относящиеся к исследованию рассмотренной задачи, содержатся в
работах [27]–[29].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть x = (x1, x2) ∈ R2. Через ∆ будем обозначать оператор Лапласа в R2, а через R2
+

и R2
− будем соответственно обозначать множества точек R2

+ = {x|x1 ∈ R, x2 > 0}, R2
− =

{x| x1 ∈ R, x2 < 0}.
В работе изучается следующая задача:

∆u1(x) + k1
∂u1(x)

∂x2
= 0, x ∈ R2

+, (1)

∆u2(x) + k2
∂u2(x)

∂x2
= 0, x ∈ R2

−, (2)

u1(x1,+0)− u2(x1,−0) = q0(x1), x1 ∈ R, (3)

∂u1(x1,+0)

∂x2
− ∂u2(x1,−0)

∂x2
= q1(x1), x1 ∈ R. (4)

Замечание 1. Условия (3), (4) понимаются в смысле главного значения:

u1(x1,+0)− u2(x1,−0) = lim
ε→+0

(u1(x1, ε) − u2(x1,−ε)) ,
∂u1(x1,+0)

∂x2
− ∂u2(x1,−0)

∂x2
= lim

ε→+0

(
∂u1(x1, ε)

∂x2
− ∂u2(x1,−ε)

∂x2

)
.

В дальнейшем предполагается, что функции q0(x1) и q1(x1) принадлежат простран-
ству C3([−1; 1]), а носители функций q0(x1) и q1(x1) содержатся в отрезке [−1; 1], то есть
supp q0(x1) ⊆ [−1; 1], supp q1(x1) ⊆ [−1; 1].

Задача (1)-(4) моделирует стационарное распределение тепла в двух связных полуплоско-
стях R2

+ и R2
− с трещиной l = [−1; 1]×{0}, находящейся на границе этих полуплоскостей, при
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условии, что в R2
+ и R2

− отсутствуют тепловые источники. Условия (3), (4) задают скачки
температуры и тепловых потоков на трещине l. Предполагается, что на границе полуплос-
костей R2

+ и R2
− — прямой Γ = R × {0}, вне трещины l температурные поля и тепловые

потоки совпадают. Уравнения (1) и (2) получены из уравнения стационарной теплопроводно-
сти для материала без тепловых источников div (k(x) grad u(x)) = 0, где k(x) — коэффициент
внутренней теплопроводности.

Так, при получении уравнений (1), (2) предполагалось, что в полуплоскостях R2
± коэф-

фициенты внутренней теплопроводности имеют вид k(x) = c1,5∓0,5e
k1,5∓0,5x2 , где c1,5∓0,5 —

произвольные, отличные от нуля константы, а k1,5∓0,5 — произвольные положительные кон-
станты.

В дальнейшем будем придерживаться обозначения: u(x1,±0) = lim
ε→+0

u(x1,±ε).
Определение 1. Решением задачи (1)-(4) назовем пару функций u1(x) и u2(x), заданных

соответственно на R2
+ и R2

−, таких что u1(x) ∈ C2(R2
+)∩C1(R2

+), u2(x) ∈ C2(R2
−)∩C1(R2

−), ко-
торые в обычном смысле удовлетворяют уравнениям (1) и (2), условиям (3) и (4), и такие, что

функции e0,5k1x2u1(x), e0,5k1x2
∂u1(x)

∂x1
, e0,5k1x2

∂u1(x)

∂x2
ограничены на R2

+, функции e0,5k2x2u2(x),

e0,5k2x2
∂u2(x)

∂x1
, e0,5k2x2

∂u2(x)

∂x2
ограничены на R2

−, функции e0,5k1x2
∂2u1(x)

∂x21
, e0,5k1x2

∂2u1(x)

∂x22

ограничены при x2 > δ > 0, функции e0,5k2x2
∂2u2(x)

∂x21
, e0,5k2x2

∂2u2(x)

∂x22
ограничены при x2 6

−δ < 0, функция e0,5k1x2u1(x) принадлежит пространству L1(R2
+), функция e0,5k2x2u2(x) при-

надлежит пространству L1(R2
−), а функции u1(x1,+0), u2(x1,−0),

∂u1(x1,+0)

∂x2
,
∂u2(x1,−0)

∂x2
существуют и принадлежат пространству L1(R).

Решение задачи (1)-(4) будем искать в виде

up(x) = e−0,5kpx2vp(x), p = 1; 2. (5)

Из очевидных равенств
∂up(x)

∂x2
= −kp

2
e−0,5kpx2vp(x) + e−0,5kpx2

∂vp(x)

∂x2
, ∆up(x) =

e−0,5kpx2

(
∆vp(x)− kp

∂vp(x)

∂x2
+ 0,25k2pvp(x)

)
, где p = 1; 2, получаем, что функции v1(x) и v2(x)

являются решениями следующей задачи:

∆v1(x)− 0,25k21v1(x) = 0, x ∈ R2
+,

∆v2(x)− 0,25k22v2(x) = 0, x ∈ R2
−,

v1(x1,+0)− v2(x1,−0) = q0(x1), x1 ∈ R,

−k1
2
v1(x1,+0) +

∂v1(x1,+0)

∂x2
+
k2
2
v2(x1,−0)− ∂v2(x1,−0)

∂x2
= q1(x1), x1 ∈ R.

Функцию v2(x) будем искать в виде

v2(x1, x2) = z(x1,−x2). (6)

Используя очевидные равенства
∂v2(x)

∂x2
= −∂z(x1,−x2)

∂x2
,
∂2v2(x)

∂x22
=
∂2z(x1,−x2)

∂x22
, получа-

ем, что функции v1(x) и z(x) являются решениями задачи:

∆v1(x)− 0,25k21v1(x) = 0, x ∈ R2
+, (7)

∆z(x)− 0,25k22z(x) = 0, x ∈ R2
+, (8)

v1(x1,+0)− z(x1,+0) = q0(x1), x1 ∈ R, (9)

−k1
2
v1(x1,+0) +

∂v1(x1,+0)

∂x2
+
k2
2
z(x1,+0) +

∂z(x1,+0)

∂x2
= q1(x1), x1 ∈ R. (10)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 1 113



А. В. Глушко, А. С. Рябенко, А. С. Черникова

Из определения решения задачи (1)-(4) получаем следующее определение решения для
задачи (7)-(10).

Определение 2. Решением задачи (7)-(10) будет пара функций v1(x) и z(x), заданных на
R2
+, таких что v1(x), z(x) ∈ C2(R2

+)∩C1(R2
+), которые в обычном смысле удовлетворяют урав-

нениям (7), (8), а также условиям (9), (10), и такие, что функции v1(x), z(x),
∂v1(x)

∂x1
,
∂z(x)

∂x1
,

∂v1(x)

∂x2
,
∂z(x)

∂x2
ограничены на R2

+, функции
∂2v1(x)

∂x21
,
∂2v1(x)

∂x22
,
∂2z(x)

∂x21
,
∂2z(x)

∂x22
ограничены при

x2 > δ > 0, функции v1(x), z(x) принадлежат пространству L1(R2
+), а функции v1(x1,+0),

z(x1,+0),
∂v1(x1,+0)

∂x2
,
∂z(x1,+0)

∂x2
существуют и принадлежат пространству L1(R).

Основным результатом работы является следующая теорема.
Теорема. Если при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = q

′

p(−1) = q
′

p(1) = 0,
то задача (7)-(10) имеет решение, причем для функций v1(x) и z(x) справедливы следующие
представления:

v1(x) = F−1
s1,s2→x1,x2

[
2
√
s21 + k21/4

|s|2 + k21/4
w0
1(s1)

]
, z(x) = F−1

s1,s2→x1,x2

[
2
√
s21 + k22/4

|s|2 + k22/4
w0
2(s1)

]
;

v1(x) = F−1
s1→x1

[
e−x2

√
s21+k21/4w0

1(s1)
]
, z(x) = F−1

s1→x1

[
e−x2

√
s21+k22/4w0

2(s1)
]
;

v1(x) =
k1x2
2π

∞∫

−∞

K1

(
k1
2

√
(x1 − y1)

2 + x22

)
·
(
(x1 − y1)

2 + x22

)−0,5
F−1
s1→y1

[
w0
1(s1)

]
dy1,

z(x) =
k2x2
2π

∞∫

−∞

K1

(
k2
2

√
(x1 − y1)

2 + x22

)
·
(
(x1 − y1)

2 + x22

)−0,5
F−1
s1→y1

[
w0
2(s1)

]
dy1,

где K1(z) — функция Макдональда (см. [32]), Pp(s1) = Fx1→s1 [qp(x1)] при p = 0; 1, а w0
p(s1) =

−
P1(s1) + (−1)p

(√
s21 + 0,25k23−p + (−1)p0,5k3−p

)
P0(s1)

√
s21 + 0,25k21 + 0,5k1 +

√
s21 + 0,25k22 − 0,5k2

при p = 1; 2.

Нетрудно видеть, что для построения решения задачи (1)-(4) достаточно воспользоваться
формулами (5), (6) и результатами теоремы.

Непосредственное доказательство сформулированной выше теоремы состоит из следую-
щих этапов: в разделе 3 проводится сведение задачи (7)-(10) к двум независимым дифферен-
циальным уравнениям в пространстве S

′
(R2) и построение решений этих дифференциальных

уравнений; в разделе 4 проводится доказательство того, что при сформулированных условиях
на функции q0(x1) и q1(x1) решения обобщенных уравнений, полученных в разделе 3, задают
решение задачи (7)-(10).

3. СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ (7)-(10) К ОБОБЩЕННЫМ ЗАДАЧАМ.
ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ ОБОБЩЕННЫХ ЗАДАЧ

Введем в рассмотрение функции

V1(x) =

{
v1(x), x2 > 0,

v1(x1,−x2), x2 < 0
и V2(x) =

{
z(x), x2 > 0,

z(x1,−x2), x2 < 0,
(11)
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где v1(x) и z(x) — решения задачи (7)-(10), тогда

∂V1(x)

∂x2
=





∂v1(x)

∂x2
, x2 > 0,

−∂v1(x1,−x2)
∂x2

, x2 < 0
и
∂V2(x)

∂x2
=





∂z(x)

∂x2
, x2 > 0,

−∂z(x1,−x2)
∂x2

, x2 < 0.
(12)

Из определения решения задачи (7)-(10) следует, что функции V1(x) и V2(x) являются
функциями медленного роста (см. [30]). Таким образом, их можно рассматривать как регу-
лярные обобщенные функции в S

′
(R2) (см. [30]).

Вычислив обобщенные производные от функций V1(x) и V2(x) (см. [30]), получим, что в
S

′
(R2) они являются решениями уравнений

∆Vp(x)− 0,25k2pVp(x) =

[
∂Vp(x)

∂x2

]

x2=0

· δ(x2) + [Vp(x)]x2=0 · δ
′

(x2), p = 1; 2, (13)

где δ(x2) — дельта-функция Дирака, а [Vp(x)]x2=0 = lim
ε→+0

(Vp(x1, ε)− Vp(x1,−ε)),
[
∂Vp(x)

∂x2

]

x2=0

= lim
ε→+0

(
∂Vp(x1, ε)

∂x2
− ∂Vp(x1,−ε)

∂x2

)
, где p = 1; 2. Из (11) и (12) следует, что

[Vp(x)]x2=0 = 0,

[
∂Vp(x)

∂x2

]

x2=0

= 2 lim
ε→+0

∂Vp(x1, ε)

∂x2
= 2

∂Vp(x1,+0)

∂x2
, где p = 1; 2.

С учетом последних равенств и (13), получаем, что в S
′
(R2) функции V1(x) и V2(x) явля-

ются решениями уравнений

∆Vp(x)− 0,25k2pVp(x) = 2
∂Vp(x1,+0)

∂x2
· δ(x2), p = 1; 2. (14)

Замечание 2. Пусть f(x1) и f̃(x) — обычные функции, такие что f(x1) ∈ L1(R), а
f̃(x) ∈ L1(R2). Будем использовать следующие обозначения: Fx1,x2→s1,s2 [f̃(x)] — преобра-
зование Фурье функции f̃(x) по переменным x1, x2; Fx1→s1 [f(x1)] — преобразование Фурье
функции f(x1) по переменной x1; F−1

s1→x1
[f(s1)] — обратное преобразование Фурье по пере-

менной s1; F−1
s1,s2→x1,x2

[f̃(s)] — обратное преобразование Фурье по переменным s1, s2, то есть

Fx1→s1 [f(x1)] =
∫
R e

ix1s1f(x1)dx1, F−1
s1→x1

[f(s1)] =
1

2π

∫
R e

−ix1s1f(s1)ds1,

Fx1,x2→s1,s2 [f̃(x)] =
∫
R2 e

i(x1s1+x2s2)f̃(x)dx1dx2,

F−1
s1,s2→x1,x2

[f̃(s)] =
1

(2π)2
∫
R2 e

−i(x1s1+x2s2)f̃(s)ds1ds2.

В дальнейшем, если не оговорено противного, под прямым и обратным преобразованием
Фурье будем понимать "обычное" прямое и обратное преобразование Фурье, то есть преоб-
разование Фурье в смысле замечания 2.

Из (11), (12) и определения решения задачи (7)-(10) получаем, что функции V1(x) и

V2(x) принадлежат пространству L1(R2), а функции V1(x1,+0), V2(x1,+0),
∂V1(x1,+0)

∂x2
,

∂V2(x1,+0)

∂x2
существуют и принадлежат пространству L1(R). Следовательно, от функций

Vp(x), Vp(x1,+0),
∂Vp(x1,+0)

∂x2
, где p = 1; 2, существует преобразование Фурье в смысле за-

мечания 2, причем Fx1,x2→s1,s2 [Vp(x)], где p = 1; 2, можно вычислять при помощи сведения к
повторному интегралу.
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Применив к (14) обобщенное преобразование Фурье по переменным x1, x2 и воспользовав-
шись свойствами обобщенного преобразования Фурье (см. [30]), получим следующие уравне-
ния, эквивалентные уравнениям (14) в S

′
(R2):

−
(
|s|2 + 0,25k2p

)
Fx1,x2→s1,s2 [Vp(x)] = 2Fx1→s1

[
∂Vp(x1,+0)

∂x2

]
, p = 1; 2, |s|2 = s21 + s22. (15)

В [30] доказано, что если функция V (x) принадлежит пространству L1(Rn), то преобразо-
вание Фурье от регулярной обобщенной функции, порожденной функцией V (x), также будет
регулярной обобщенной функцией, которая порождается преобразованием Фурье функции
V (x), вычисленной в смысле замечания 2. Таким образом, равенство (15) можно рассматри-
вать как равенство для функций.

Лемма 1. Для функций V1(x) и V2(x), заданных равенствами (11), справедливы соотно-

шения: Fx1→s1

[
∂Vp(x1 + 0)

∂x2

]
= −

(
s21 + 0,25k2p

)0,5 · Fx1→s1 [Vp(x1,+0)], p = 1; 2.

Доказательство. Нетрудно видеть, что при p = 1; 2

Fx1→s1 [Vp(x)] = F−1
s2→x2

[Fx1,x2→s1,s2 [Vp(x)]] =
1

2π

∫

R

e−ix2s2Fx1,x2→s1,s2 [Vp(x)]ds2.

Из последних равенств следует, что

Fx1→s1 [Vp(x1,+0)] = (2π)−1

∫

R

Fx1,x2→s1,s2 [Vp(x)]ds2, p = 1; 2. (16)

При помощи (15) получаем, что

Fx1,x2→s1,s2 [Vp(x)] = −2
(
|s|2 + 0,25k2p

)−1
Fx1→s1

[
∂Vp(x1,+0)

∂x2

]
, p = 1; 2. (17)

Поскольку
∫∞
−∞

(
|s|2 + k2p/4

)−1
ds2 =

∫∞
−∞

(
s21 + s22 + k2p/4

)−1
ds2 = π(s21 + k2p/4)

−0,5

при p = 1; 2, то, проинтегрировав равенство (17) по s2 от −∞ до ∞, получим, что
∫
R Fx1,x2→s1,s2 [Vp(x)]ds2 = −2π

(
s21 + 0,25k2p

)−0,5
Fx1→s1

[
∂Vp(x1,+0)

∂x2

]
при p = 1; 2. Из послед-

него равенства и (16) следует справедливость леммы. Лемма доказана.
Введем следующие обозначения:

Fx1→s1 [Vp(x1,+0)] = w0
p(s1), Fx1→s1

[
∂Vp(x1,+0)

∂x2

]
= w1

p(s1), где p = 1; 2;

Fx1→s1 [qp(x1)] = Pp(s1), где p = 0; 1.
(18)

Отметим, что из определения решения задачи (7)-(10) и условий на функции q0(x1) и
q1(x1) следует, что функции w0

p(s1), w
1
p(s1) и Pp(s1) существуют.

Справедлива следующая лемма.
Лемма 2. При p = 1; 2 решения уравнений (15) представимы в виде

Fx1,x2→s1,s2 [Vp(x)] = −
2
√
s21 + k2p/4

|s|2 + k2p/4
·
P1(s1) + (−1)p

(√
s21 + k23−p/4 + (−1)pk3−p/2

)
P0(s1)

√
s21 + k21/4 + k1/2 +

√
s21 + k22/4− k2/2

.

Доказательство. Применим к равенствам (9), (10) преобразование Фурье по переменной
x1, тогда с учетом обозначений (11), (18), леммы 1 и (12) получим, что функции w0

p(s1) и
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w1
p(s1), где p = 1; 2, будут решениями системы

−
√
s21 + 0,25k2p · w0

p(s1) = w1
p(s1), p = 1; 2, (19)

w0
1(s1)− w0

2(s1) = P0(s1), (20)

−0,5k1w
0
1(s1) + w1

1(s1) + 0,5k2w
0
2(s1) + w1

2(s1) = P1(s1). (21)

Решив систему (19)-(21), получаем, что при p = 1; 2

w0
p(s1) = −

P1(s1) + (−1)p
(√

s21 + 0,25k23−p + (−1)p0,5k3−p

)
P0(s1)

√
s21 + 0,25k21 + 0,5k1 +

√
s21 + 0,25k22 − 0,5k2

, (22)

w1
p(s1) =

√
s21 + 0,25k2p

P1(s1) + (−1)p
(√

s21 + 0,25k23−p + (−1)p0,5k3−p

)
P0(s1)

√
s21 + 0,25k21 + 0,5k1 +

√
s21 + 0,25k22 − 0,5k2

. (23)

Из (17), (18) и (23) следует утверждение леммы. Лемма доказана.
Из леммы 2 получаем, что решениями уравнений (14) будут функции

Vp(x) = F−1
s1,s2→x1,x2

[
2
(
s21 + 0,25k2p

)0,5 (|s|2 + 0,25k2p

)−1
w0
p(s1)

]
, p = 1; 2, (24)

где функции w0
p(s1) задаются равенствами (22).

В равенствах (24) символ F−1
s1,s2→x1,x2

обозначает обратное преобразование Фурье в смысле
теории обобщенных функций (см. [30]).

Отметим, что если у функций, стоящих под знаком обратного преобразования Фурье, будет
существовать обычное обратное преобразование Фурье (в смысле определения из замечания
2), то решения уравнений (14) будут регулярными обобщенными функциями, заданными
этими обратными преобразованиями Фурье.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СУЩЕСТВОВАНИЯ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (7)-(10)

Для доказательства существования решения у задачи (7)-(10) сформулируем и докажем
несколько вспомогательных лемм.

Лемма 3. Для функций Pp(s1), где p = 0; 1, заданных в (18), найдется такая положитель-
ная константа c, что будут справедливы следующие оценки:

|Pp(s1)|+
∣∣∣P ′

p(s1)
∣∣∣+
∣∣∣P ′′

p (s1)
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−1 ;

если при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = 0, то

|Pp(s1)|+
∣∣∣P ′

p(s1)
∣∣∣+
∣∣∣P ′′

p (s1)
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2 ;

если при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0, то

|Pp(s1)|+
∣∣∣P ′

p(s1)
∣∣∣+
∣∣∣P ′′

p (s1)
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−3 .

Доказательство. Так как supp q0(x1) ⊆ [−1; 1], supp q1(x1) ⊆ [−1; 1], то для функций P0(s1)
и P1(s1) будут справедливы представления

P0(s1) =

1∫

−1

eix1s1q0(x1)dx1, P1(s1) =

1∫

−1

eix1s1q1(x1)dx1. (25)
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Из условий на функции q0(x1) и q1(x1) следует, что найдется такая положительная кон-
станта c, что при s1 ∈ R выполнены оценки

|Pp(s1)| 6 c, p = 0; 1. (26)

Если |s1| > δ, где δ — некоторая положительная константа, то при помощи интегриро-

вания по частям получаем, что Pp(s1) = eix1s1 (is1)
−1 q0(x1)

∣∣∣
1

−1
− (is1)

−1 ∫ 1
−1 e

ix1s1q
′

0(x1)dx1

при p = 0; 1. Используя последнее представление и оценку (26), получим, что найдется такая
константа c > 0, что при s1 ∈ R выполнено

|Pp(s1)| 6 c (1 + |s1|)−1 , p = 0; 1. (27)

Воспользовавшись интегрированием по частям при p = 0; 1, аналогично оценкам (27) мож-
но получить следующие оценки:

|Pp(s1)| 6 c (1 + |s1|)−2 , если qp(−1) = qp(1) = 0; (28)

|Pp(s1)| 6 c (1 + |s1|)−3 , если qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0. (29)

Докажем оценки для функций P
′

p(s1) и P
′′

p (s1), где p = 0; 1. С учетом (25) получаем пред-

ставления P
′

p(s1) =
∫ 1
−1 e

ix1s1ix1qp(x1)dx1, P
′′

p (s1) =
∫ 1
−1 e

ix1s1(−x21qp(x1))dx1. Отметим, что
если при p = 0; 1 функции qp(x1) обращаются в нуль при x1 = ±1, то функции x1qp(x1) и
x21qp(x1) также обращаются в нуль при x1 = ±1, если же при x1 = ±1 в нуль обращаются
функции qp(x1) и их первые производные, то при x1 = ±1 в нуль также обращаются функции
x1qp(x1) и x21qp(x1) и их первые производные. Таким образом, действуя так же, как при по-
лучении оценок (27)-(29), при помощи представлений функций P

′

p(s1) и P
′′

p (s1), при p = 0; 1
и s1 ∈ R можно показать, что найдется такая константа c > 0, что будут выполнены оценки

∣∣∣P ′

p(s1)
∣∣∣+
∣∣∣P ′′

p (s1)
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−1 ;∣∣∣P ′

p(s1)
∣∣∣+
∣∣∣P ′′

p (s1)
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2 , если qp(−1) = qp(1) = 0;∣∣∣P ′

p(s1)
∣∣∣+
∣∣∣P ′′

p (s1)
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−3 , если qp(−1) = qp(1) = q

′

p(−1) = q
′

p(1) = 0.

Лемма доказана.
Лемма 4. Для функций w0

1(s1) и w0
2(s1), заданных равенствами (22), найдется такая по-

ложительная константа c, что при s1 ∈ R будут выполнены оценки
∣∣w0

p(s1)
∣∣ 6 c (1 + |s1|)−1,

p = 1; 2; если же при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = 0, то
∣∣w0

p(s1)
∣∣ +∣∣∣(w0

p(s1))
′
∣∣∣ +

∣∣∣(w0
p(s1))

′′
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2, p = 1; 2; а если при p = 0; 1 выполнены равенства

qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0, то
∣∣w0

p(s1)
∣∣ +

∣∣∣(w0
p(s1))

′
∣∣∣ +

∣∣∣(w0
p(s1))

′′
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−3,

p = 1; 2.
Доказательство. Доказательство оценок леммы проведем на примере функции w0

1(s1) =

−P1(s1) +
(√

s21 + 0,25k22 − 0,5k2

)
P0(s1)

√
s21 + 0,25k21 + 0,5k1 +

√
s21 + 0,25k22 − 0,5k2

, доказательство оценок для функции w0
2(s1) про-

водится аналогично.
Воспользовавшись видом функции w0

1(s1) и оценками из леммы 3, получим, что

∣∣w0
1(s1)

∣∣ 6 c (1 + |s1|)−1 ;∣∣w0
1(s1)

∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2 , если qp(−1) = qp(1) = 0 при p = 0; 1;∣∣w0
1(s1)

∣∣ 6 c (1 + |s1|)−3 , если qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0 при p = 0; 1.
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Нетрудно видеть, что

(w0
1(s1))

′
= A1(s1)

(√
s21 + k21/4 + 0,5k1 +

√
s21 + k22/4− 0,5k2

)−1
−

−B1(s1)
(√

s21 + k21/4 + 0,5k1 +
√
s21 + k22/4− 0,5k2

)−2
,

(30)

где A1(s1) = −P ′

1(s1) + s1
(
s21 + k22/4

)−0,5
P0(s1) +

(√
s21 + k22/4 − 0,5k2

)
P

′

0(s1), а B1(s1) =
(
−P1(s1) +

(√
s21 + k22/4 − 0,5k2

)
P0(s1)

)
· s1
((
s21 + k21/4

)−0,5
+
(
s21 + k22/4

)−0,5
)
.

Из леммы 3 и вида функций A1(s1) и B1(s1) следует, что если при p = 0; 1 выполнены
равенства qp(−1) = qp(1) = 0, то

|A1(s1)|+ |B1(s1)| 6 c (1 + |s1|)−1 , (31)

если при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0, то

|A1(s1)|+ |B1(s1)| 6 c (1 + |s1|)−2 . (32)

Из (30), (31) следует, что если при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = 0, то∣∣∣(w0
1(s1))

′
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2, а из (30), (32) следует, что если при p = 0; 1 выполнены равенства

qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0, то
∣∣∣(w0

1(s1))
′
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−3.

Вычислив A
′

1(s1) и B
′

1(s1) и воспользовавшись оценками из леммы 3, получаем, что если
при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = 0, то

∣∣∣A′

1(s1)
∣∣∣+
∣∣∣B′

1(s1)
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−1 , (33)

если при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0, то
∣∣∣A′

1(s1)
∣∣∣+
∣∣∣B′

1(s1)
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2 . (34)

Вычислив (w0
1(s1))

′′
и применив оценки (31)-(34), получим, что если при p = 0; 1 выполне-

ны равенства qp(−1) = qp(1) = 0, то
∣∣∣(w0

1(s1))
′′
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2, а если при p = 0; 1 выполнены

равенства qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0, то
∣∣∣(w0

1(s1))
′′
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−3. Лемма доказана.

В следующей лемме определяются условия, при которых функции V1(x) и V2(x) существу-
ют и имеют след из L1(R).

Лемма 5. Если при p = 0; 1 выполнены условия qp(−1) = qp(1) = 0, то функции V1(x) и
V2(x), заданные равенствами (24), являются непрерывными и ограниченными в R2 функци-
ями, которые можно вычислять при помощи сведения к повторному интегралу, а функции
V1(x1,+0) и V2(x1,+0) существуют и принадлежат пространству L1(R).

Доказательство. Доказательство проведем на примере функции V1(x), для функции V2(x)
доказательство проводится аналогично. Согласно лемме 4 получаем, что
∣∣∣∣2
√
s21 + k21/4 ·

(
|s|2 + k21/4

)−1
w0
1(s1)

∣∣∣∣ 6 c
√
s21 + k21/4 ·

(
s21 + s22 + k21/4

)−1
(1 + |s1|)−2 . (35)

Нетрудно видеть, что

∞∫

−∞

√
s21 + 0,25k21 ·

(
s21 + s22 + 0,25k21

)−1
ds2 = π. (36)
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При помощи (36) получаем, что

∞∫

−∞




∞∫

−∞

√
s21 + k21/4 ·

(
s21 + s22 + k21/4

)−1
(1 + |s1|)−2 ds2


 ds1 = π

∞∫

−∞

(1 + |s1|)−2 ds1 <∞.

Из (35), последней оценки, теоремы Фубини и теоремы о зависимости интеграла от пара-
метра (см. [30]) следует, что функция V1(x) непрерывна и ограничена в R2, причем ее можно
вычислять при помощи сведения к повторному интегралу.

При помощи (36) получим, что

V1(x1,+0) = F−1
s1→x1

[w0
1(s1)] =

1

2π

∞∫

−∞

eix1s1w0
1(s1)ds1. (37)

В частности, из оценок леммы 4 следует, что функции w0
1(s1), (w

0
1(s1))

′
, (w0

1(s1))
′′

принад-
лежат пространству L1(R), тогда с учетом равенства (37) получаем, что функция V1(x1,+0)
принадлежит пространству L1(R) (см. [31]). Лемма доказана.

Воспользовавшись интегрированием по частям, можно доказать лемму, обобщающую на
двумерный случай аналогичный результат для преобразования Фурье, доказанный в [31].

Лемма 6. Пусть A(s1, s2) ∈ C4(R2); A(s1, s2),
∂A(s1, s2)

∂s2
,
∂2A(s1, s2)

∂s22
,
∂3A(s1, s2)

∂s1∂s22
,

∂4A(s1, s2)

∂s21∂s
2
2

∈ L1(R2), а функция V (x) представима в виде V (x) = F−1
s1,s2→x1,x2

[A(s1, s2)] =

1

(2π)2
∫
R2 e

−i(s1x1+s2x2)A(s1, s2)ds1ds2, тогда V (x) ∈ L1(R2).

Ниже проводится доказательство нескольких вспомогательных оценок, использующихся
для проверки условий леммы 6 при доказательстве принадлежности функций V1(x) и V2(x)
пространству L1(R2).

Лемма 7. Для любых s1, s2 ∈ R и любой положительной константы k существует поло-
жительная константа c такая, что выполнены оценки

(
s21 + s22 + 0,25k2

)−1
6 c (1 + |s1|)−2 ,

(
s21 + s22 + 0,25k2

)−1
6 c (1 + |s2|)−2 ,(

s21 + s22 + 0,25k2
)−1

6 c (1 + |s1|)−1 (1 + |s2|)−1 .

Доказательство. Докажем первое неравенство леммы, второе неравенство доказывается
аналогично. Легко видеть, что для любого s1 выполнена оценка (1 + |s1|)2 /3 6 1 + s21. С
учетом последней оценки получаем, что

s21 + s22 + k2/4 > s21 + k2/4 > min
{
1; k2/4

}
(1 + s21) > min

{
1; k2/4

}
(1 + |s1|)2 /3.

Следовательно,
(
s21 + s22 + 0,25k2

)−1
6 3

(
min

{
1; 0,25k2

})−1
(1 + |s1|)−2.

Докажем третью оценку леммы. Легко видеть, что для любой константы a выполнена
оценка

√
1 + a2 > 0,5 (1 + |a|). Из этой оценки следует цепочка неравенств a2 + b2 + 2 >

2
√
1 + a2

√
1 + b2 > 2 · 0,5 (1 + |a|) 0,5 (1 + |b|) = 0,5 (1 + |a|) (1 + |b|), то есть

a2 + b2 + 2 > 0,5 (1 + |a|) (1 + |b|) . (38)

С учетом (38) получаем, что s21 + s22 + 0,25k2 > 0,5(s21 + s22 + 2 · 0,25k2) > 0,5 ·
min

{
1; 0,25k2

}
(s21+s

2
2+2) > 0,25min

{
1; 0,25k2

}
(1 + |s1|) (1 + |s2|), тогда

(
s21 + s22 + k2/4

)−1
6

4
(
min

{
1; k2/4

})−1
(1 + |s1|)−1 (1 + |s2|)−1. Лемма доказана.

Перейдем к доказательству принадлежности функций V1(x) и V2(x) пространству L1(R2).
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Лемма 8. Если при p = 0; 1 выполнены условия qp(−1) = qp(1) = 0, то функции V1(x) и
V2(x), заданные равенствами (24), принадлежат пространству L1(R2).

Доказательство. Проведем доказательство на примере функции V1(x), для функции V2(x)
доказательство проводится аналогично.

Функция V1(x) представима в виде V1(x) = F−1
s1,s2→x1,x2

[A1(s1, s2)], где A1(s1, s2) =

2
√
s21 + 0,25k21 ·

(
s21 + s22 + 0,25k21

)−1
w0
1(s1). Из леммы 6 следует, что для принадлежности

V1(x) пространству L1(R2) достаточно доказать принадлежность пространству L1(R2) функ-

ций A1(s1, s2),
∂A1(s1, s2)

∂s2
,
∂2A1(s1, s2)

∂s22
,
∂3A1(s1, s2)

∂s1∂s22
,
∂4A1(s1, s2)

∂s21∂s
2
2

.

Воспользовавшись оценками из лемм 4 и 7, получаем, что

|A1(s1, s2)| 6 c
(
s21 + s22 + k21/4

)−0,25
(1 + |s1|)

∣∣w0
1(s1)

∣∣ ·
(
s21 + s22 + k21/4

)−0,75
6

6 c (1 + |s1|)−1,5 (1 + |s2|)−1,5 ,

следовательно, A1(s1, s2) ∈ L1(R2).

Вычислив функции
∂A1(s1, s2)

∂s2
,
∂2A1(s1, s2)

∂s22
,
∂3A1(s1, s2)

∂s1∂s22
,
∂4A1(s1, s2)

∂s21∂s
2
2

и воспользовав-

шись оценками из лемм 4 и 7, можно показать, что эти функции мажорируются функцией
c (1 + |s1|)−2 (1 + |s2|)−2, где c — некоторая положительная константа. Следовательно, функ-

ции
∂A1(s1, s2)

∂s2
,
∂2A1(s1, s2)

∂s22
,
∂3A1(s1, s2)

∂s1∂s
2
2

,
∂4A1(s1, s2)

∂s21∂s
2
2

принадлежат пространству L1(R2).

Лемма доказана.
В лемме 5 было доказано, что при выполнении условий qp(−1) = qp(1) = 0, где p = 0; 1,

функции V1(x) и V2(x) существуют, при этом их можно вычислять при помощи сведения к
повторному интегралу.

В [31] доказано, что при x2 > 0 и произвольной константе k > 0

F−1
s2→x2

[
2
√
s21 + 0,25k2

|s|2 + 0,25k2

]
= F−1

s2→x2

[
2
√
s21 + 0,25k2

s21 + s22 + 0,25k2

]
= e−x2

√
s21+0,25k2 . (39)

Следовательно, при x2 > 0 и выполнении условий qp(−1) = qp(1) = 0, где p = 0; 1,
для функций V1(x) и V2(x), заданных равенствами (24), будут справедливы представления

Vp(x) = F−1
s1→x1


F−1

s2→x2



2
√
s21 + 0,25k2p

|s|2 + 0,25k2p


 · w0

p(s1)


 , где p = 1; 2.

С учетом (39) при x2 > 0 из двух последних равенств получаем, что

Vp(x) = F−1
s1→x1

[
exp(−x2

√
s21 + 0,25k2p) · w0

p(s1)
]
, p = 1; 2. (40)

Заметим, что при x2 > 0 и произвольной константе k > 0 выполнена оценка

exp(−x2
√
s21 + 0,25k2) 6 exp(−x2 |s1|). (41)

Лемма 9. Если при p = 0; 1 выполнены условия qp(−1) = qp(1) = 0, то функции V1(x) и
V2(x), заданные равенствами (24), бесконечно дифференцируемы в R2

+ и являются решениями
уравнений (7) и (8) соответственно.

Доказательство. Докажем дифференцируемость функций V1(x) и V2(x) по переменной
x1 в R2

+. Существование остальных производных для функций V1(x) и V2(x) доказывается
аналогично. Из (40) и теоремы о дифференцируемости интеграла по параметру следует, что
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для доказательства существования
∂V1(x)

∂x1
и
∂V2(x)

∂x1
в R2

+ достаточно доказать, существование
следующих интегралов:

∂Vp(x)

∂x1
=

1

2π

∞∫

−∞

e−ix1s1−x2

√
s21+k2p/4(−is1)w0

p(s1)ds1, p = 1; 2. (42)

Из леммы 4, (41) и (42) следует, что при x2 > 0 модуль подынтегральной функции в
правой части равенства (42) не превосходит c exp(−x2 |s1|), где c > 0 — некоторая константа.

Следовательно, в R2
+ существуют функции

∂V1(x)

∂x1
,
∂V2(x)

∂x1
.

Остальные утверждения леммы непосредственно следуют из способа построения функций
V1(x) и V2(x) и леммы дю Буа-Реймона (см. [30]). Лемма доказана.

Отметим, что из (40) следует ограниченность функций
∂2Vp(x)

∂x21
,
∂2Vp(x)

∂x22
, где p = 1; 2, при

x2 > δ > 0.
Воспользовавшись (40) и теоремой о дифференцируемости интеграла по параметру, полу-

чаем, что при x2 > 0 и p = 1; 2

∂Vp(x)

∂x2
= − 1

2π

∞∫

−∞

e−ix1s1 · exp
(
−x2

√
s21 + 0,25k2p

)
·
√
s21 + 0,25k2p w

0
p(s1)ds1. (43)

Из леммы 4 следует, что при выполнении условий qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0, где
p = 0; 1, равномерно по x1 ∈ R и x2 > 0 подынтегральные функции в (42) и (43) мажориру-
ются функцией c (1 + |s1|)−2, где c — некоторая положительная константа. Следовательно,

при выполнении условий qp(−1) = qp(1) = q
′

p(−1) = q
′

p(1) = 0, где p = 0; 1, функции
∂V1(x)

∂x1
,

∂V2(x)

∂x1
,
∂V1(x)

∂x2
и
∂V2(x)

∂x2
непрерывны и ограничены при x1 ∈ R и x2 > 0, причем

∂Vp(x1,+0)

∂x2
=
∂Vp(x1, 0)

∂x2
= −F−1

s1→x1

[√
s21 + 0,25k2p w

0
p(s1)

]
=

= − 1

2π

∫∞
−∞ e−ix1s1

√
s21 + 0,25k2p · w0

p(s1)ds1, p = 1; 2.
(44)

Справедлива следующая лемма.
Лемма 10. Если при p = 0; 1 выполнены условия qp(−1) = qp(1) = q

′

p(−1) = q
′

p(1) = 0,то

функции
∂V1(x1,+0)

∂x2
,
∂V2(x1,+0)

∂x2
существуют и принадлежат пространству L1(R).

Доказательство. Доказательство будем проводить для функции V1(x), для функции V2(x)
доказательство проводится аналогично.

Из (44) следует, что для того, чтобы доказать принадлежность функции
∂V1(x1,+0)

∂x2
пространству L1(R), достаточно доказать, что функции

√
s21 + k21/4 · w0

1(s1),
(√

s21 + k21/4 · w0
1(s1)

)′

и
(√

s21 + k21/4 · w0
1(s1)

)′′

принадлежат пространству L1(R) (см. [31]).

Непосредственно из леммы 4 получаем, что функция
√
s21 + k21/4 · w0

1(s1) принадлежит
пространству L1(R). Нетрудно видеть, что

(√
s21 + k21/4 · w0

1(s1)

)′

= s1
(
s21 + k21/4

)−0,5
w0
1(s1) +

(
s21 + k21/4

)0,5
(w0

1(s1))
′

. (45)
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Из (45) и леммы 4 следует, что

∣∣∣∣
(√

s21 + k21/4 · w0
1(s1)

)′
∣∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2, то есть

(√
s21 + k21/4 · w0

1(s1)
)′

∈ L1(R). Воспользовавшись (45), получаем, что

(√
s21 + k21/4 · w0

1(s1)
)′′

=
((
s21 + k21/4

)−0,5 − s21
(
s21 + k21/4

)−1,5
)
w0
1(s1)+

+s1
(
s21 + k21/4

)−0,5
(w0

1(s1))
′
+ s1

(
s21 + k21/4

)−0,5
(w0

1(s1))
′
+
(
s21 + k21/4

)0,5
(w0

1(s1))
′′
.

Из последнего равенства и леммы 4 следует, что

∣∣∣∣
(√

s21 + k21/4 · w0
1(s1)

)′′
∣∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2 ,

то есть
(√

s21 + k21/4 · w0
1(s1)

)′′

∈ L1(R). Лемма доказана.

Теперь перейдем к доказательству того, что функции V1(x) и V2(x), заданные равенствами
(24), удовлетворяют граничным условиям (9), (10). Для начала проведем доказательство
нескольких вспомогательных лемм.

Лемма 11. Пусть k — положительная константа, тогда при x, принадлежащих R2
+, спра-

ведливы следующие равенства:

F−1
s1,s2→x1,x2

[
2
√
s21 + k2/4

|s|2 + k2/4

]
= F−1

s1→x1

[
e−x2

√
s21+k2/4

]
=

k

2π
K1

(
k

2

√
x21 + x22

)
x2√
x21 + x22

,

где K1 (z) — функция Макдональда (см. [32]).
Доказательство. Равенство (39) можно записать в виде

F−1
s2→x2

[
(|s|2 + 0,25k2)−1

]
= 0,5 exp(−x2

√
s21 + 0,25k2) ·

(
s21 + 0,25k2

)−0,5
. (46)

В [33] отмечено, что в R2 фундаментальным решением оператора ∆ − k2, где k > 0 —

произвольная константа, будет функция
−1

2π
K0

(
k

2

√
x21 + x22

)
, где K0 (z) — функция Макдо-

нальда (см. [32]). Тогда из свойств обобщенного преобразования Фурье и свойств функции
K0 (z) (см. [32], [34]) следует, что при x, принадлежащих R2

+, справедливо равенство

F−1
s1,s2→x1,x2

[(
|s|2 + 0,25k2

)−1
]
=

1

2π
K0

(
k

2

√
x21 + x22

)
. (47)

Воспользовавшись (46), левую часть равенства (47) можно записать в виде

F−1
s1,s2→x1,x2

[(
|s|2 + 0,25k2

)−1
]
= F−1

s1→x1

[
F−1
s2→x2

[(
|s|2 + 0,25k2

)−1
]]

=

= F−1
s1→x1

[
0,5 exp

(
−x2

√
s21 + 0,25k2

)
·
(
s21 + 0,25k2

)−0,5
]
.

(48)

Тогда из (47) и (48) получим, что

(2π)−1K0

(
0,5k

√
x21 + x22

)
= F−1

s1→x1

[
0,5 exp

(
−x2

√
s21 + k2/4

)
·
(
s21 + k2/4

)−0,5
]
. (49)

Так как при y > 0 функции K0(y) и K1(y) удовлетворяют соотношению K
′

0(y) = −K1(y)
(см. [32]), то продифференцировав (49) по x2, получим, что

F−1
s1→x1

[
e−x2

√
s21+0,25k2

]
=

k

2π
K1

(
0,5k

√
x21 + x22

)
x2√
x21 + x22

. (50)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 1 123



А. В. Глушко, А. С. Рябенко, А. С. Черникова

По аналогии с представлением (48) имеем, что

F−1
s1,s2→x1,x2

[
2
√
s21 + k2/4

|s|2 + k2/4

]
= F−1

s1→x1

[
F−1
s2→x2

[(
|s|2 + k2/4

)−1
]
2
√
s21 + k2/4

]
.

При помощи (46) из последнего равенства следует, что

F−1
s1,s2→x1,x2

[
2
√
s21 + 0,25k2

|s|2 + 0,25k2

]
= F−1

s1→x1

[
e−x2

√
s21+0,25k2

]
. (51)

Из (50) и (51) следует утверждение леммы. Лемма доказана.
Справедлива следующая лемма.
Лемма 12. Пусть функция f(x) непрерывна на R за исключением, быть может, конечного

числа точек, в которых она имеет разрыв первого рода, тогда для любого δ > 0 выполне-

но lim
ε→+0

ε

π

∫ x1+δ
x1−δ

f(y1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1 =

f(x1 − 0) + f(x1 + 0)

2
, где f(x1 − 0) = lim

ε→+0
f(x1 − ε),

f(x1 + 0) = lim
ε→+0

f(x1 + ε).

Доказательство. Пусть функция f(x) непрерывна в точке x1.
Очевидно следующее представление:

lim
ε→+0

ε

π

∫ x1+δ
x1−δ

f(y1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1 = lim

ε→+0

ε

π

∫ x1+δ
x1−δ

f(y1)− f(x1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1+

+f(x1) lim
ε→+0

ε

π

∫ x1+δ
x1−δ

(
(x1 − y1)

2 + ε2
)−1

dy1.

Так как
ε

π

∫ x1+δ
x1−δ

(
(x1 − y1)

2 + ε2
)−1

dy1 =
1

π
arctg

(
ε−1 (y1 − x1)

)∣∣x1+δ

x1−δ
=

2

π
arctg

δ

ε
, то

lim
ε→+0

ε

π

∫ x1+δ
x1−δ

f(y1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1 = f(x1) + lim

ε→+0

ε

π

∫ x1+δ
x1−δ

f(y1)− f(x1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1. Из последнего ра-

венства и непрерывности функции f(x) точке x1, следует, что

lim
ε→+0

ε

π

x1+δ∫

x1−δ

f(y1)dy1
(x1 − y1)2 + ε2

=
f(x1 − 0) + f(x1 + 0)

2
+ lim

ε→+0

ε

π

x1+δ∫

x1−δ

f(y1)− f(x1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1. (52)

Поскольку для любого δ1 > 0 и x1, y1, принадлежащих некоторому фиксированному от-

резку, функция
f(y1)− f(x1)

(x1 − y1)2 + ε2
ограничена при |x1 − y1| > δ1, то

lim
ε→+0

ε

π

x1+δ∫

x1−δ

f(y1)− f(x1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1 = lim

ε→+0

ε

π

x1+δ1∫

x1−δ1

f(y1)− f(x1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1. (53)

Докажем, что

lim
ε→+0

ε

π

x1+δ1∫

x1−δ1

f(y1)− f(x1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1 = 0. (54)

Пусть ε1 > 0 — произвольная константа. Так как f(x) имеет не более конечного числа
точек разрыва, то найдется такое δ2 > 0, что при y1 ∈ (x1 − δ2;x1 + δ2) будет выполнена
оценка |f(x1)− f(y1)| 6 ε1.

Тогда

∣∣∣∣
ε

π

∫ x1+δ2
x1−δ2

f(y1)− f(x1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1

∣∣∣∣ 6
ε1ε

π

∫ x1+δ2
x1−δ2

dy1
(x1 − y1)2 + ε2

=
2ε1
π

arctg
δ2
ε

6 ε1.
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Из последней оценки и (53) следует справедливость (54). Воспользовавшись (52), (53) и
(54), получаем, что если функция f(x) непрерывна в точке x1, то

lim
ε→+0

ε

π

x1+δ∫

x1−δ

f(y1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1 =

f(x1 − 0) + f(x1 + 0)

2
= f(x1). (55)

Пусть функция f(x) имеет разрыв в точке x1. Рассмотрим две функции

f̂−(x) =





f(x), x ∈ (x1 − δ;x1) ,

f(x1 − 0), x = x1,

f(2x1 − x), x ∈ (x1;x1 + δ)

и f̂+(x) =





f(x), x ∈ (x1;x1 + δ) ,

f(x1 + 0), x = x1,

f(2x1 − x), x ∈ (x1 − δ;x1) ,

где δ — некоторая положительная константа. По построению функции f̂−(x), f̂+(x) будут
непрерывны в точке x1 и будут иметь не более конечного числа точек разрыва первого рода
на интервале (x1 − δ;x1 + δ). Очевидно, что

x1+δ∫

x1−δ

f(y1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1 =

1

2

x1+δ∫

x1−δ

f̂−(y1)
(x1 − y1)2 + ε2

dy1 +
1

2

x1+δ∫

x1−δ

f̂+(y1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1.

Из последнего равенства и (55) следует, что

lim
ε→+0

ε

π

x1+δ∫

x1−δ

f(y1)

(x1 − y1)2 + ε2
dy1 =

f̂−(x1) + f̂+(x1)

2
=
f(x1 − 0) + f(x1 + 0)

2
.

Лемма доказана.
Пусть I — конечный или бесконечный интервал, а функция g(x) определена на I. В даль-

нейшем через O(g(x)) при x ∈ I будем обозначать всякую функцию f(x), для которой суще-
ствует положительная константа c такая, что при x ∈ I выполнена оценка |f(x)| 6 c |g(x)|.

При y ∈ (0; 1) для функции K1(y) справедливо представление (см. [34])

K1(y) = y−1 +O(y).

При помощи этого представления и леммы 12, можно доказать следующую лемму.
Лемма 13. Пусть функция f(x) непрерывна на R за исключением, быть может, ко-

нечного числа точек, в которых она имеет разрыв первого рода. Тогда для любого δ > 0

lim
ε→+0

kε

2π

∫ x1+δ
x1−δ

K1

(
0,5k

√
(x1 − y1)2 + ε2

)
f(y1)

√
(x1 − y1)2 + ε2

dy1 =
f(x1 − 0) + f(x1 + 0)

2
, где k — произ-

вольная положительная константа, а K1(z) — функция Макдональда (см. [32, 34]).
Докажем следующую лемму.
Лемма 14. При p = 0; 1 выполнены следующие равенства:

lim
x2→+0

F−1
s1→x1

[(
exp

(
−x2

√
s21 + k22/4

)
− exp

(
−x2

√
s21 + k21/4

))
wp
2(s1)

]
= 0,

где функции wp
2(s1) при p = 0; 1 заданы соответственно равенствами (22) и (23).

Доказательство. Пусть k > 0 — произвольная константа. При любом фиксированном
N и фиксированном x2 > 0 найдется такая константа c, что при s1 ∈ [0;N ] выпол-

нена оценка
∣∣∣exp(−x2s1)− exp(−x2

√
s21 + 0,25k2)

∣∣∣ 6 c, тогда из теоремы Лебега о пре-

дельном переходе под знаком интеграла получим, что для любого фиксированного N :

lim
x2→+0

∫ N
0

(
exp(−x2s1)− exp

(
−x2

√
s21 + k2/4

))
ds1 = 0.
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Следовательно, при произвольном положительном N

lim
x2→+0

∞∫

0

(
e−x2s1 − e−x2

√
s21+k2/4

)
ds1 = lim

x2→+0

∞∫

N

(
e−x2s1 − e−x2

√
s21+k2/4

)
ds1. (56)

Воспользовавшись разложением функции
√
1 + x в ряд Тейлора, при |x| < 1 имеем, что√

1 + x = 1 + x · O(1). Из последнего равенства получаем, что существует такая константа
N1, что при s1 > N1

√
s21 + k2/4 = s1

√
1 + k2s−2

1 /4 = s1
(
1 + s−2

1 O(1)
)
= s1 + s−1

1 O(1), O(1) > 0. (57)

Для любой константы a выполнено равенство ea − 1 = a
∫ 1
0 e

aξdξ, поэтому из (57) и по-
следнего представления получаем, что

∫∞
N1

(
e−x2s1 − e−x2

√
s21+k2/4

)
ds1 =

∫∞
N1
e−x2s1

(
1− e−x2s

−1
1 O(1)

)
ds1 =

= x2
∫∞
N1
e−x2s1

O(1)

s1

∫ 1
0 e

−x2s
−1
1 O(1)ξdξds1.

(58)

Так как в представлении (57) O(1) > 0, то
∫ 1
0 e

−x2s
−1
1 O(1)ξdξ < 1. Тогда из (58) и последней

оценки следует, что при достаточно малом x2

∣∣∣
∫∞
N1

(
e−x2s1 − e−x2

√
s21+k2/4

)
ds1

∣∣∣ 6 cx2
∫∞
N1
e−x2s1s−1

1 ds1 = cx2
∫∞
x2N1

e−tt−1dt =

= cx2

(∫ 1
x2N1

e−tt−1dt+
∫∞
1 e−tt−1dt

)
6 c1x2

(
− ln(x2N1) + e−1

)
.

(59)

Из (56) и (59) следует, что для любой положительной константы k

lim
x2→+0

∞∫

0

(
e−x2s1 − e−x2

√
s21+k2/4

)
ds1 = 0. (60)

Проведем доказательство утверждения леммы при p = 0, при p = 1 доказательство про-
водится аналогично. Очевидно, что

F−1
s1→x1

[(
e−x2

√
s21+k22/4 − e−x2

√
s21+k21/4

)
w0
2(s1)

]
=

= F−1
s1→x1

[(
e−x2|s1| − e−x2

√
s21+k21/4

)
w0
2(s1)−

(
e−x2|s1| − e−x2

√
s21+k22/4

)
w0
2(s1)

]
.

Из последнего представления получаем
∣∣∣F−1

s1→x1

[(
e−x2

√
s21+k22/4 − e−x2

√
s21+k21/4

)
w0
2(s1)

]∣∣∣ 6
6
∫∞
−∞

(
e−x2|s1| − e−x2

√
s21+k21/4

) ∣∣w0
2(s1)

∣∣ ds1 +
∫∞
−∞

(
e−x2|s1| − e−x2

√
s21+k22/4

) ∣∣w0
2(s1)

∣∣ ds1.
(61)

Из леммы 4 при s1 ∈ R следует оценка
∣∣w0

2(s1)
∣∣ 6 K, K > 0. (62)

Тогда из (61) и (62) получаем
∣∣∣F−1

s1→x1

[(
e−x2

√
s21+k22/4 − e−x2

√
s21+k21/4

)
w0
2(s1)

]∣∣∣ 6

2K
(∫∞

0

(
e−x2s1 − e−x2

√
s21+k21/4

)
ds1 +

∫∞
0

(
e−x2s1 − e−x2

√
s21+k22/4

)
ds1

)
. При помощи послед-

ней оценки и (60) получаем, что lim
x2→+0

F−1
s1→x1

[(
e−x2

√
s21+k22/4 − e−x2

√
s21+k21/4

)
w0
2(s1)

]
= 0.

Лемма доказана.
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Перейдем к доказательству выполнения условия (9).
Лемма 15. Если при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = 0, то функции V1(x)

и V2(x), заданные равенствами (24), удовлетворяют условию (9).
Доказательство. Ранее было доказано (см. (40) и лемму 9), что при выполнении условий

qp(−1) = qp(1) = 0, где p = 0; 1, справедливы представления

Vp(x) = F−1
s1→x1

[
exp(−x2

√
s21 + 0,25k2p) · w0

p(s1)
]
, p = 1; 2, (63)

причем функции Vp(x) ∈ C∞(R2
+) и ограничены на множестве R2

+. Следовательно, при фик-
сированном положительном x2 и при p = 1; 2 функции Vp(x) бесконечно дифференцируемы
и ограничены по переменной x1 на всей вещественной оси.

В лемме 4 было доказано, что при выполнении условий qp(−1) = qp(1) = 0, где p = 0; 1,
выполнены оценки

∣∣w0
p(s1)

∣∣+
∣∣∣(w0

p(s1))
′
∣∣∣+
∣∣∣(w0

p(s1))
′′
∣∣∣ 6 c (1 + |s1|)−2 , p = 1; 2. (64)

Из оценок (64) следует, что функции w0
p(s1), (w

0
p(s1))

′
, (w0

p(s1))
′′

принадлежат простран-
ству L1(R), следовательно (см. [31]), F−1

s1→x1
[w0

p(s1)] ∈ L1(R). Поскольку функция w0
p(s1) диф-

ференцируема в R, то (см. [31, 35])

Fx1→s1[F
−1
s1→x1

[w0
p(s1)]] = w0

p(s1). (65)

Пусть x2 > 0 — фиксированное число, тогда из (64) получаем, что функции

e−x2

√
s21+k2p/4w0

p(s1), (e
−x2

√
s21+k2p/4w0

p(s1))
′
, (e−x2

√
s21+k2p/4w0

p(s1))
′′

принадлежат пространству
L1(R), следовательно, Vp(x) ∈ L1(R). Используя (63), получаем, что

Fx1→s1 [Vp(x)] = e−x2

√
s21+k2p/4w0

p(s1), p = 1; 2. (66)

Из свойств функций Макдональда следует, что при фиксированном положительном x2

функции (2π)−1kpx2
(
x21 + x22

)−0,5
K1

(
0,5kp

√
x21 + x22

)
, где p = 1; 2, непрерывны, ограничены

в R и принадлежат пространству L1(R) по переменной x1 (см. [32, 34]). Тогда при p = 1; 2
функции

kp
2π

x2√
x21 + x22

K1

(
0,5kp

√
x21 + x22

)
∗ F−1

s1→x1
[w0

p(s1)] =

=
kpx2
2π

∫∞
−∞K1

(
0,5kp

√
(x1 − y1)

2 + x22

)(
(x1 − y1)

2 + x22

)−0,5
F−1
s1→y1

[
w0
p(s1)

]
dy1

(67)

существуют, непрерывны и принадлежат пространству L1(R) по переменной x1 (см. [30]).
Так как каждый из компонентов свертки в (67) принадлежит пространству L1(R), то (см.

[31, 35])

Fx1→s1

[
kp
2π

x2√
x21 + x22

K1

(
0,5kp

√
x21 + x22

)
∗ F−1

s1→x1
[w0

p(s1)]

]
=

= Fx1→s1

[
kp
2π

x2√
x21 + x22

K1

(
0,5kp

√
x21 + x22

)]
· Fx1→s1

[
F−1
s1→x1

[w0
p(s1)]

]
.

(68)

Ранее было доказано (см. лемму 11), что при положительном x2

F−1
s1→x1

[
e−x2

√
s21+k2p/4

]
=
kp
2π
K1

(
0,5kp

√
x21 + x22

)
x2√
x21 + x22

.
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Поскольку функция e−x2

√
s21+k2p/4 бесконечно дифференцируема, ограничена и принадле-

жит пространству L1(R) при фиксированном x2 > 0, то (см. [31, 35])

Fx1→s1

[
kp
2π

x2√
x21 + x22

K1

(
0,5kp

√
x21 + x22

)]
= e−x2

√
s21+k2p/4. (69)

Из (65), (68) и (69) получаем, что

Fx1→s1

[
kp
2π

x2√
x21 + x22

K1

(
0,5kp

√
x21 + x22

)
∗ F−1

s1→x1

[
w0
p(s1)

]
]
= e−x2

√
s21+k2p/4w0

p(s1). (70)

Так как функции
kp
2π

x2√
x21 + x22

K1

(
0,5kp

√
x21 + x22

)
∗ F−1

s1→x1
[w0

p(s1)] и Vp(x) при фиксиро-

ванном x2 > 0 принадлежат пространству L1(R) по переменной x1, то из (66) и (70) следует,
что при p = 1; 2 и почти всех x1 выполнены равенства (см. [31])

Vp(x) =
kpx2
2π

∞∫

−∞

K1

(
kp
2

√
(x1 − y1)

2 + x22

)(
(x1 − y1)

2 + x22

)−0,5
F−1
s1→y1

[
w0
p(s1)

]
dy1. (71)

Поскольку функции в левой и правой частях равенств (71) непрерывны, то эти равенства
будут выполнены при всех x1.

При помощи (71) и леммы 13 получаем, что

lim
ε→+0

(V1(x1,+ε)− V2(x1,+ε)) = F−1
s1→x1

[
w0
1(s1)− w0

2(s1)
]
.

Из последнего равенства, (18) и (20) следует, что (см. [31, 35])

lim
ε→+0

(V1(x1,+ε)− V2(x1,+ε)) = F−1
s1→x1

[P0(s1)] = F−1
s1→x1

[Fx1→s1 [q0(x1)]] = q0(x1).

Лемма доказана.
Воспользовавшись леммой 14, по аналогии с леммой 15 доказывается следующая лемма.
Лемма 16. Если при p = 0; 1 выполнены равенства qp(−1) = qp(1) = 0, то функции V1(x)

и V2(x), заданные равенствами (24), удовлетворяют условию (10).
Из результатов, полученных в леммах 5, 8, 9, 10, 15 и 16, следует справедливость теоремы,

сформулированной в разделе 2.
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