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Аннотация: Рассматриваются три задачи математического моделирования опти-
мальной эффузионной тепловой защиты поверхностей гиперзвуковых летательных аппа-
ратов, рассчитанных на вход в атмосферу. Учтены физико-химические процессы (дис-
социация и ионизация) в ламинарном пограничном слое сжимаемого газа. Применён
теоретико-групповой подход к оптимизации систем с распределёнными параметрами. В
основу расчётов положен метод обобщённых интегральных соотношений А. А. Дородни-
цына. Обсуждаются результаты вычислительных экспериментов. Подробно рассмотрен
случай обтекания проницаемой цилиндрической поверхности при гиперзвуковых режи-
мах полёта.
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COMPUTATION EXPERIMENTS IN THE PROBLEMS OF
HEAT AND MASS TRANSFER OPTIMAL CONTROL ON

PERMEABLE SURFACES IN HYPERSONIC FLOWS
N. G. Bilchenko

Abstract: three problems of intended for the atmosphere entry hypersonic aircraft surfaces
optimal effusion heat protection mathematical modeling are considered. The physico-chemical
processes (the dissociation and the ionization) in laminar boundary layer of compressible gas
are appreciated. The Groups theory approach to distributed parameters systems optimization
is applied. A. A. Dorodnitsyn’s method of generalized integral relations is taken as a basis of
calculations. Computation experiments numerical results are discussed. The case of permeable
cylindrical surface in hypersonic flows is reported on in detail.

Keywords: optimal control, heat and mass transfer, laminar boundary layer, hypersonic
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ВВЕДЕНИЕ

Для решения актуальной проблемы тепловой защиты поверхностей гиперзвуковых ле-
тательных аппаратов (ЛА), рассчитанных на вход в атмосферу, учёт физико-химических
процессов (диссоциации и ионизации), а также конечной скорости их протекания (нерав-
новесности течения) становится практически необходимым. Теплопередача на поверхностях
гиперзвуковых ЛА может быть исследована в рамках теории пограничного слоя. В рамках
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точных уравнений пограничного слоя большинство работ посвящено оптимальному управле-
нию движением несжимаемой жидкости, оптимальные задачи динамики вязкого сжимаемого
газа рассмотрены в единичных публикациях.

Рассматриваются три задачи математического моделирования оптимальной эффузион-
ной тепловой защиты поверхностей гиперзвуковых летательных аппаратов [1]–[4]. В качестве
минимизируемого функционала выступает интегральный тепловой поток, передаваемый от
пограничного слоя к криволинейной пористой стенке; в качестве ограничения — мощность
системы охлаждения, определяемая с учётом фильтрационного закона Дарси; управляющим
воздействием является удельный расход охладителя (газа того же состава, что и в набегаю-
щем потоке).

Получены необходимые условия оптимальности: уравнения Эйлера–Лагранжа–
Остроградского и соответствующие условия трансверсальности.

С помощью теоретико-группового подхода [5] к проблеме оптимизации систем с распре-
деленными параметрами, основанного на совместном использовании инфинитезимального
аппарата Ли–Овсянникова и теории инвариантных вариационных задач Нётер — Ибраги-
мова, удается сконструировать интегралы Нётер для систем уравнений Эйлера–Лагранжа–
Остроградского для различных случаев управления пограничным слоем. С вычислительной
точки зрения знание дивергентных форм (первых интегралов) в задачах оптимизации управ-
ляемых процессов значительно упрощает проблему поиска оптимальных управлений.

Групповые свойства для трёх оптимальных задач гиперзвуковой аэродинамики [1], [3], [6]
исследованы в [7], [8].

Установлена особая роль однопараметрической группы переносов по независимой пере-
менной в задачах оптимального управления ламинарным пограничным слоем [9]: первые
интегралы для сопряжённых систем (которые получаются только на бесконечномерном опе-
раторе) в точности совпадают с первыми интегралами, построенными на операторах переноса
по независимой переменной (поперёк пограничного слоя).

В 1960 г. А. А. Дородницын предложил обобщённый метод интегральных соотношений
и применил его к решению уравнений пограничного слоя [10]. Особенностью этого метода
является то, что он позволяет быстро получить решение задачи на ПЭВМ с необходимой
степенью точности. Несмотря на то, что он требует большой предварительной работы по со-
ставлению системы аппроксимирующих обыкновенных дифференциальных уравнений, этот
метод получил широкое распространение в инженерной практике при расчёте аэродинами-
ческих характеристик плоских и осесимметричных потоков сжимаемого газа [11], [12], [13] и
трёхмерного пограничного слоя [14].

В основу расчётов [2], [15], [16], [17] положен метод обобщённых интегральных соотноше-
ний А. А. Дородницына. Даётся вывод интегральных соотношений для систем уравнений
ламинарного пограничного слоя воздуха на проницаемых поверхностях и интегральных со-
отношений, соответствующих сопряжённым системам, а также приводятся аппроксимирую-
щие системы для рассматриваемых случаев. Разработан алгоритм расчёта минимизирующей
последовательности значений конвективного теплового потока. Приводятся результаты вы-
числительных экспериментов.

Данная работа соответствует докладу, представленному на секции “Механика деформи-
руемого твёрдого тела. Механика жидкости и газа” Международной конференции “Актуаль-
ные проблемы прикладной математики, информатики и механики”, посвящённой 95-летию
Воронежского государственного университета, проходившей 12–14 декабря 2013 г. в ВГУ, и
представляет собой заключительную часть исследований, посвящённых решению актуальной
проблемы тепловой защиты поверхностей гиперзвуковых летательных аппаратов, рассчитан-
ных на вход в атмосферу [23], [24].
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ЛАМИНАРНЫМ ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ

ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩЕГО ГАЗА

Эффективным способом управления тепловыми потоками является пористое охлаждение
спускаемых летательных аппаратов; при этом, поскольку энергетические ресурсы (суммар-
ный расход охладителя, мощность системы охлаждения) на борту ограничены, то возникает
задача построения оптимального расхода охладителя на пористом участке поверхности.

При высоких температурах, характерных для полета гиперзвуковых летательных аппара-
тов, возникает ионизация, благодаря которой газ становится электропроводящим, и появля-
ется возможность воздействовать на газовый поток с помощью магнитных полей.

Поэтому представляет интерес построение комбинированной тепловой защиты. С матема-
тической точки зрения эта задача укладывается в вариационную схему типа Майера.

1.1. Система уравнений ламинарного пограничного слоя электропроводящего газа на ци-
линдрическом теле при обтекании его под нулевым углом атаки имеет вид [18]:

ρ

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −dp

dx
+

∂

∂y

(
µ
∂u

∂y

)
− σB2u;

∂

∂x
(ρu) +

∂

∂y
(ρv) = 0;
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(
u
∂H
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=
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∂
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(
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1− 1

Pr

)
∂

∂y

(
µu
∂u

∂y

)
+ σB2u2;

p = ρRT ; µ = µe0τb (τ) . (1)

Здесь ось x направлена вдоль контура тела, ось y перпендикулярна оси x по направлению
внешней нормали; u, v — проекции вектора скорости на координатные оси; ρ — плотность; p —
давление; µ — вязкость; Pr — число Прандтля; σ — проводимость; B = B (x; y) — магнитная
индукция; H — полная энтальпия, R — газовая постоянная, T — температура газа, b (τ) —
известная функция безразмерной температуры τ = T/Te0 .

Граничные условия к системе (1) следующие:

u = 0, v = (m/ρ)w , H = Hw, (y = 0) ;

u = Ue (x) , H = He (x) , (y → ∞) ;

u = U0 (y) , H = H0 (y) , (x = 0, y > 0) . (2)

Индекс "e" соответствует параметрам газа на внешней границе пограничного слоя, "0"
— в точке полного торможения потока, "w" — параметрам газа на стенке. Здесь Hw (x) =
CpTw (x), где Tw — заданная температура наружной стороны обшивки (допускается, что она
равна температуре пристеночного слоя газа), Cp — удельная теплоёмкость газа; mw = (ρv)w
— массовый расход вдуваемого газа (того же состава, что и в набегающем потоке) через
единицу поверхности в единицу времени.

Ставится следующая вариационная задача. Среди непрерывных управлений mw (x) тре-
буется найти такое, которое доставляет минимальное значение количеству тепла

Q =

xk∫

0

(
λ

Cp

∂H

∂y

)

y=0

dx, (3)
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передаваемому в единицу времени от пограничного слоя к поверхности тела, при заданном
ограничении на мощность системы охлаждения, оценивающуюся с помощью фильтрацион-
ного закона Дарси [19],

N =

xk∫

0

av2w (x) dx (4)

и связях (1), (2). В (3) λ — коэффициент теплопроводности.
1.2. Система уравнений ламинарного пограничного слоя электропроводящего газа на теле

вращения при обтекании его под нулевым углом атаки [18] совпадает по форме с (1), за
исключением уравнения неразрывности, имеющего вид:

∂

∂x
(ρ · r · u) + ∂

∂y
(ρ · r · v) = 0. (5)

Здесь r — текущий радиус тела осевой симметрии. Г.у. к системе (1) (с уравнением нераз-
рывности (5)) совпадают с (2).

В этом случае вариационная задача имеет вид: среди непрерывных управлений mw (x)
требуется найти такое, которое доставляет минимальное значение количеству тепла

Q = 2π

xk∫

0

r

(
λ
∂T

∂y

)

y=0

dx, (6)

передаваемому в единицу времени от пограничного слоя к поверхности тела, при заданном
ограничении на мощность системы охлаждения, оценивающуюся с помощью фильтрацион-
ного закона Дарси [19],

N = 2π

xk∫

0

r · av2w (x) dx (7)

и связях (1) (с (5)), (2).

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ЛАМИНАРНЫМ ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ ДИССОЦИИРУЮЩЕГО

ГАЗА НА ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЯХ

2.1. Система уравнений, описывающая случай неравновесной диссоциации, имеет вид [20]:
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u
∂u
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−
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1
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)
ρD12 (hA − hM )

∂CA

∂y

)
,

p = ρR̃T, R̃ =
k

2mA
(1 + CA) . (8)

Здесь CA — массовая концентрация атомов (степень диссоциации); D12 — коэффициент
бинарной диффузии; WA — скорость массообмена атомарного компонента на единицу объема;

86 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2015. № 1



Вычислительные эксперименты в задачах оптимального управления. . .

H = h+u2

2 — полная энтальпия; hi =
∫ T
0 CpidT+h

0
i — энтальпия компонента смеси; Le— число

Льюиса; h0i — энтальпия образования i — го компонента (i = A,M — индексы соответственно
атомарного и молекулярного компонента), k — постоянная Больцмана, mA — масса атома.
Отметим, что для случая “замороженного” газа WA ≡ 0.

Граничные условия к системе (8) следующие:

u = 0, v = (m/ρ)w , H = Hw, CA = 0 (каталитическая стенка) ,
(
∂CA

∂y

)

w

= 0 (некаталитическая стенка), (y = 0, x > 0) ;

u = Ue (x) , H = He (x) , CA = CAe (y → ∞) ;

u = U0 (y) , H = H0 (y) , (x = 0, y > 0) . (9)

Здесь mw = (ρv)w — массовый расход вдуваемого газа (того же состава, что и в набега-
ющем потоке) через единицу поверхности в единицу времени; e, w, 0 — индексы параметров
потока (аналогичны (2)).

При обтекании поверхности высокотемпературным химически замороженным потоком
теплообмен будет определяться состоянием поверхности, так как химические реакции могут
проходить только на поверхности тела вследствие её каталитического действия. Для катали-
тической поверхности не наблюдается заметного изменения теплового потока к поверхности.
Если же стенка некаталитическая (например, некоторые стекловидные материалы и угле-
пластики), то может быть достигнуто значительное снижение величины теплового потока,
вызванное образованием около стенки слоя нерекомбинированных атомов, препятствующих
диффузии легких частиц к поверхности, вследствии чего уменьшается перенос тепла к стенке
диффузией, и, таким образом, уменьшается тепловой поток. Наиболее интересным представ-
ляется рассмотрение случая некаталитической стенки.

Постановка вариационной задачи аналогична п.1.1, только выражение для теплового по-
тока, поступающего от пограничного слоя к обтекаемой поверхности единичной ширины в
данном случае имеет вид

Q =

xk∫

0

qwdx, (10)

где qw — удельный тепловой поток к стенке от ламинарного пограничного слоя идеально
диссоциирующего газа, определяемый теплопроводностью и диффузионным переносом тепла
[20]:

−qw =

(
λ

Cp

∂H

∂y

)

y=0

+

(
ρD12h

0
A

∂CA

∂y

)

y=0

.

2.2. Постановка вариационной задачи для равновесно диссоциирующего газа.
В случае химически равновесного течения предполагается, что скорости химических ре-

акций настолько велики, что в каждой точке пограничного слоя устанавливается состав,
соответствующий химическому равновесию при данном давлении, температуре и соотноше-
нии элементов. Если пренебречь изменением соотношения компонентов поперёк пограничного
слоя (такое предположение строго для бинарной смеси, какой является идеально диссоции-
рующий газ [20]), то система уравнений (8) может быть существенно упрощена. В частности,
уравнение диффузии может быть исключено из рассмотрения. Эффективным методом ре-
шения в этом случае является метод полных коэффициентов [21].

Удельный тепловой поток от пограничного слоя к стенке имеет вид:

qw = − (λ+ λx)
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

= −λэф

∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

,
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где

λx = −
n∑

i=1

Hi

∑

j

mi

m2
ρDij

(
∂Cjm

∂T

)

p

,

здесь m — молекулярная масса смеси, mi — молекулярная масса i–го компонента, Cj — мас-
совая концентрация j–го компонента. При высоких температурах λx может быть во много
раз больше, чем λ. Аналогично определяются полная удельная теплоемкость (Cp)эф, учиты-
вающая тепло химических реакций и полная эффективная энтальпия Hэф. Значения Hэф и
(Cp)эф для воздуха приведены в работе [22].

Используя метод полных коэффициентов, систему уравнений равновесного пограничного
слоя можно привести к следующим трём дифференциальным уравнениям:

ρ

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= −dp

dx
+

∂

∂y

(
µ
∂u

∂y

)
;

∂

∂x
(ρu) +

∂

∂y
(ρv) = 0;

ρ

(
u
∂H

∂x
+ v

∂H

∂y

)
=

1

Prэф

∂

∂y

(
λэф

(Cp)эф

∂H

∂y

)
+

(
1− 1

Prэф

)
∂

∂y

(
µu
∂u

∂y

)
, (11)

µ = µe0τb(τ),

совпадающим по форме с уравнениями пограничного слоя для гиперзвукового потока совер-
шенного газа, в которых вместо истинных коэффициентов используются полные коэффици-
енты. Г.у. к (11) аналогичны (9).

Ставится следующая вариационная задача. Среди непрерывных управлений mw(x) требу-
ется найти такое, которое доставляет минимальное значение количеству тепла

Q =

xk∫

0

(
λэф

(Cp)эф

∂H

∂y

)

y=0

dx, (12)

передаваемому в единицу времени от пограничного слоя к поверхности тела, при заданном
ограничении на мощность системы охлаждения, оценивающуюся с помощью фильтрацион-
ного закона Дарси [19]

N =

xk∫

0

av2w(x)dx, (13)

и связях (9), (11).
Если известны зависимости вязкости смеси и эффективного числа Прандтля Prэф =

µ(Cp)эф
λэф

от температуры [21], то решение рассматриваемой вариационной задачи может быть

получено с использованием подхода, предложенного К. Г. Гараевым в [13] для построения
оптимальной неразрушающейся тепловой защиты поверхностей, обтекаемых гиперзвуковым
потоком совершенного газа.

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ ПО ОПТИМИЗАЦИИ
ТЕПЛОМАССООБМЕНА НА ПРОНИЦАЕМОМ ЦИЛИНДРЕ В

ГИПЕРЗВУКОВОМ ПОТОКЕ

В качестве примера приводятся результаты вычислительного эксперимента по построению
оптимального управления для случая обтекания прямого кругового цилиндра радиуса R =
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0,1 м гиперзвуковым потоком (M∞ = 10) равновесно диссоциирующего газа ([20]) при x̄k = 1,
τw = 0,25 и параметрах стандартной атмосферы, соответствующих высоте H = 10 000 м.

На рис. 1 и 2 кривая 1 соответствует случаю постоянного вдува mconst(x̄) ≡ 0,3; кривая 2
— оптимальному управлению mopt(x̄).

Рис. 1. Зависимость оптимальной скорости
вдува от координаты

Рис. 2. Зависимость безразмерного локаль-
ного теплового потока от координаты

Были проведены вычислительные эксперименты для различных значений мощности си-
стемы охлаждения, протяжённости участка вдува, безразмерной температуры поверхности,
напряжённости магнитного поля (в случае ионизированного газа), геометрических размеров
и формы летательного аппарата, высоты и скорости полёта.

По результатам вычислительных экспериментов можно сделать следующие выводы:
1) С уменьшением температурного фактора τw выигрыш в значении интегрального тепло-

вого потока увеличивается (см. Таблицу 1) (с точки зрения энергетических затрат пористое
охлаждение выгоднее применять для интенсивно охлаждаемой поверхности).

2) С увеличением мощности системы охлаждения (при фиксированном температурном

Рис. 3. Зависимость оптимальной скоро-
сти вдува от координаты для mconst(x̄) ∈
{0,1; 0,2; 0,3} при τw = 0,25.

Рис. 4. Зависимость безразмерного локаль-
ного теплового потока от координаты с
учётом (кривые 1 и 2) и без учёта (кривые
3 и 4) эффекта диссоциации.
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факторе) увеличивается выигрыш в значении функционала (см. Рисунок 3).

3) Влияние эффекта диссоциации воздуха проявляется ([20]), начиная с M∞ = 6. При
этом выигрыш в значении интегральных тепловых потоков существенно меньше [17], чем
для полученных по модели [13] для случая обтекания цилиндрической поверхности потоком
совершенного газа (см. Рисунок 4 и Таблицу 2).

4) При M∞ > 10 воздух полностью продиссоциирует ([20]) и перейдёт в ионизированное
состояние. Влияние магнитного поля на изменение теплового потока к телу проявляется,
начиная со значений σB2

0 ≈ 103 [Тл/Ом · м] (см. Рисунки 5 и 6).

5) Применение комбинированной системы теплозащиты, использующей электромагнитный
способ управления пограничным слоем наряду с массообменным, позволяет увеличить вы-
игрыш в значении теплового потока к поверхности при одновременном снижении массового
расхода охладителя. Для технически реализуемых на сегодняшний день значений магнитной
индукции этот вклад невелик (порядка 1−8%), но при продвижении в область более сильных
магнитных полей он может оказывать существенное влияние на теплообмен в пограничном
слое.

6) Использование оптимального управления позволяет снизить значение суммарной силы
ньютоновского трения.

Таблица 1.
τw = 0,25 τw = 0,50 τw = 0,75

Q(m ≡ 0,3) 0.208662 0.157909 0.0849764
Q(mopt) 0.148490 0.123655 0.0693853
∆Q 28.83699 % 21.69214 % 18.34752 %

Таблица 2.
M∞ 3 4 5 6 8 10 20 40
∆Qсов, % 44,17 46,49 47,63 48,27 48,92 49,23
∆Qдисс, % 28,19 28,63 28,83 29,11 29,18

Рис. 5. Зависимость безразмерного локаль-
ного теплового потока от координаты для
σB2

0 ∈ {0; 102; 103; 3 · 103} [Тл / Ом · м] при
M∞ = 10.

Рис. 6. Зависимость безразмерного локаль-
ного теплового потока от координаты для
M∞ ∈ {10; 15; . . . ; 40} при σB2

0 = 3 ·
103 [Тл/Ом · м].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ результатов расчётов подтверждает вывод о необходимости учёта эффектов дис-
социации и ионизации при оптимизации тепломассообмена на поверхностях летательных ап-
паратов при гиперзвуковых режимах полёта.
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