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Аннотация: обсуждаются альтернативные формы записи условий пластичности мак-
симального касательного и максимального приведенного напряжения. Определяется воз-
можное значение медианного напряжения в случае плоской деформации при выборе усло-
вия пластичности Треска и Леви. На примере плоской задачи в рамках теории пласти-
ческого течения рассматривается выполнение условий неразрывности полей напряжений
в сжимаемом упругопластическом теле при выборе пластического потенциала Треска и
Леви. Для сингулярных точек поверхности пластичности Треска и Рейсса в рамках обоб-
щенного закона пластического течения рассматривается вопрос о получении непрерыв-
ных полей деформаций. Для обобщенных условий пластичности Треска и Мизеса, пред-
ложенных Херши и Хосфордом, доказана теорема об их представлении через основные
инварианты девиатора напряжений.

Ключевые слова: условие пластичности, пластический потенциал, обобщенный ас-
социированный закон пластического течения, математическая теория пластичности.

ALTERNATIVE FORMS OF THE PIECEWISE-LINEAR
CONDITIONS OF PLASTICITY AND THEIR

GENERALIZATIONS
M. A. Artemov, E. S. Baranovskii, A. P. Yakubenko

Abstract: we discuss alternative forms of plasticity conditions the maximum shear and
maximum reduced stress. Defines the possible values of the median voltage in the case of
plane strain conditions when selecting Tresca and Levi. On the example of the plane problem
in the theory of plastic flow is considered that the conditions of continuity of stress fields in
compressible elastic-plastic body when choosing potential Tresca and Levi. In the singular
points of the surface Tresca and Levi within the generalized law of plastic flow are determined
consider the problem of obtaining continuous deformation fields. We prove a theorem that
allows you to express generalized conditions Tresca, Mises proposed Hershey and Hosford,
through the basic invariants of the stress deviator.

Keywords: yield condition, plastic potential, associated flow rule for non-smooth yield
surface, mathematical theory of plasticity.

ВВЕДЕНИЕ

Вопросам построения математических моделей материалов, проявляющих пластические
свойства, посвящено большое количество работ. Одно из направлений математической тео-
рии пластичности связано с введением условия (критерия) текучести (пластичности), опре-
деляющего переход материала в пластическое состояние.
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Представляет интерес вопрос об использовании различных форм записи условий пластич-
ности и пластических потенциалов, а также установлении их эквивалентности.

УСЛОВИЕ ПЛАСТИЧНОСТИ ТРЕСКА

Условие максимального касательного напряжения в качестве условия пластичности для
поликристаллических изотропных материалов предложил Э. Треска [1]. В симметричной
форме относительно главных нормальных компонент тензора напряжений это условие имеет
вид [2]

max {|σ1 − σ3|, |σ2 − σ3|, |σ3 − σ1|} = σT , (1)

где σ1, σ2, σ2 — собственные значения тензора напряжений σ (главные нормальные напряже-
ния), σT — предел пластичности при одноосном растяжении. При выборе условия пластично-
сти Треска, содержащего одну материальную константу, связь между предела пластичности
при чистом сдвиге и пределом пластичности при одноосном растяжении определяется соот-
ношением k = σ′T 2.

Можно рассматривать иные формы записи условия пластичности Треска (1)

|σ1 − σ3|+ |σ2 − σ3|+ |σ3 − σ1| = 4k,
|s1 − s3|+ |s2 − s3|+ |s3 − s1| = 4k,

(2)

где s1, s2, s2 — собственные (главные нормальные) значения деиатора напряжений s = σ −
tr(σ)E/3, E — единичный тензор второй валентности.1)

В работе А. Рейсса [5] приводится преобразование равенства

((s1 − s2)
2 − 4k2)((s1 − s3)

2 − 4k2)((s2 − s3)
2 − 4k2) = 0 (3)

к виду
4J3

2 − 27J2
3 − 4k2(4k2 − 3J2)

2 = 0, (4)

где J2 = 1
2tr(s

2), J3 = 1
3tr(s

3) — второй и третий основные инварианты девиатора напряже-
ний, являющиеся коэффициентами характеристического уравнения [6]–[8]2)

|s− λE| = −λ3 + λJ2(s) + J3(s) = 0.

Соотношение (4) в виде
4(q + k2)(q + 4k2)2 + 27r2 = 0, (5)

где q = s1s2 + s2s3 + s3s1 = −J2, r = −s1s2s3 = −J3 приводится в работе М. Леви [9].3)

В. В. Соколовский [10] приводит следующую форму записи уравнения Леви (5):4)

8(2k2 − J2)
3 − 4J2

2 (3k
2 − J2) + 27J2

3 = 0. (6)

В монографии [2] условие пластичности Леви (5) интерпретируется как уравнение грани
поверхности пластичности Треска.5) Уравнение грани σ1 − σ3 = 2k призмы Треска в работе

1) Вместо термина валентность тензора [3] также используется термин ранг тензора [4].
2) Иная расстановка знаков в характеристическом уравнении −λ3 − λJ2(s) + J3(s) = 0, принятая в ряде

работ [4], приводит к тому, что второй основной инвариант девиатора напряжений будет иметь противопо-
ложный знак: J2 = −tr(s2)/2.

3) В работе М. Леви [9] (русский перевод) имеется опечатка: отсутствует показатель степени 2 после
вторых скобок в равенстве (5).

4) В монографии В.В. Соколовского [10, стр. 68] отмечается, что в работе Леви цифры 3 и 4 во втором
члене ошибочно переменены местами, что было обнаружено И.Я. Штаерманом. Заметим, что в работе М. Леви
[9] (русский перевод), на которую делается ссылка, приведено уравнение (5), а не уравнение (6).

5) В работе [2] второй и третий инварианты девиатора напряжений определяются по формулам q = (sij)
2

(имелось ввиду, что q = tr(s2) = tr(s · s) = sijsij = 2J2(s)), r = sijsjkski = J3(s), что не соответствует
обозначениям, принятым в работе М. Леви [9]. Это несоответствие устранено в работе [11].
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[11] преведено в виде (сохранены обозначения авторов)

4(k2 − Σ′
2)(4k

2 − Σ′
2)

2 + 27Σ′
3
2 = 0, (7)

где Σ′
2 = J2(s) = (4k2+2kξ− ξ2)/3, Σ′

3 = J3(s) = −2(− 8k3− 6k2ξ+3kξ2+ ξ3)/27, ξ = σ2−σ1.
Поскольку уравнение (7) эквивалентно уравнению (3), что было показано А. Рейссом [5], то
при выборе условия σ1 − σ3 = 2k, уравнение (3) выполняется тождественно.

Рассмотрим спектральное представление тензора напряжений

σ = σ1n1 ⊗ n1 + σ2n2 ⊗ n2 + σ3n3 ⊗ n3,

где n1 — собственные векторы тензора σ. С учетом равенства σ1−σ3 = 2k, рассматриваемого
в работе [11], его можно представить в виде

σ = σ1E+ (σ2 − σ1)n2 ⊗ n2 − 2kn3 ⊗ n3.

Тогда для девиатора напряжений будет справедлива формула

s = (
2k − ξ

3
)n1 ⊗ n1 + (

2ξ + 2k

3
)n2 ⊗ n2 + (

−ξ − 4k

3
)n3 ⊗ n.

Учитывая определения степени тензора второй валентности [4], из этой формулы получа-
ем, что (ξ = σ2 − σ1)

Σ′
2 =

tr(s2)

2
=

4k2 + 2kξ + ξ2

3
,Σ′

3 =
tr(s3)

3
= − 2

27
(8k3 − 6k2ξ + 3kξ2 + ξ3). (8)

При подстановке формул (8) в уравнение (7) получаем тождество, так что уравнение (7)
при дополнительном условии σ1 − σ3 = 2k не определяет грань призмы Треска, о чем гово-
рится в работах [2], [11].

Равенство (3), как форма записи условия пластичности Треска, принимается в ряде работ,
например, [5], [12], [13]. Соотношения Рейсса (3) и Леви (4) не равносильны условию пластич-
ности Треска (1) [14]–[16]. На девиаторной плоскости эти условия пластичности определяют
разные линии (Рис. 1,a; 1,b).

В качестве аналога условия Треска можно рассматривать соотношения А. Рейсса [5]
(рис. 1,b) {

4J3
2 − 27J2

3 − 4k2(4k2 − 3J2)
2 = 0,

3J2 6 σ2T .

Подход А. Рейсса [5] основан на рассмотрении кубического уравнения (3). Аналогично
уравнению (3) можно рассматривать уравнение [14]

(s1 − s2 − 2κk)(s2 − s3 − 2κk)(s3 − s1 − 2κk) = 0,

определяющее на девиаторной плоскости в пространстве главных напряжений линии, изоб-
раженные на рис. 1,a. Величина κ определяет знак главного касательного напряжения рав-
ного 2k.

СООТНОШЕНИЯ АССОЦИИРОВАННОГО ЗАКОНА
ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ ТРЕСКА, ЛЕВИ

И РЕЙССА

Если рассматривать функции пластичности Треска (2), Рейсса (3) или Леви (4) в качестве
пластических потенциалов, то соотношения ассоциированного закона пластического течения
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a) b) c)

Рис. 1. След поверхности пластичности на девиаторной плоскости в координатах η =√
2(σ2−σ1), ξ =

√
6(2σ3−σ1−σ2), соответствующий условию a) Треска, a) Леви, b) Рейсса

(k = 1)

для этих потенциалов не будут совпадать. Для доказательства этого утверждения рассмот-
рим грань поверхности пластичности Треска, которая определяется условиями

σ1 − σ2 = 2k, σ3 − σ2 < 2k, σ1 − σ3 < 2k. (9)

В случае плоской деформации (для определенности принимаем, что компоненты тензо-
ров не меняются в направлении оси x3 декартовой системы координат) ассоциированный с
условием пластичности (3) закон пластического течения определяет равенство

ε̇p3 = λ̇
∂ ((σ1 − σ2)

2 − 4k2)((σ3 − σ1)
2 − 4k2)((σ2 − σ3)

2 − 4k2)

∂σ3
= 0,

из которого следует, что

((σ1 − σ2)
2 − 4k2)((σ3 − σ1)(σ2 − σ3)− 4k2)(2σ3 − σ1 − σ2) = 0. (10)

Из соотношения (10), полученного А. Рейссом [5], в работе Ю. Радаева [17] делается вывод,
что в случае плоского деформированного состояния медианное главное напряжение

2σ3 = (σ1 + σ2). (11)

В терминах компонент девиатора напряжений равенство эквивалентное (11) имеет вид
2s3 = s1+s2 = 0, в то время как для грани призмы Треска, определяемой соотношениями (9),
из равенства ∂(σ1 − σ2)/∂σ3 = 0 значение среднего главного напряжения σ3 не определяется
[18]–[20].

Заметим, что соотношение (10) выполняется тождественно, когда рассматривается случай
(σ1 − σ2)

2 = 4k2.
В работе [17] также отмечается, что равенство (10) выполняется, когда σ3 = (σ1 + σ2)/2±√
5k. Если в этом соотношении от компонент тензора напряжений перейти к компонентам

девиатора напряжений s3 = (s1 + s2)/2 ±
√
5k и учесть соотношение s1 + s2 + s3 = 0, то де-

виаторная составляющая компоненты σ3 тензора напряжений будет определяться формулой
s3 = ±2

√
5k/3. Данное значение s3 на девиаторной плоскости определяют токи, не принад-

лежащие шестиугольнику Треска.
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Если выбирается условие пластичности Леви (4), то согласно ассоциированному закону
пластического течения,6) имеем

ε̇p = 6λ̇
(
(2J2

2 (s) + 4k2(4k2 − 3J2(s)))s − 3J3(s)(3s
2 − tr(s2)E)

)
, λ > 0. (12)

Учитывая, что третий основной инвариант девиатора напряжений J=
3 s1s2s3, из соотноше-

ния (12) следует, что равенство ε̇p3 = 0 будет выполнено, если, например, s3 = 0. Однако,
если решается упругопластическая задача и учитывается упругая сжимаемость, например, в
случае плоско-деформированного состояния, когда ε3 = 0, в упругой области согласно закону
Гука σ3 = ν(σ1+σ2), а в пластической области (λ > 0) согласно формуле (12) σ3 = (σ1+σ2)/2.
То есть, при выборе условий пластичности в форме (3) или (4) компонента тензора напряже-
ний σ3 на упругопластической границе будет претерпевать разрыв. При решении же упруго-
пластической задачи при условии пластичности Треска (1), (2) значение компоненты тензора
напряжений σ3 в пластической области определяется с учетом неразрывности напряжений
на упругопластической границе [21], а не из соотношений ассоциированного закона пласти-
ческого течения.

ОБ ОБОБЩЕННОМ АССОЦИИРОВАННОМ ЗАКОНЕ
ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ

Для сингулярных точек поверхности пластичности применяется обобщенный ассоцииро-
ванный закона пластического течения, согласно которому в пространстве главных напря-
жений на ребре поверхности пластичности может реализоваться “веер” векторов скоростей
пластических деформаций [5, 22]. Однако при решении ряда упругопластических задач соот-
ношения обобщенного закона пластического течения не реализуются и пластические дефор-
мации претерпевают скачок [20].

УСЛОВИЕ ПЛАСТИЧНОСТИ ШМИДТА-ИШЛИНСКОГО
Условия пластичности максимального приведенного напряжения было введено независимо

рядом авторов [23], [24].7) В симметричной относительно главных нормальных компонентах
девиатора напряжений форме это условие определяется равенством

max {|s1|, |s2|, |s3|} = 2σ′T 3, или |s1|+ |s2|+ |s3| = 4σ′T 3.

Пусть одно из собственных значений тензора s равно k = 2σT /3. Тогда тензор s2 − k2E
будет вырожденным, то есть

det(s2 − k2E) = 0. (13)

В произвольном базисе из равенства (13) следует, что [25]

J2
3 (s)− k2(J2(s) − k2)2 = 0. (14)

Рассмотрим грань поверхности пластичности максимального приведенного напряжения,
для которой

|si| = k, |sj| 6 k, |sk| 6 k, s1 + s2 + s3 = 0. (15)

Индексы i, j, k циклически принимают значения 1,2,3. При выполнении соотношений (15)
девиатор тензора напряжений

s = κkni ⊗ ni − (κk + sk)nj ⊗ nj + sknk ⊗ nk, −k 6 sk 6 k, κ = sign(si)

6) Заметим, что если в качестве пластического потенциала выбрать функцию Леви (7), то неопределенный
множитель λ 6 0.

7) В работе Шмидта 1932 года [23], наряду с другими вариантами условия пластичности для упрочняю-
щегося тела, наибольшее главное значение девиатора напряжений рассматривается как функция наибольшего
главного значения девиатора деформаций.
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имеет один независимый инвариант, что приводит к уравнению

κJ3(s) + kJ2(s)− k3 = 0, κ = 1,−1. (16)

Равенства (16) также следует из того, что тензор

s− κkni ⊗ ni = −(2κk + sl)nj ⊗ nj + (sl − κk)nl ⊗ nl

является вырожденным, то есть det(s−κkE) = 0 [26]. Решения уравнения (16) на девиаторной
плоскости определяют линии, изображенные на рис. 4.а).

В работе [27] отмечалось, что равенства (13), (146) и (16) не равносильны условию пла-
стичности максимального приведенного напряжения, поскольку на девиаторной плоскости
определяют разные линии (Рис.2).

a) b) c)

Рис. 2. Линии, определяемые уравнением a) κJ3(s) + kJ2(s) − k3 = 0. Сплошная линия со-
ответствует κ = 1, пунктирная κ = −1, b) шестиугольник Шмидта-Ишлинского, c) “ше-
стиугольник” Ивлева-Артемова-Аннина, k = 1.

В качестве аналога условия пластичности максимального приведенного напряжения мож-
но использовать систему {

J2
3 (s)− k2(J2(s)− k2)2 = 0,
J2(s) 6 k2.

ОБОБЩЕННЫЕ УСЛОВИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ ТРЕСКА-МИЗЕСА И
ШМИДТА-ИШЛИНСКОГО

А. Херши [28] и В. Хосфорд [29] предложили условие пластичности |s1−s3|m+ |s2−s3|m+
|s3 − s1|m = 2km, которое при m = 1 и m → ∞ переходит в условие Треска, а при m = 2 в
условие пластичности Мизеса.

Аналогично обобщенному условию пластичности Треска-Мизеса [28, 29] можно рассмат-
ривать обобщенное условие Мизеса-Шмидта-Ишлинского [30] |s1|m + |s2|m + |s3|m = 2m+2

3m km,
которое переходит при m = 1 и m → ∞ переходит в условие Шмидта-Ишлинского, а при
m = 2 в условие пластичности Мизеса.

Рассмотрим задачу. Пусть s — симметричный тензор второй валентности, tr(s) = 0. Обо-
значим через s1, s2, s3 его собственные значения. Требуется выразить (s1−s2)2m+(s1−s3)2m+
(s2 − s3)

2m через основные второй и третий инварианты J2 и J3 тензора s.
Заметим, что силу теоремы Гамильтона-Кэли справедливо соотношение (tr(s) = 0)

−s3 + J2s+ J3E = 20̄.
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Отсюда получаем рекуррентную формулу tr(si) = J2tr(s
i−2) + J3tr(s

i−3). С учетом того, что
tr(s2) = 2J2, tr(s

3) = 3J3 мы можем теперь выразить tr(si), i = 1, 2, ..., через инварианты J2
и J3. Попытаемся выразить величину

(s1 − s2)
2m + (s1 − s3)

2m + (s2 − s3)
2m

через величины tr(si), i = 1, 2, ....
Теорема. Справедлива формула

(s1 − s2)
2m + (s1 − s3)

2m + (s2 − s3)
2m =

= 2tr(s2m) +

m−1∑

i=1

(−1)iCi
2m(tr(s)tr(s2m−i)− tr(s2m)) +

(−1)m

2
Cm
2m(tr2(sm)− tr(s2m)).

Доказательство. Используя биномиальное разложение и группируя слагаемые специ-
альным образом, приходим к равенству

(s1 − s2)
2m + (s1 − s3)

2m + (s2 − s3)
2m = 2(s2m1 + s2m2 + s2m3 ) +

m−1∑

i=1

(−1)iCi
2ms

2m−i
1 (si2 + si2)

+

m−1∑

i=1

(−1)iCi
2ms

2m−i
2 s2m−i

2 (si1+s
i
3)+

m−1∑

i=1

(−1)iCi
2ms

2m−i
3 (si1+s

i
2)+(−1)mCm

2m(sm1 s
m
2 +sm1 s

m
3 +sm2 s

m
3 ).

Отсюда с учетом соотношения

2(sm1 s
m
2 + sm1 s

m
3 + sm2 s

m
3 ) = tr2(sm)− tr(s2m)

нетрудно вывести требуемую формулу [31]. Теорема доказана.
Очевидно, что доказанная выше теорема применима к условиям вида

f(Ai, Tj) = 0,

где A(2m)
i = (c(i)1 − c(i)3)

2m + (c(i)2 − c(i)3)
2m + (c(i)3 − c(i)1)

2m, T (n)
j = tr(bn

j ) — инварианты
тензоров второй валентности c

,
i b

,
ji, j = 1, 2, ....

В частности, эта теорема позволяет записать ряд условий пластичности для анизотропных
и упрочняющихся материалов [32-35] через инварианты девиатора напряжений или инвари-
анты тензора напряжений, когда ci =

4L̄i ··s, b=
j
4L̄j ··σ, 4L̄i — тензоры четвертой валентности,

характеризующие анизотропию материала.

ВЫВОДЫ

Варианты записи условий пластичности максимального касательного напряжения (усло-
вие пластичности Треска) и максимального приведенного напряжения (условие пластично-
сти Шмидта-Ишлинснского) через основные инварианты девиатора напряжений (условия
Леви-Рейсса и Ивлева-Артемова-Аннина) должны дополняться ограничениями, позволяю-
щими отсечь на девиаторной плоскости лишние линии, не принадлежащие шестиугольнику
Треска и шестиугольнику Шмидта-Ишлинского. Использование аналогов кусочно-линейных
условий пластичности, выраженных через собственные значения тензора напряжений и ос-
новные инварианты тензора напряжений, приводит к неэквивалентным результатам, если
их рассматривать в качестве пластических потенциалов. Обобщенные условия пластично-
сти Треска-Мизеса-Шмитдта-Ишлинского могут быть выражены через координаты тензора
напряжений в произвольном базисе.
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