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Аннотация: Исследуемое в статье уравнение продольного движения микроструктур-
ного вязкопластического материала в кольцевом зазоре под действием перепада давле-
ния является обыкновенным дифференциальным уравнением 4-го порядка с малым пара-
метром при старщейпроизводной. Малый параметр характеризует относительный размер
представительного элемента и при его отсутствии уравнение описывает движение вязкой
жидкости. Граничные условия полного прилипания представительного элемента к стен-
кам зазора или условия качения представительного элемента к границе не допускают как
твёрдого ядра течения так и застойных зон у стенок зазора .Численный анализ тече-
ния методом показал: а) В случае прилипания возмущений материала течения к стенкам
уменьшение зазора ведёт к уменьшению скорости течения. в) В случае качения предста-
вительного элемента вдоль границы имеет место проскальзывание вдоль границы при
этом максимум скорости течения достигается не внутри области течения, а на внешней
границе щели.
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FEATURESLONGITUDINALFLOW OF

VISCOPLASTICMATERIALTAKING INTO ACCOUNT
ITSMICROSTRUCTUREIN THE ANNULUS

Abstract: in this paper show that equation of the longitudinal movement which for
a microstructural viscoplastic materialin a ring gapunder a pressure differenceis ordinary
differential equation 4-s order with small parameter characterizein the highest derivatives.
Small parameter characterizes the relative size of the representative element and in his absence
the equation describes the motion of a viscous fluid.The boundary conditions of full sticking to
the walls of the representative element of the gap or the rolling conditions of the representative
element to the border do not allow a solid core flow and stagnant zones near the walls of the
gap.Numerical analysis of flow small parameter method showed: a) In the case of the flow of
material sticking to the walls and reduction of the gap leads to a decrease in the flow velocity.
b) In case of r representative element along the boundary sliding occurs along the boundary
with the maximum flow rate is achieved not within a region of flow but at the outer edge of
the gap.
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ВВЕДЕНИЕ

Продольное течение различного рода технических материалов в кольцевых зазорах под
действием перепада давлений достаточно широко распространено в нефтехимической про-
мышленности, технологических процессах строительных материалов, в работе машин и ме-
ханизмов. Свойства сложных материалов определяются свойствами жидкости, внесенного
в жидкость наполнителя, что проявляется в синергетическом эффекте и появлении новых
эмерджентных свойств материала, которые можно объяснить влиянием характерного раз-
мера h представительного объема ∆V = h3, вязкостью пластичностью таких материалови
видом граничных условий [1].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается осесимметричное течение изучаемого материала в кольцевом зазоре (Рис.
1) под действием перепада давления ∂p/∂z = Const. Поле скоростей w(r) определяется обык-
новенным дифференциальным уравнением 4-го порядка, учитывающем вязкость материала
и характерный размер δ = h/Roмикроструктуры [2]
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здесь: ξ = r/Ro; w = ν/Vo; δ = h/Roj ; q2 = 1
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Vo

; r — радиальная координата; Ro —
радиус внешнего контура цилиндрической цели; Vo — характерная скорость течения; µ —
коэффициент вязкости.

Рис. 1. Схематическое изображение цилиндрического зазора с выделением границы r =
v
r

застойной зоны, гипотетически примыкающей к внутренней ν = R− или внешней Ro гра-
ницам зазора.

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕЧЕНИЯ
ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА В ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ

ЗАЗОРЕ ПРИ УСЛОВИИ ПОЛНОГО ПРИЛИПАНИЯ МАТЕРИАЛА К
СТЕНКАМ

Точное решение сингулярно возмущенного за счет малого параметра δ линейного обык-
новенного дифференциального уравнения с переменными коэффициентами (1) построить не
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удается, поэтому воспользуемся методом малого параметра [3], [4]. Представим решение для
скорости w(ξ, δ) в виде ряда по параметру δ и ограничимся членами порядка δ2 не выше

w(ξ, δ) = w0(ξ) + δ2w1(ξ) + . . . (2)

Уравнение (1) для члена w0(ξ) ряда (2) упрощается

d2w0

dξo
+

1

ξ

dw0

dξ
= −q2. (3)

Решение уравнения (3) имеет вид

w0(ξ) = −q
2

4
· ξ2 + C1 ln ξ + C2. (4)

Выбор граничных условий прилипания материала к границам ξ = 1 или возможном 2-м

случае течения к границе ξ = ξ− и условий на границе застойной зоны ξ =
v
ξ приводит

к невозможности течения, невозможности сушествования границы ядра течения в облости
течения.

В самом деле, в случае возможности 1-го варианта течения при граничных условиях при-

липания для определения постоянных С1, С2 и границ застойной зоны
v
ξ, получим следующую

систему уравнений
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Из (5) следует, что: C2 = q2/4; C1 = q2

2

v2

ξ , а граница застойной зоны ξ =
v
ξ определяется

из уравнения Φ(
v
ξ) =

v2

ξ (2 ln
v
ξ − 1) + 1 = 0. Графическое исследование (Рис. 2) решения этого

уравнения показывает, что оно имеет единственное точное решение
v
ξ = 1, что соответствует

застойной зоне, занимающей всю область течения ξ ∈ [ξ−, ξ+], где ξ+ = 1, т.е. течение в щели
при таком выборе граничных условий отсутствует.

Рис. 2. Графическое представление решения уравнения Φ

(
v

ξ

)
= 0 для нахождения радиуса

ξ =
V

ξ застойной зоны.

Аналогичные исследования гипотезы прилипания застойной зоны к внешней границе ци-
линдрической щели, показывают невозможность такой ситуации, т.е. невозможность гипоте-
тического течения с образованием застойных зон у стенок зазора.
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Таким образом, в условиях прилипания материала к стенкам цилиндрической щели воз-
можно течение только без образования застойных зон (в нулевом приближении разложения
w(ξ, δ) в степенной ряд) и распределение скорости wp(ξ) имеет вид

w0 (ξ) =
q2

4

(
1− ξ2 − (1− ξ̄2)

ln ξ

ln ξ̄

)
(6)

w0(1) = 0; w0(ξ̄) = 0.

График распределения скорости w0(ξ)/ q
2

h приведен на Рис. 3.

Рис. 3. Графическое изображение распределения относительной скорости течения вязко-
пластического материала в цилиндрическом щелевом зазоре ξ ∈

[
ξ̄; 1
]

в условиях полного

прилипания материала к стенкам w0(ξ)
q2/4 = 1− ξ2 −

(
1− ξ̄2

) lg ξ
lg ξ̄

, для ξ̄ ∈ [0, 1; 0, 5; 0, 9].

ТЕЧЕНИЕ МИКРОСТРУКТУРНОГО ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО
МАТЕРИАЛА ПРИ УСЛОВИИ КАЧЕНИЯ ПРЕДСТАВИТЕЛЬНОГО

ЭЛЕМЕНТА ВДОЛЬ ГРАНИЦЫ

Рассмотрим возможность течения материала в цилиндрическом зазоре с образованием за-
стойной зоныξ = ξ∗ вблизи внутренней границы ξ = ξ. Скоростьw (ξ) в области определяется
формулой (4) в нулевом приближении разложения в ряд по параметру δ. Граниченые условия
представим как условие качения представительного элемента у стенки и условие покоя зоны
застоя

(
ξ ∈

[
ξ; ξ∗

])
и условие непрерывности скоростиw (ξ) на границе ξ = ξ∗ зоны застоя

w (ξ) = −q
2

4
ξ2 + c1 ln ξ + c2 ; w (ξ∗) = 0; w′ (ξ∗) = 0 ; w (1)− jw′ (1) = 0. (7)

Система граничных условий для определения c1, c2 и ξ∗ приводит к одному уравнению для
радиуса ξ∗ границы зоны застоя

ϕ (ξ∗) = (1− 2γ)
(
1− ξ∗2

)
+ 2ξ∗2 ln ξ∗ = 0. (8)

В области ξ∗ 6 1 уравнение (8) имеет единственное решение ξ∗ = 0 что означает заполне-
ние застойной зоной всей области возможного течение. Таким образом течение материала с
возможной зоной застоя у внутренней границы ξ = ξ невозможно.

Исследуем течение материала с образованием зоны застоя у внешней границы цилиндри-
ческого зазора. Граничные условия примут вид

w
(

⌣

ξ
)
= 0;w′

(
⌣

ξ
)
= 0;w

(
ξ
)
+ γw′ (ξ

)
= 0. (9)
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Система уравнений (9) для постоянных С1, С2и радиуса
⌣

ξ застойной зоны имеет вид

−q
2

2

⌣

ξ +
c1
⌣

ξ
= 0; −q

2

2

⌣

ξ
2
+ c1 ln

⌣

ξ + c2 = 0;

−q
2

4
ξ
2
+ c1 ln ξ + c2 −

q2

2
ξ · γ + γ

c1

ξ
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Система уравнений (10) не имеет положительного решения для
⌣

ξ , так что течение с жест-

кой зоной у внешней границы зазора невозможно, в самом деле для
⌣

ξ = ξ (1 + ∆) получим
уравнение

2 (1 + ∆)∆− (1 + ∆)2 ln (1 + ∆) +
γ

ξ
(2 + ∆)∆ = 0. (11)

для малых ∆ уравнение (11) упрощается

∆3

2
+ ∆

(
1

2
+ γ

)
+ 1 + 2γ = 0. (12)

Для ∆ > 0 уравнение (12) не имеет решений.
Анализ возможного течения материала с ядром течения показал его невозможность.
Рассмотрим течение без образования жёстких зон. Граничных условия примем в виде

(качение представительного объема вдоль стенок)

w (1)− γw′ (1) = 0; w′ (ξ
)
+ γw′ (ξ

)
= 0. (13)

Постоянные интегрирования С1, С2уравнения (3) в выражении для скорости течения
w′ (ξ)находятся из (13)

w (ξ) = −q
2

4

(
ξ2 − c1 ln ξ − c2

)
(14)

Здесь c1 =
1−2γ+2γξ−ξ

2

γ/ξ−γ−ln ξ
< 0;

c2 = −
− ln ξ + γ

ξ − 2γ + 2γ2 − 2γ2ξ + γξ
2

γ
/
ξ − γ − ln ξ

< 0. (15)

Течение в соответствии с выражением (15) для скорости w (ξ) обладает свойством про-

скальзывания вдоль стенок зазора ξ = 1 и ξ = ξ < 1, причем w (1) ≈ q2
/
2 ; w

(
ξ
)
≃ q2

2 ;
w
((
1 + ξ

)/
2
)
≈ 3

4q
2.

На графиках Рис. 4 представлена скорость как функция точек ξ, ξ для различных зна-
чений параметра микроструктурыγ ∈ [0, 1; 0, 2]. Из физических соображений имеет смысл
рассматривать скорость w только в области течения при 1 > ξ > ξ. Из графиков w (ξ) сле-
дует, что с увеличением ξ < 1 скорость течения материала в зазоре увеличивается, при этом
имеет место рост скорости проскальзывания на внешней границе зазора ξ = 1, возникает
ощущение как бы затвердевания материала, увеличивающееся с ростом микроструктурного
параметра γ.
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Рис. 4. Графическое компьютерное представление поведения скорости w (ξ) течения мате-
риала в зазоре шириной

[
1− ξ

]
в зависимости от параметра микроструктура γ
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