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Аннотация: в гильбертовом пространстве для абстрактного линейного параболиче-
ского уравнения с весовым интегральным условием на решение доказана теорема суще-
ствования и единственности слабого решения. Доказательство проводится с помощью
аппроксимации точной задачи методом Галеркина. Для последовательности приближен-
ных решений устанавливаются необходимые априорные оценки, что позволяет выделить
подпоследовательность приближенных решений, слабо сходящуюся в соответствующем
функциональном пространстве к некоторой функции. Эта функция и является слабым
решением параболического уравнения, что устанавливается обоснованием слабого пре-
дельного перехода в исходном уравнении.
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SOLVABILITY OF THE VARIATIONAL PROBLEM OF
PARABOLIC TYPE WITH A WEIGHTED INTEGRAL

CONDITION
A. A. Petrova, V. V. Smagin

Abstract: in the Hilbert space for an abstract linear parabolic equation with weighted
integral condition for the solution the theorem of existence and uniqueness of weak solutions is
proved. The proof proceeds by approximating the exact problem by Galerkin’s method. For a
sequence of approximate solutions the necessary a priori estimates are established. This allows
us to select subsequence of approximate solutions that converges weakly in the corresponding
functional space to some function. This function is a weak solution of a parabolic equation.
This fact can be established by justification of passage to weak limit in the original equation.

Keywords: Hilbert space, parabolic equation, weighted integral condition, the method
Galerkin.

Пусть задана тройка вложенных сепарабельных гильбертовых пространств V ⊂ H ⊂ V ′,
где пространство V ′ - двойственное к V , а пространство H отождествляется со своим двой-
ственным H ′. Оба вложения плотные и непрерывные. На u, v ∈ V определена полуторали-
нейная форма a(u, v). Пусть для всех u, v ∈ V выполнены оценки:

|a(u, v)| ⩽M∥u∥V ∥v∥V , Re a(u, u) ⩾ α∥u∥2V , (1)

где α > 0. Форма a(u, v) порождает линейный ограниченный оператор A : V → V ′ такой, что
выполняется соотношение a(u, v) = (Au, v). Здесь под выражением типа (z, v) понимается
значение функционала z ∈ V ′ на элементе v ∈ V . Для z ∈ H выражение (z, v), в силу
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отождествления H ≡ H ′, совпадает со скалярным произведением в H [1]. Из определения
оператора A следует оценка ∥A∥V→V ′ ⩽M .

В пространстве V ′ на [0, T ] рассмотрим параболическую задачу:

u′(t) +Au(t) = f(t),

T∫
0

p(t)u(t) dt = u . (2)

В (2) на [0, T ] заданы функция t → f(t) ∈ V ′ и функция t → p(t) ∈ R1, а также элемент u.
Производные функций здесь и далее понимаются в обобщенном смысле.

Отметим, что задачи (2) с p(t) ≡ 1 была изучена в [2]. Для функции p(t) общего вида на
промежутке [0,+∞) c f(t) ≡ 0 и в других пространствах задача (2) рассматривалась в [3].
Обратим внимание также на работу [4], где разрешимость задача типа (2) получена в других
классах и при существенно более сильных предположениях на задачу.

В случае когда в (2) вместо интегрального условия задано начальное условие u(0) = u0, то
есть для параболического уравнения рассматривается задача Коши, вопросы существования
и единственности, так называемого, слабого решения обсуждаются, например, в [5], [6]. Там
же в [5], [6] указаны примеры классических задач для параболических уравнений, которые
сводятся к вариационной постановке. При доказательстве слабой разрешимости задачи (2)
в настоящей работе используется, как и в [2], аппроксимация точной задачи приближенной
по Галеркину задачей с последующим обоснованием соответствующего слабого предельного
перехода.

Определим необходимое далее множество D(A) = {v ∈ V |Av ∈ H}.
Теорема. Пусть в задаче (2) выполнены условия (1). Пусть также функция f ∈

L1(0, T ;H)∩L2(0, T ;V
′), а функция p(t) является абсолютно непрерывной на [0, T ], невозрас-

тающей и принимает положительные значения на [0, T ]. Предположим, что u ∈ D(A). То-
гда задача (2) имеет единственное решение u(t), такое что u ∈ L2(0, T ;V )∩C([0, T ],H), u′ ∈
L2(0, T ;V

′). Кроме того, справедлива оценка

max
0⩽t⩽T

∥u(t)∥2H +

T∫
0

(
∥u(t)∥2V + ∥u′(t)∥2V ′

)
dt ⩽

C
{
∥Au∥2H +

( T∫
0

∥f(t)∥H dt
)2

+

T∫
0

∥f(t)∥2V ′ dt
}
. (3)

Доказательство единственности решения. В силу линейности задачи (2) достаточ-
но установить, что однородная задача

u′(t) +Au(t) = 0,

T∫
0

p(t)u(t) dt = 0 (4)

имеет только нулевое решение.
Прежде заметим, что оператор −A : D(A) ⊂ H → H порождает в пространстве H по-

лугруппу линейных операторов G(t) [6, с. 116]. Тогда всякое слабое решение однородного
параболического уравнения u′(t)+Au(t) = 0 задается формулой u(t) = G(t)u(0), где элемент
u(0) ∈ H.

Получим оценку ∥G(t)∥H→H . Из уравнения (4) для u(t) = G(t)u(0) следует равенство

Re (u′(t), u(t)) + Re a(u(t), u(t)) = 0 ,
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из которого и (1) получим неравенство

d

dt
∥u(t)∥2H + 2α∥u(t)∥2V ⩽ 0 . (5)

Так как включение V ⊂ H ограничено, то для всех v ∈ V выполняется оценка ∥v∥H ⩽ δ∥v∥V ,
где δ > 0. Тогда из (5) получим

d

dt
∥u(t)∥2H + 2λ∥u(t)∥2H ⩽ 0 , (6)

где λ = α/δ2. В результате из (6) для t ⩾ 0 следует оценка решения однородного уравнения

∥u(t)∥H = ∥G(t)u(0)∥H ⩽ e−λt∥u(0)∥H . (7)

Таким образом, ∥G(t)∥H→H ⩽ e−λt.
Пусть теперь u(t) = G(t)u(0) – решение задачи (4). Тогда выполняется равенство

T∫
0

p(t)u′(t) dt+A

T∫
0

p(t)u(t) dt = 0 . (8)

Так как
∫ T
0 p(t)u(t) dt = 0, то из (8) следует

∫ T
0 p(t)u′(t) dt = 0. Учитывая, что функции p(t)

и u(t) абсолютно непрерывны на [0, T ], получим

0 =

T∫
0

p(t)u′(t) dt = p(T )u(T )− p(0)u(0)−
T∫
0

p′(t)u(t) dt . (9)

Запишем равенство (9) в терминах оператора G(t):

(
I − p(T )

p(0)
G(T )

)
u(0) +

1

p(0)

T∫
0

p′(t)G(t)dt u(0) = 0 . (10)

Оператор I − p(T )
p(0)G(T ) непрерывно обратим в H, так как

∥∥∥p(T )
p(0)

G(T )
∥∥∥
H→H

=
p(T )

p(0)
∥G(T )∥H→H ⩽ p(T )

p(0)
e−λT < 1 .

Справедливость оценки следует из того, что непрерывная на [0, T ] функция p(t) > 0 и не
возрастает.

Из (10) теперь получим

u(0) +
1

p(0)

(
I − p(T )

p(0)
G(T )

)−1
T∫
0

p′(t)G(t)dt u(0) = 0 . (11)

Рассмотрим оценку∥∥∥ 1

p(0)

(
I − p(T )

p(0)
G(T )

)−1∥∥∥
H→H

⩽ 1

p(0)
· 1

1− p(T )
p(0) e

−λT
=

1

p(0)− p(T )e−λT
. (12)

162 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2014. № 4



Разрешимость вариационной задачи параболического типа. . .

Далее для произвольного v ∈ H оценим

∥∥∥ T∫
0

p′(t)G(t)dt v
∥∥∥
H

⩽
T∫
0

|p′(t)|∥G(t)∥H→Hdt ∥v∥H =

−
T∫
0

p′(t)e−λtdt ∥v∥H =
(
p(0)− p(T )e−λT − λ

T∫
0

p(t)e−λtdt
)
∥v∥H . (13)

Из (12) и (13) следует оценка

∥∥∥ 1

p(0)

(
I − p(T )

p(0)
G(T )

)−1
T∫
0

p′(t)G(t)dt
∥∥∥
H→H

⩽ 1− λ

p(0)− p(T )e−λT

T∫
0

p(t)e−λtdt < 1 . (14)

Таким образом из (11) следует, что u(0) = 0, то есть решение задачи (4) u(t) = G(t)u(0) =
G(t)0 = 0. В результате задача (2) имеет не более одного решения.

Построение приближенных решений. Пусть {φi}∞i=1 - полная линейно независимая
система элементов в пространстве V . Определим конечномерное подпространство Vm ⊂ V
как линейную оболочку элементов {φi}mi=1.

На Vm можно рассматривать нормы пространств V , H и V ′. Определим также на элемен-
тах um ∈ Vm двойственную норму

∥um∥V ′
m
= sup |(um, vm)|,

где точная верхняя граница берется по всем vm ∈ Vm таким, что ∥vm∥V = 1.
Далее через Pm обозначаем ортогональный проектор в пространстве H на Vm ⊂ H. Как

известно [7], оператор Pm допускает продолжение по непрерывности Pm на пространство
V ′, и для элементов u ∈ V ′ справедлива оценка ∥Pmu∥V ′

m
⩽ ∥u∥V ′ . Отметим также, что

(Pmu, v) = (u, Pmv), где u ∈ V ′ и v ∈ H.
Определенную на [0, T ] абсолютно непрерывную функцию t → um(t) ∈ Vm назовем при-

ближенным решением задачи (2), найденным по методу Галеркина, если

u′m(t) + PmAum(t) = Pmf(t),

T∫
0

p(t)um(t) dt = um. (15)

Элемент um ∈ Vm определим позже.
Задача (15) сводится к конечной линейной системе обыкновенных дифференциальных

уравнений с интегральным условием на решение. Заметим также, что задача (15), подоб-
ная задаче (2), имеет не более одного решения. Покажем, что решение существует.

Поскольку линейный оператор PmA : Vm → Vm ограничен, то всякое абсолютно непре-
рывное решение уравнения (15) имеет вид

um(t) = e−PmAtum(0) +

t∫
0

e−PmA(t−s)Pmf(s) ds . (16)

Укажем значение um(0) ∈ Vm, при котором решение um(t) удовлетворяет интегральному
условию в (15). Равенство (16) умножим на p(t), проинтегрируем от 0 до T , а затем применим
оператор PmA. Учитывая интегральное условие в (15), получим

PmAum = PmA

T∫
0

p(t)e−PmAtum(0) dt+
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PmA

T∫
0

p(t)
[ t∫
0

e−PmA(t−s)Pmf(s) ds
]
dt . (17)

Из (17) видно, что для определения um(0) следует установить обратимость оператора Bm =

PmA
∫ T
0 p(t)e−PmAt dt : Vm → Vm.

Заметим, что оператор

Bm = −
T∫
0

p(t)
d

dt
e−PmAt dt = p(0)I − p(T )e−PmAT +

T∫
0

p′(t)e−PmAt dt =

p(0)

((
I − p(T )

p(0)
e−PmAT

)
+

1

p(0)

T∫
0

p′(t)e−PmAtdt

)
. (18)

Как и оценка ∥G(t)∥H→H ⩽ e−λt, установленная выше, в пространстве Vm с нормой H

справедлива оценка ∥e−PmAt∥Vm→Vm ⩽ e−λt. Так как функция p(t) невозрастающая, то суще-
ствует оператор (I − p(T )

p(0) e
−PmAT )−1 : Vm → Vm и в пространстве Vm с нормой H∥∥∥(I − p(T )

p(0)
e−PmAT )−1

∥∥∥
Vm→Vm

⩽ 1

1− p(T )
p(0) e

−λT
=

p(0)

p(0)− p(T )e−λT
. (19)

Теперь из (18) и (19) получим

Bm = p(0)
(
I − p(T )

p(0)
e−PmAT

)(
I +

1

p(0)

(
I − p(T )

p(0)
e−PmAT

)−1
T∫
0

p′(t)e−PmAtdt

)
. (20)

Заметим, что в пространстве Vm с нормой H выполняется также оценка, аналогичная (13),

∥∥∥ T∫
0

p′(t)e−PmAtdt
∥∥∥
Vm→Vm

⩽ p(0)− p(T )e−λT − λ

T∫
0

p(t)e−λtdt .

Следовательно, в пространстве Vm с нормой H выполняется оценка, аналогичная (14),

∥∥∥ 1

p(0)

(
I − p(T )

p(0)
e−PmAT

)−1
T∫
0

p′(t)e−PmAtdt
∥∥∥
Vm→Vm

⩽

1− λ

p(0)− p(T )e−λT

T∫
0

p(t)e−λtdt < 1 . (21)

Таким образом, из (20) следует обратимость в Vm оператора Bm и

B−1
m =

1

p(0)

(
I − p(T )

p(0)
e−PmAT

)−1
×
(
I +

1

p(0)

(
I − p(T )

p(0)
e−PmAT

)−1
T∫
0

p′(t)e−PmAtdt

)−1

. (22)

Из (17) теперь получим

um(0) = B−1
m

[
PmAum − PmA

T∫
0

p(t)
( t∫
0

e−PmA(t−s)Pmf(s) ds
)
dt
]
, (23)
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что означает однозначную разрешимость в Vm задачи (15).
Априорные оценки приближенных решений. Для решения um(t) задачи (15) полу-

чим соотношение
(u′m(t), um(t)) + a(um(t), um(t)) = (f(t), um(t)) .

Отсюда, с учетом (1), следует неравенство

d

dt
∥um(t)∥2H + 2α∥um(t)∥2V ⩽ 2Re (f(t), um(t)) ,

которое приводит к оценке

d

dt
∥um(t)∥2H + α∥um(t)∥2V ⩽ 1

α
∥f(t)∥2V ′ .

Последнее неравенство интегрируем от 0 до t ⩽ T .

∥um(t)∥2H − ∥um(0)∥2H + α

t∫
0

∥um(s)∥2V ds ⩽
1

α

t∫
0

∥f(s)∥2V ′ ds .

В результате получаем оценку

max
0⩽t⩽T

∥um(t)∥2H +

T∫
0

∥um(t)∥2V dt ⩽ C
{
∥um(0)∥2H +

T∫
0

∥f(t)∥2V ′ dt
}
. (24)

Покажем, что ∥um(0)∥H оценивается равномерно по m ∈ N.
Оценим ∥B−1

m ∥Vm→Vm , где пространство Vm берется с нормой пространства H. Из (22), (19)
и (21) получим

∥B−1
m ∥Vm→Vm ⩽ 1

p(0)
· p(0)

p(0)− p(T )e−λT
· 1

1−
(
1− λ

p(0)−p(T )e−λT

∫ T
0 p(t)e−λtdt

) =

(
λ

T∫
0

p(t)e−λtdt
)−1

=M1 . (25)

Теперь из (23) и (25) следует оценка

∥um(0)∥H ⩽M1∥PmAum∥H +M1

∥∥∥PmA

T∫
0

p(t)
( t∫
0

e−PmA(t−s)Pmf(s) ds
)
dt
∥∥∥
H
. (26)

Выберем элемент um ∈ Vm так, что для всех vm ∈ Vm выполняется

a(um, vm) = a(u, vm) . (27)

Существование и единственность такого элемента следует из теоремы Лакса-Мильграмма [8,
с.19, с.47]. Кроме того, в силу полноты системы {φi}∞i=1 и теоремы Сеа [8, с. 109] в простран-
стве V выполняется ∥um−u∥V → 0 при m→ ∞. Из (27) следует равенство PmAum = PmAu.
А так как u ∈ D(A), то получим

∥PmAum∥H = ∥PmAu∥H ⩽ ∥Au∥H . (28)
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Для оценки второго слагаемого в правой части (26) проведем преобразование

PmA

T∫
0

p(t)
( t∫
0

e−PmA(t−s)Pmf(s) ds
)
dt = −

T∫
0

p(t)
( t∫
0

d

dt
e−PmA(t−s) Pmf(s) ds

)
dt =

−
T∫
0

( T∫
s

p(t)
d

dt
e−PmA(t−s)dt

)
Pmf(s) ds . (29)

Рассмотрим

T∫
s

p(t)
d

dt
e−PmA(t−s)dt = p(T )e−PmA(T−s) − p(s)I −

T∫
0

p′(t)e−PmA(t−s)dt .

Из полученного представления в пространстве Vm с нормой H следует оценка

∥∥∥ T∫
s

p(t)
d

dt
e−PmA(t−s)dt

∥∥∥
Vm→Vm

⩽ p(T )e−λ(T−s) + p(s)−
T∫
0

p′(t)e−λ(t−s)dt ⩽

p(T ) + p(s)−
T∫
0

p′(t) dt = 2p(s) ⩽ 2p(0) . (30)

Из (29) и (30) получим в пространстве Vm с нормой H оценку

∥∥∥PmA

T∫
0

p(t)
( t∫
0

e−PmA(t−s)Pmf(s) ds
)
dt
∥∥∥
Vm→Vm

⩽

T∫
0

∥∥∥ T∫
s

p(t)
d

dt
e−PmA(t−s)dt

∥∥∥
Vm→Vm

∥f(s)∥Hds ⩽ 2p(0)

T∫
0

∥f(s)∥Hds . (31)

Таким образом, из оценок (26), (28) и (31) получается оценка

∥um(0)∥H ⩽M1

(
∥Au∥H + 2p(0)

T∫
0

∥f(t)∥Hdt
)
.

В результате оценка (24) примет окончательный вид

max
0⩽t⩽T

∥um(t)∥2H +

T∫
0

∥um(t)∥2V dt ⩽ C
{
∥Au∥2H +

( T∫
0

∥f(t)∥Hdt
)2

+

T∫
0

∥f(t)∥2V ′ dt
}
. (32)

Обоснование слабого предельного перехода. Оценка (32) показывает, что после-
довательность {um(t)} ограничена в пространстве L2(0, T ;V ). Следовательно, существует
подпоследовательность {uµ(t)} ⊂ {um(t)}, слабо сходящаяся в пространстве L2(0, T ;V ) к
некоторому элементу u ∈ L2(0, T ;V ). Покажем, что функция u(t) является решением задачи
(2).
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Для всех µ из (15) для j = 1, µ получим

(u′µ(t), φj) + a(uµ(t), φj) = (f(t), φj). (33)

Умножим (33) на скалярную функцию ψ ∈ C∞
0 (0, T ), полученное равенство интегрируем от

0 до T . После интегрирования по частям первого слагаемого придем к равенству

−
T∫
0

(uµ(t), ψ
′(t)φj) dt+

T∫
0

a(uµ(t), ψ(t)φj) dt =

T∫
0

(f(t), ψ(t)φj) dt . (34)

Заметим, что функции ψ′(t)φj , ψ(t)φj ∈ L2(0, T ;V ). Тогда из (17) при µ→ ∞ для всех j ∈ N
следует равенство

−
T∫
0

(u(t), ψ′(t)φj) dt+

T∫
0

a(u(t), ψ(t)φj) dt =

T∫
0

(f(t), ψ(t)φj) dt . (35)

Так как система элементов {φj} является полной в пространстве V , то из (35) предельным
переходом установим, что для всех v ∈ V выполняется

−
T∫
0

(u(t), v)ψ′(t) dt+

T∫
0

a(u(t), v)ψ(t) dt =

T∫
0

(f(t), v)ψ(t) dt . (36)

Из (36) следует равенство в смысле обобщенных функций

d

dt
(u(t), v) + a(u(t), v) = (f(t), v) ,

из которого следует, [6, с.113], что функция u(t) является решением уравнения в (2).
Установим, что выполняется и интегральное условие в (2). Напомним, что для всех µ

справедливо равенство
∫ T
0 p(t)uµ(t) dt = uµ и ∥uµ − u∥V → 0 при µ→ ∞. Следовательно, для

любого v ∈ V ′ ( T∫
0

p(t)uµ(t) dt, v
)
= (uµ, v) . (37)

Очевидно, что в (37) (uµ, v) → (u, v) при µ → ∞. Заметим теперь, что на функциях z ∈
L2(0, T ;V ) отображение Φv(z) = (

∫ T
0 p(t)z(t) dt, v) при всяком фиксированном v ∈ V есть

линейный функционал. Покажем, что этот функционал на L2(0, T ;V ) ограничен.

|Φv(z)| ⩽
∥∥∥ T∫
0

p(t)z(t) dt
∥∥∥
V
∥v∥V ′ ⩽

( T∫
0

p2(t) dt
)1/2

∥v∥V ′

( T∫
0

∥z(t)∥2V dt
)1/2

.

В таком случае Φv(uµ) → Φv(u) при µ→ ∞. В результате из (37) получим

( T∫
0

p(t)u(t) dt, v
)
= (u, v)

для любого v ∈ V ′, то есть
∫ T
0 p(t)u(t) dt = u.
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Покажем, что решение задачи (2) u ∈ L2(0, T ;V ) обладает дополнительной гладкостью
u ∈ C([0, T ],H) и u′ ∈ L2(0, T ;V

′), а также обоснуем оценку (3).
Поскольку u(t) есть слабый предел в L2(0, T ;V ) последовательности функций {uµ(t)}, для

которых выполняется оценка (32), то и для u(t)

T∫
0

∥u(t)∥2V dt ⩽ C
{
∥Au∥2H +

( T∫
0

∥f(t)∥H dt
)2

+

T∫
0

∥f(t)∥2V ′ dt
}
. (38)

Заметим теперь, что f ∈ L2(0, T ;V
′), поэтому из уравнения (2) следует u′(t) = f(t) −

Au(t) ∈ L2(0, T ;V
′), а также выполняется оценка

T∫
0

∥u′(t)∥2V ′ dt ⩽ 2

T∫
0

∥f(t)∥2V ′ dt+ 2M2

T∫
0

∥u(t)∥2V dt . (39)

Но если функция u ∈ L2(0, T ;V ) и производная u′ ∈ L2(0, T ;V
′), то [5], [6] функция u ∈

C([0, T ], H) и справедлива оценка

max
0⩽t⩽T

∥u(t)∥2H ⩽ K

T∫
0

(
∥u(t)∥2V + ∥u′(t)∥2V ′

)
dt . (40)

Из (38), (39) и (40) следует окончательная оценка (3).
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