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Аннотация: рассмотрена задача Коши для системы двух квазилинейных дифферен-
циальных уравнений в частных производных первого порядка с непрерывными и ограни-
ченными правыми частями. Локальная теорема существования и единственности решения
задачи Коши доказана с помощью метода дополнительного аргумента. Определены усло-
вия нелокальной разрешимости рассмотренной задачи Коши. Исследование нелокальной
разрешимости задачи Коши основано на методе дополнительного аргумента. Доказатель-
ство нелокальной разрешимости задачи Коши для системы двух квазилинейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных первого порядка с непрерывными и
ограниченными правыми частями опирается на глобальные оценки.

Ключевые слова: уравнения с частными производными первого порядка, задача
Коши, метод дополнительного аргумента, глобальные оценки.

NONLOCAL RESOLVABILITY CONDITIONS OF THE
CAUCHY PROBLEM FOR A SYSTEM OF FIRST ORDER

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH CONTINUOUS
AND BOUNDED RIGHT-HAND SIDES

M. V. Dontsova

Abstract: the Cauchy problem for a system of two quasilinear first order partial differential
equations with continuous and bounded right-hand sides is considered. Local existence and
uniqueness theorem of the solution of the Cauchy problem is proved with the method of
an additional argument. The conditions of a nonlocal resolvability of the considered Cauchy
problem are determined. The investigation of a nonlocal resolvability of the Cauchy problem is
based on the method of an additional argument. The proof of the nonlocal resolvability of the
Cauchy problem for a system of two quasilinear first order partial differential equations with
continuous and bounded right-hand sides relies on global estimates.
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ВВЕДЕНИЕ

Системы нелинейных и квазилинейных дифференциальных уравнений в частных произ-
водных первого порядка широко используются для описания различных задач из физики и

c⃝ Донцова М. В., 2014

116 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2014. № 4



Условия нелокальной разрешимости задачи Коши. . .

механики. Поэтому изучение общих свойств систем нелинейных и квазилинейных уравнений
и методов их решения актуальны в современной математике [1], [2].

Разработано несколько разных методов для исследования разрешимости дифференциаль-
ных уравнений в частных производных первого порядка. Например, классический метод ха-
рактеристик, метод Галеркина, метод потоков, метод дополнительного аргумента.

Метод дополнительного аргумента не заменяет собой другие известные методы, а дополня-
ет их, позволяет во многих случаях более эффективно и точно определять условия локальной
разрешимости систем нелинейных и квазилинейных дифференциальных уравнений в част-
ных производных первого порядка [2]–[10].

В работе [2] с помощью метода дополнительного аргумента определены условия нело-
кальной разрешимости задачи Коши для системы двух квазилинейных дифференциальных
уравнений в частных производных первого порядка с правыми частями равными нулю. В
данной работе определяем условия нелокальной разрешимости задачи Коши для системы
двух квазилинейных дифференциальных уравнений в частных производных первого поряд-
ка с непрерывными и ограниченными правыми частями.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений в частных производных первого по-
рядка: {

(∂tu(t, x) + (au(t, x) + bv(t, x))∂xu(t, x) = f1(t, x, u, v),
∂tv(t, x) + (cu(t, x) + gv(t, x))∂xv(t, x) = f2(t, x, v),

(1)

где u(t, x), v(t, x) — неизвестные функции, a, b, c, g — известные положительные константы,
f1(t, x, u, v), f2(t, x, v) — известные функции.

Поставим для системы уравнений (1) задачу Коши, т.е. зададим начальные условия:

u(0, x) = φ1(x), v(0, x) = φ2(x), (2)

где φ1(x), φ2(x) — известные функции.
Задача (1), (2) определена в области

Ωt = {(t, x)|0 ⩽ t ⩽ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0}.

Примем, что φi ∈ C
2
(R1), i = 1, 2, fi ∈ C

2,2,2,2
(ZTK), f2 ∈ C

2,2,2
(VTK), где Cα1,α2,...,αn

(Ω∗)
— пространство функций, определенных и непрерывных вместе со своими производными до
порядка αm по m-му аргументу, m = 1, n на некотором неограниченном подмножестве Ω∗
пространства Rn, n = 1, 2, . . .;

VTK = {(t, x, v)| 0 ⩽ t ⩽ T, x ∈ (−∞,+∞), v ∈ [−K,K]},

ZTK = {(t, x, u, v)| 0 ⩽ t ⩽ T, x ∈ (−∞,+∞), u, v ∈ [−K,K]},

где K — произвольно зафиксированное положительное число.

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ДОПОЛНИТЕЛЬНОГО АРГУМЕНТА

В соответствии с методом дополнительного аргумента, запишем для задачи (1), (2) рас-
ширенную характеристическую систему [2]–[10]:

dz1(s, t, x)

ds
= aw1(s, t, x) + bw3(s, t, x), (3)

dz2(s, t, x)

ds
= cw4(s, t, x) + gw2(s, t, x), (4)
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dw1(s, t, x)

ds
= f1(s, z1(s, t, x), w1(s, t, x), w3(s, t, x)), (5)

dw2(s, t, x)

ds
= f2(s, z2(s, t, x), w2(s, t, x)), (6)

w3(s, t, x) = w2(s, s, z1), w4(s, t, x) = w1(s, s, z2), (7)− (8)

wi|s=0 = φi(zi(0, t, x)), w2|t=0 = φ2(z2(0, t, x)). (9)− (10)

Неизвестные функции zi, wj , i = 1, 2, j = 1, 4 зависят не только от t и x, но еще и
от дополнительного аргумента s. Интегрируя уравнения (3)–(6) по аргументу s и учитывая
условия (7)–(10), получим эквивалентную систему интегральных уравнений:

z1(s, t, x) = x−
t∫

s

(aw1(v, t, x) + bw3(v, t, x)) dv, (11)

z2(s, t, x) = x−
t∫

s

(cw4(v, t, x) + gw2(v, t, x)) dv, (12)

w1(s, t, x) = φ1(z1(0, t, x)) +

s∫
0

f1(v, z1(v, t, x), w1, w3(v, t, x)) dv, (13)

w2(s, t, x) = φ2(z2(0, t, x)) +

s∫
0

f2(v, z2(v, t, x), w2(v, t, x)) dv (14)

w3(s, t, x) = w2(s, s, z1), w4(s, t, x) = w1(s, s, z2). (15)− (16)

Система (11)–(16) эквивалентна следующей системе:

w1(s, t, x) = φ1(x−
t∫

0

(aw1(v, t, x) + bw3(v, t, x)) dv)+

+

s∫
0

f1(v, x−
t∫

v

(aw1(τ, t, x)) + bw3(τ, t, x)) dτ, w1, w3(v, t, x)) dv, (17)

w2(s, t, x) = φ2(x−
t∫

0

(cw4(v, t, x) + gw2(v, t, x)) dv)+

+

s∫
0

f2(v, x−
t∫

v

(gw2(τ, t, x) + cw4(τ, t, x)) dτ, w2(v, t, x)) dv, (18)

w3(s, t, x) = w2(s, s, x−
t∫

s

(aw1(v, t, x) + bw3(v, t, x)) dv), (19)
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w4(s, t, x) = w1(s, s, x−
t∫

s

(cw4(v, t, x) + gw2(v, t, x)) dv) (20)

Мы будем писать, что константы a1, a2, a3, . . . определяются через исходные данные, если
эти константы определяются через известные характеристики задачи, нормы и экстремумы
известных функций при помощи конечных алгебраических, дифференциальных или инте-
гральных выражений, то есть в рамках исходной задачи могут быть выражены конкретным
числом.

Справедливо следующее утверждение [2]–[10]:
Утверждение. Если функции w1(s, t, v), w2(s, t, v) удовлетворяют системе интеграль-

ных уравнений (17)–(20) и являются непрерывно дифференцируемыми и ограниченными вме-
сте со своими первыми производными, тогда функции u(t, v) = w1(t, t, v), v(t, v) = w2(t, t, v)
будут решением задачи (1), (2) на ΩT0 , где T0 ⩽ T — константа, определяемая через исход-
ные данные.

СУЩЕСТВОВАНИЕ ЛОКАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Для доказательства существования решения задачи (1)–(2) в классе ограниченных функ-
ций будем использовать систему интегральных уравнений (17)–(20).

Обозначим ΓT = {(s, t, x)| 0 ⩽ s ⩽ t ⩽ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0},

Cφ = max
R

{sup
R

|φ(l)
i |, l = 0, 2}, Cf = max{sup

ZTK

|f1|, sup
VTK

|f2|},

Nf = max{sup
ZTK

|∂xf1|, sup
ZTK

|∂uf1|, sup
ZTK

|∂vf1|, sup
VTK

|∂uf2|, sup
VTK

|∂vf2|,

C
1,2,2

(ΩT ) — пространство функций один раз дифференцируемых по переменной t, дважды
дифференцируемых функций по переменной x, имеющих смешанные производные второго
порядка и ограниченные вместе со своими производными на ΩT .

Для функции U ∈ ΓT определим норму ∥U∥ = sup
ΓT

|U(s, t, v)|.

Лемма 1. Система интегральных уравнений (17)–(20) имеет единственное решение wj ∈
C

1,1,1
(ΓT3k

), где j = 1, 4, 0 < T3k ⩽ T , T3k — константа, определяемая через исходные данные.

Доказательство. Нулевое приближение к решению системы интегральных уравнений
(17)–(20) зададим равенствами:

w10(s, t, x) = φ1(x), w20(s, t, x) = φ2(x).

Первое и последующие приближения системы уравнений (17)–(20) определим при помощи
рекуррентной последовательности систем уравнений (n = 1, 2, . . .):

w1n(s, t, x) = φ1(x−
t∫

0

(aw1n(v, t, x) + bw3n(v, t, x)) dv)+

+

s∫
0

f1(v, x−
t∫

v

(aw1n(τ, t, x) + bw3n(τ, t, x))dτ, w1n, w3n(v, t, x)) dv, (21)

w2n(s, t, x) = φ2(x−
t∫

0

(cw4n(v, t, x) + gw2n(v, t, x)) dv)+
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+

s∫
0

f2(v, x−
t∫

v

(gw2n(τ, t, x) + cw4n(τ, t, x))dτ, w2n(v, t, x)) dv, (22)

w3n(s, t, x) = w2(n−1)(s, s, x−
t∫

s

(aw1n(v, t, x) + bw3n(v, t, x)) dv), (23)

w4n(s, t, x) = w1(n− 1)(s, s, x−
t∫

s

(cw4n(v, t, x) + gw2n(v, t, x)) dv). (24)

Для системы уравнений (21)–(24) нулевое приближение определим равенствами:

w0
1n = w1(n−1), w

0
2n = w2(n−1), w

0
3n = w3(n−1), w

0
4n = w4(n−1).

Для системы уравнений (21)–(24) первое и все последующие приближения определим на
основе соотношений:

wk+1
1n (s, t, x) = φ1(x−

t∫
0

(awk
1n(v, t, x) + bwk

3n(v, t, x)) dv)+

+

s∫
0

f1(v, x−
t∫

v

(awk
1n(τ, t, x) + bwk

3n(τ, t, x))dτ, w
k
1n, w

k
3n) dv, (25)

wk+1
2n (s, t, x) = φ2(x−

t∫
0

(cwk
4n(v, t, x) + gwk

2n(v, t, x)) dv)+

+

s∫
0

f2(v, x−
t∫

v

(cwk
4n(τ, t, x) + gwk

2n(τ, t, x))dτ, w
k
2n) dv, (26)

wk+1
3n (s, t, x) = w2(n−1)(s, s, x−

t∫
s

(awk
1n(v, t, x) + bwk

3n(v, t, x)) dv), (27)

wk+1
4n (s, t, x) = w1(n−1)(s, s, x−

t∫
s

(cwk
4n(v, t, x) + gwk

2n(v, t, x)) dv). (28)

Также как и в работах [3]–[8] установлено, что для всех 0 ⩽ t ⩽ T1k, где T1k — постоян-
ная, которая определяется через исходные данные, последовательные приближения (25)–(28)
ограничены, непрерывны, сходятся к непрерывному решению системы (21)–(24), для которо-
го справедливы оценки: ∥wjn∥ ⩽ 2Cφ, j = 1, 4.

Обозначим winx = µin, w3nx = ρ1n, w4nx = ρ2n, i = 1, 2.
Предположим, что ∥µi(n−1)∥ ⩽ 5Cφ, ∥wk

inx∥ ⩽ 5Cφ, ∥wk
3nx∥ ⩽ 9Cφ, ∥wk

4nx∥ ⩽ 9Cφ, i = 1, 2.
По свойствам модулей, интегралов, супремума функции установлено, что для всех 0 ⩽

t ⩽ T2k, где T2k — постоянная, которая определяется через исходные данные, T2k ⩽ T1k,
справедливы оценки:

∥ρin∥ ⩽ 9Cφ, ∥µin∥ ⩽ 5Cφ, ∥wk+1
inx ∥ ⩽ 5Cφ, ∥xk+1

3nx ∥ ⩽ 9Cφ, ∥wk+1
4nx ∥ ⩽ 9Cφ, i = 1, 2.
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Также как и в работах [3]–[8] установлено, что последовательные приближения wk
inx, w

k
3nx,

wk
4nx непрерывные, сходятся к µin, ρ1n, ρ2n при 0 ⩽ t ⩽ T2k, T2k ⩽ T1k, следовательно,

существуют непрерывные производные ∂xwjn и справедливы оценки:∥∥∥∥∂w3n

∂x

∥∥∥∥ ⩽ 9Cφ,

∥∥∥∥∂w1n

∂x

∥∥∥∥ ⩽ 5Cφ,

∥∥∥∥∂w4n

∂x

∥∥∥∥ ⩽ 9Cφ,

∥∥∥∥∂w2n

∂x

∥∥∥∥ ⩽ 5Cφ, ∥wjn∥ ⩽ 2Cφ, j = 1, 4, i = 1, 2.

Также как и в работах [3]–[8] доказано, что последовательные приближения, определяемые
из системы (21)–(24) при 0 ⩽ t ⩽ T2k сходятся к непрерывному решению системы (17)–(20),
для которого справедливы оценки: ∥wj∥ ⩽ 2Cφ, j = 1, 4.

Докажем существование непрерывных производных ∂xwj , j = 1, 4. Для сокращения запи-
сей обозначим ωn

j := wjnxx, j = 1, 4.
Примем, что ∥ωn−1

i ∥14Cφ. По свойствам интегралов, модулей, супремума функции уста-
новлено, что при 0 ⩽ t ⩽ T3k, где T3k — константа, определяемая через исходные данные,
T3k ⩽ T2k, справедливы оценки: ∥ωn

i ∥ ⩽ 14Cφ, ∥ωn
3 ∥ ⩽ 70Cφ, ∥ωn

4 ∥ ⩽ 70Cφ, i = 1, 2.
По свойствам модулей, интегралов, супремума функции, установлено, что для всех 0 ⩽

t ⩽ T3k:

∥µ1(n+1) − µ1n∥+ ∥µ2(n+1) − µ2n∥ ⩽ 8

21
(∥µ2n − µ2(n−1)∥+ ∥µ1n − µ1(n−1)∥) +

2

3
pn, (29)

где pn = p1n + p2n =

4∑
j=1

∥wj(n+1) − win∥.

Обозначим qn =

(
µ1n
µ2n

)
. Введем норму ∥qn∥ = ∥µ1n∥+ ∥µ2n}.

Неравенство (29) в новых обозначениях примет вид

∥qn+1 − qn∥ ⩽ 8

21
∥qn − qn−1∥+

2

3
pn. (30)

Рассмотрим ряд
∞∑
n=0

∥qn+1 − qn∥. (31)

Установлено, что
N∑

n=0

∥qn+1 − qn∥
21

13
∥q1 − q0∥+

14

13

N∑
n=1

pn. (32)

Так как ряды
∞∑
n=1

∥wj(n+1) − wjn∥ сходятся, то частичные суммы
N∑

n=1

∥wj(n+1) − wjn∥, j =

1, 4 ограничены. Отсюда следует, что частичные суммы
N∑

n=1

pn ограничены при любом N ,

следовательно, из неравенства (32) следует, что частичные суммы
N∑

n=0

∥qn+1−qn∥ ограничены

при всех N , значит, ряд (31) сходится, следовательно, winx → wix, i = 1, 2, значит, w3nx →
w3x, w4nx → w4x, ∂xwj = wjx, ∥wix∥ ⩽ 5Cφ, ∥w3x∥ ⩽ 9Cφ, ∥w4x∥ ⩽ 9Cφ, j = 1, 4, i = 1, 2,
функции wjx непрерывны по всем своим аргументам на ΓT3k

. Аналогично устанавливаем,
что wj , j = 1, 4 имеют непрерывную ограниченную производную по переменной t на ΓT3k

.
Единственность решения доказывается также как в работе [3]. Лемма 1 доказана.
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Введем условия a > 0, b > 0, c > 0, g > 0, φ̂1(x) ⩾ 0, φ̂2(x) ⩾ 0,

∂xf1 ⩾ 0, ∂vf1 ⩾ 0, ∂xf2 ⩾ 0, (33)

0 ⩽ t ⩽ T3k, T3k — постоянная, которая определяется через исходные данные. (34)

Лемма 2. Функции, {wj}, j = 1, 4, представляющие собой решение системы уравнений

(17)–(20), имеют непрерывные и ограниченные производные
∂2wj

∂x2
,
∂2wj

∂x∂t
на Γ3k.

Доказательство. Так как w1n, w3n имеют ограниченную частную производную по x, то
по свойствам интегралов, модулей, экспоненты, теореме о конечном приращении при выпол-
нении условий (33) и (34) получаем

|x1 −
t∫

s

(aw1n(v, t, x1) + bw3n(v, t, x1)) dv− x2 +

t∫
s

(aw1n(v, t, x2) + bw3n(v, t, x2)) dv| ⩽ |x1 − x2|,

|x1 −
t∫

s

(cw4n(v, t, x1) + gw2n(v, t, x1)) dv − x2 +

t∫
s

(cw4n(v, t, x2) + gw2n(v, t, x2)) dv| ⩽ |x1 − x2|.

Докажем равностепенную непрерывность функций ωn
1 , ωn

2 . Зафиксируем точку x0.
При выполнении условия (34) по свойствам интегралов, модулей, супремума функции

установлено, что ∣∣∣∣∣∣
t∫

s

(aw1n + bw3n) dv

∣∣∣∣∣∣ < 0,5,

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

(cw4n + gw2n) dv

∣∣∣∣∣∣ < 0,5.

Обозначим Ωx0 = {x|x0 − 0,5 ⩽ x ⩽ x0 + 0,5}.
Возьмем x1, x2 ∈ Ωx0 . Тогда при выполнении условий (33), (34), по свойствам интегралов,

модулей, супремума функции установлено, что

|ωn
1 (s, t, x1)− ωn

1 (s, t, x2)| ⩽ Φ1n +
4

35
[ωn

1 (s, t, x1)− ωn
1 (s, t, x2)|+ |ωn

3 (s, t, x1)− ωn
3 (s, t, x2)|],

|ωn
3 (s, t, x1)− ωn

3 (s, t, x2)| < Φ3n + |ωn−1
2 (s, t, x1)− ωn−1

2 (s, t, x2)|+

+
2

35
[|ωn

1 (s, t, x1)− ωn
1 (s, t, x2)|+ |ωn

3 (s, t, x1)− ωn
3 (s, t, x2)|],

где Φ1n, Φ3n — известные последовательности.
Пользуясь равномерной и равностепенной непрерывностью, а также ограниченностью всех

входящих в Φ1n, Φ3n функций для любого сколько угодно малого числа ε, можно подобрать
такое δ > 0, что для всех n будет

Φ1n <
1

2
φ̂,Φ3n <

1

2
ε при |x1 − x2| < δ.

Предположим, что при |x1 − x2| < δ |ωn−1
2 (s, t, x1)− ωn−1

2 (s, t, x2)| < ε. Тогда

|ωn
1 (s, t, x1)− ωn

1 (s, t, x2)|+ |ωn
3 (s, t, x1)− ωn

3 (s, t, x2)| <
10

3
ε.

122 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2014. № 4



Условия нелокальной разрешимости задачи Коши. . .

Так как

|ωn
1 (s, t, x1)− ωn

1 (s, t, x2)| ⩽ ε+
3

14
[|ωn

1 (s, t, x1)− ωn
1 (s, t, x2)|+ |ωn

3 (s, t, x1)− ωn
3 (s, t, x2)|],

то |ωn
1 (s, t, x1)−ωn

1 (s, t, x2)| <
37

42
ε, следовательно, |ωn

1 (s, t, x1)−ωn
1 (s, t, x2)| < ε при |x1−x2| <

δ. Аналогично, |ωn
2 (s, t, x1) − ωn

2 (s, t, x2)| < ε при |x1 − x2| < δ. Итак, последовательности
{ωn

i (s, t, x)}, i = 1, 2 равностепенно непрерывны по x при x ∈ Ωx0 .
Рассмотрим систему уравнений

ω̃n
1 (s, t, x) = −φ̂1(z1(0, t, x))

t∫
0

(aω̃n
1 + bω̃n

3 ) dv+

+

s∫
0

−∂xf1

t∫
v

(aω̃n
1 + bω̃n

3 ) dτ + ∂vf1 · ω̃n
1 + ∂vf1 · ω̃n

3

 dv +G1,

ω̃n
2 (s, t, x) = −φ̂2(z2(0, t, x))

t∫
0

(cω̃n
4 + gω̃n

2 ) dv+

+

s∫
0

−∂xf2

t∫
v

(cω̃n
4 + gω̃n

2 ) dτ + ∂vf2 · ω̃n
2

 dv +G2,

где Gi — известные функции, i = 1, 2;

ω̃n
3 (s, t, x) = ω̃n−1

2 ·

1−
t∫

s

(aw1x + bw3x) dv

2

− w2x(s, s, z1(s, t, x))

t∫
s

(aω̃n
1 + bω̃n

3 ) dv,

ω̃n
4 (s, t, x) = ω̃n−1

1 ·

1−
t∫

s

(cw4x + gw2x) dv

2

− w1x(s, s, z2(s, t, x))

t∫
s

(cω̃n
4 + gω̃n

2 ) dv,

При выполнении условий (33), (34), по свойствам интегралов, модулей, супремума функ-
ции установлено, что справедливы оценки:

|ω̃n
1 | < 3Cφ, |ω̃n

3 | < 5,5Cφ, |ω̃n
2 | < 3Cφ, |ω̃n

4 | < 5,5Cφ.

При выполнении условий (33), (34) по свойствам интегралов, модулей, супремума функции
установлено неравенство:

∥ω̃n+1
1 − ω̃n

1 ∥+ ∥ω̃n+1
2 − ω̃2n∥ ⩽ 4

21
(∥ω̃n+1

2 − ω̃n
2 ∥+ ∥ω̃n

2 − ω̃n−1
1 ∥).

Следовательно, ω̃n
1 → ω̃1, ω̃n

2 → ω̃2, где функции ω̃1, ω̃2 будут равномерно непрерывными по
x на замкнутом ограниченном множестве Ωx0 . Справедливы оценки: ∥ω̃1∥ ⩽ 3Cφ, ∥ω̃2∥ ⩽ 3Cφ.

Так как ω̃n
1 → ω̃1, ω̃n

2 → ω̃2, то из неравенств

∥ω̃n+1
3 − ω̃n

3 ∥ ⩽ 7

5
∥ωn

2 − ωn−1
2 ∥+ 2

5
∥ωn+1

1 − ωn
1 ∥,
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∥ωn+1
4 − ωn

4 ∥ ⩽ 7

5
∥ωn

1 − ωn−1
1 ∥+ 2

5
∥ωn+1

2 − ωn
2 ∥

следует, что ω̃n
3 → ω̃3, ω̃n

4 → ω̃4, значит, ∥ω̃3∥ ⩽ 5,5Cφ, ∥ω̃4∥ ⩽ 5,5Cφ.
Покажем, что последовательные приближения ωn

j сходятся к функциям ω̃j , j = 1, 4 при
n→ ∞.

При выполнении условий (33), (34), по свойствам интегралов, модулей, супремума функ-
ции, получаем, что при n ⩾ N

∥ωn
1 − ω̃1∥+ ∥ωn

2 − ω̃2∥ ⩽ 4

21
[∥ωn−1

1 − ω1∥+ ∥ωn−1
2 − ω2∥] +

29

21
ε.

Установлено c помощью метода математической индукции, что

∥ωN+k
1 − ω1∥+ ∥ωN+k

2 − ω2∥ ⩽
(

4

21

)k

Sn +
29

17
ε,

где Sn := ∥ωN
1 − ω̃1∥ + ∥ωN

2 − ω̃2∥, следовательно, ωN+k
i → ω̃i, i = 1, 2 при N → ∞, k →

∞. Отсюда следует, что ωn
3 → ω̃3, ωn

4 → ω̃4 при n → ∞. Получаем, что winxx → wjxx =

ω̃j , где функции
∂2wj

∂x2
непрерывные и ограниченные на Γ3k при выполнении условий (33),

(34). Аналогично устанавливаем, что существуют непрерывные и ограниченные производные
∂2wj

∂t∂x
, j = 1, 4 на Γ3k. Лемма 2 доказана.

Из лемм 1 и 2 следует теорема.

Теорема 1. Если φi ∈ C
2
(R1), i = 1, 2, f1 ∈ C

2,2,2,2
(ZTK), f2 ∈ C

2,2,2
(VTK), где K = 2Cφ, и

выполнятся условие (33). Тогда для всех 0 ⩽ t ⩽ T3k задача Коши (1)–(2) имеет единствен-
ное решение u(t, x), v(t, x) ∈ C

1,2,2
(ΩT3k

), которое определяется из системы интегральных
уравнений (17)–(20).

СУЩЕСТВОВАНИЕ НЕЛОКАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ. ВЫВОД
НЕЛОКАЛЬНЫХ ОЦЕНОК

Дифференцируя (1) по x и обозначая p(t, x) = ux(t, x), q(t, x) = vx(t, x), получим
∂tp+ (au+ bv)∂xp = −ap2 − bqp+ ∂xf1 + p · ∂uf1 + q · ∂vf1,
∂tq + (cu+ gv)∂xq = −gp2 − cqp+ ∂xf2 + p · ∂uf2 + q · ∂vf2,
p|t=0 = φ̂(x), q|t=0 = φ̂2(x).

(35)

Добавим к системе уравнений (11)–(16) два уравнения:

dγ1(s, t, x)

ds
= −aγ21(s, t, x)− bγ1(s, t, x)γ2(s, s, z1) + ∂xf1(s, z1, w1, w3)+

+γ1(s, t, x) · ∂uf1(s, z1, w1, w3) + γ2(s, s, z1) · ∂vf1(s, z1, w1, w3),
dγ2(s, t, x)

ds
= −gγ22 − cγ1(s, s, z2)γ2 + ∂xf2(s, z2, w2) + γ2 · ∂vf2(s, z2, w2).

с условиями: γ1|s=0 = φ̂1(z1), γ2|s=0 = φ̂2(z2).

(36)− (38)

Перепишем систему уравнений (36)–(37) в следующем виде:

γ1(s, t, x) = φ̂1)(z1)−
s∫

0

[aγ21 + bγ1γ2(v, v, z1)− ∂xf1(v, z1, w1, w3)−
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− γ1 · ∂uf1(v, z1, w1, w3)− γ2(v, v, z1) · ∂vf1(v, z1, w1, w3)]dv, (39)

γ2(s, t, x) = φ̂2(z2)−
s∫

0

[gγ22 + cγ1(s, s, z2)γ2 − ∂xf2(v, z2, w4, w2)−

− γ1(s, s, z2) · ∂uf2(v, z2, w4, w2)− γ2 · ∂vf2(v, z2, w4, w2)]dv. (40)

Докажем сначала существование непрерывного решения системы (39), (40) с помощью
метода последовательных приближений при выполнении условий (33) и (34).

Определим последовательные приближения:

γn+1
1 (s, t, x) = φ̂1(z1)+

s∫
0

[−a(γn1 )2−bγn1 γn2 (v, v, z1)+∂xf1+γn1 ·∂uf1+γn2 (v, v, z1) ·∂vf1]dv, (41)

γ
(
2n+ 1)(s, t, x) = φ̂2(z2) +

s∫
0

[−g(γn2 )2 − cγn1 (v, v, )γ
n
2 + ∂xf2 + γn2 · ∂vf2]dv. (42)

при этом γ01 = φ̂1(z1), γ02 = φ̂2(z2).
При выполнении условий (33) и (34) справедливы оценки:

|γn+1
i | < 2,5Cφ, i = 1, 2.

По свойствам интегралов, модулей, супремума функций установлено, что ∥γn+1
1 − γn1 ∥ +

∥γn+1
2 −γn2 ∥ ⩽ 0,7(∥γn1 −γ

n−1
1 ∥+∥γ2−γn−1

2 ∥). Cледовательно, последовательные приближения
{γni }, i = 1, 2 сходятся к непрерывному решению системы (39)–(40).

Для решения будут справедливы оценки: |γi| < 2,5Cφ, i = 1, 2.
При выполнении условий (33) и (34) справедливы оценки:

|zix| ⩽ 1, |γn+1
ix < 5Cφ, i = 1, 2.

Рассмотрим систему уравнений:

ω21 = φ′′
1(z1)z1x+

s∫
0

[−2aγ1ω21 − bγ2(v, v, z1)ω21 + ω21 · ∂uf1−

− bγ1ω22(v, v, z1)z1x+ ω22(v, v, z1)z1x · ∂vf1]dv +R1, (43)

ω22 = φ′′
2(z2)z2x+R2 +

s∫
0

[−2gγ2ω22 − cω21(v, v, z2)γ2z2x− cγ1(v, v, z2)ω22 + ω22 · ∂vf2], (44)

где Ri — известные функции.
Докажем существование непрерывного решения системы (43)–(44) с помощью метода по-

следовательных приближений:

ωn+1
21 = φ′′(z1)z1x +

s∫
0

[−2aγ1ω
n
21 − bγ2(v, v, z1)ω

n
21 + ωn

21 · ∂uf1−
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− bγ1ω
n
22(v, v, z1)z1x+ ωn

22(v, v, z1)z1x · ∂vf1]dv +R1,

ωn+1
22 = φ′′

2(z2)z2x +R2 +

s∫
0

[−2gγ2ω
n
22 − cωn

21(v, v, z2)γ2z2x − cγ1(v, v, z2)ω
n
22 + ωn

22 · ∂vf2]dv,

При выполнении условий (33) и (34) справедливы оценки:

∥ωn+1
2i ∥ < 5Cφ, i = 1, 2.

При выполнении условий (33) и (34), по свойствам интегралов, модулей, супремума функции
установлено неравенство

∥ωn+1
22 − ωn

22∥+ ∥ωn+1
21 − ωn

21∥ ⩽ 0,7(∥ωn
22 − ωn−1

22 ∥+ ∥ωn
21 − ωn−1

21 ∥).

Это значит, что последовательные приближения сходятся, т.е. система (43)–(44) имеет непре-
рывное решение.

Докажем сходимость последовательных приближений {γnix}, i = 1, 2.
При выполнении условий (33) и (34), по свойствам интегралов, модулей, супремума функ-

ции, получаем:

∥γn+1
1x − ω21∥+ ∥γn+1

2x − ω22∥ ⩽ 0,7[∥γn1x − ω21∥+ ∥γn2x − ω22∥] + +|σ31n|+ |σ41n|,

где σ31n, σ41n — известные последовательности.
Пользуясь равномерной и равностепенной непрерывностью, а также ограниченностью всех

входящих в σ31n, σ41n функций для любого сколько угодно малого числа ε, выберем n = N
так, чтобы |σ31n|+ |σ41n| < ε.

Обозначим S1N := ∥γN1x−ω21∥+∥γN2x−ω22∥. С помощью метода математической индукции
установлено, что

∥γN+p
1x − ω21∥+ ∥γN+p

2x − ω22∥ < (0,7)pS1N +
1

0,3
ε.

Следовательно, ∥γN+p
1x − ω21∥ + ∥γN+p

2x − ω22∥ → 0 при N → ∞, p → ∞, значит, последова-
тельности {γnix} сходятся, т.е. lim

n→∞
γnix = ω2i.

Отсюда вытекает, что существуют непрерывные производные у решения системы (39),

(40), γix =
∂γi
∂x

= ω2i, ∥γix∥ ⩽ 5Cφ, i = 1, 2.

Также как в статье [2] доказано существование непрерывной производной по t у решения
системы (39)–(40).

Так как существует непрерывно дифференцируемое решение задачи (39)–(40), то

γ1(t, t, x) = p(t, x) =
∂u

∂x
, γ2(t, t, x) = q(t, x) =

∂v

∂x
.

Для вывода глобальных оценок отметим, что из (17)–(20) следуют оценки: ∥wi∥ ⩽ Cφ +
TNf , следовательно,

∥u∥ ⩽ Cφ + TCf , ∥v∥ ⩽ Cφ + TCf . (45)− (46)

Из (36)–(38) следует:

γ1(s, t, x) = φ̂1(z1) exp(−
s∫

0

(aγ1 + bγ2 − ∂uf1)dv)+
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+

s∫
0

(∂xf1 + γ2(v, v, ) · ∂vf1) exp(−
s∫

τ

(aγ1 + bγ2 − ∂uf1)dv)dτ,

γ2(s, t, x) = φ̂(z2) exp(−
s∫

0

(gγ2 + cγ1 − ∂vf2)dv) +

s∫
0

∂xf2 exp(−
s∫

τ

(gγ2 + cγ1 − ∂vf2)dv)dτ,

При выполнении условия (33) получаем: ∥γ2∥ ⩽ exp(TNf ) · (Cφ + TNf ), ∥γ1∥ ⩽ exp(TNf ) ·
(Cφ + TNf + exp(TNf ) · TNf (Cφ + TNf )), значит,∥∥∥∥∂u∂x

∥∥∥∥ ⩽ exp(TNf ) · (Cφ + TNf + exp(TNf ) · TNf (Cφ + TNf )), (47)∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥ ⩽ exp(TNf ) · (Cφ + TNf ). (48)

Дифференцируем систему уравнений (36)–(38) по переменной x, получаем систему:

dγ1x
ds

= A11γ1x(s, t, x) +A12γ2x(s, s, z1) +A13,

dγ2x
ds

= A21γ1x(s, s, z2) +A22γ2x(s, t, x) +A23,

с условиями γix(s, t, x) = φ′′
i (zi)zix, где Aik — известные ограниченные функции, i = 1, 2,

k = 1, 3.
Интегрируя полученную систему по аргументу s, и учитывая условия γix(s, t, x) =

φ′′
i (zi)zix, i = 1, 2, получим эквивалентную систему интегральных уравнений:

γ1x(s, t, x) = φ′′
1(z1)z1x exp(

s∫
0

A11dv) +

s∫
0

A13 exp(

s∫
τ

A11dv)dτ+

+

s∫
0

A12γ2x(τ, τ, z1) exp(

s∫
τ

A11dv)dτ,

γ2x(s, t, x) = φ′′
2(z2)z2x exp(

s∫
0

A22) +

s∫
0

A23 exp(

s∫
τ

A22dv)dτ+

+

s∫
0

A21γ1x(τ, τ, z2) exp(

s∫
τ

A22dv)dτ,

где

∣∣∣∣∣∣φ′′
i (zi)zixe

s∫
0

A11dv

∣∣∣∣∣∣ ⩽ Ei1,

∣∣∣∣∣∣A12e

s∫
τ
A11dv

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C12,

∣∣∣∣∣∣A13e

s∫
τ
A11dv

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C13,

∣∣∣∣∣∣A21e

s∫
τ
A22dv

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C21,∣∣∣∣∣∣A23e

s∫
τ
A22dv

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C23, Ei1, C12, C13, C21, C23 — постоянные, которые определяются через исход-

ные данные,
По свойствам модулей, интегралов и супремума функций имеем:

sup
R

|γ1x(t, t, x)| ⩽ E11 + C13t+ C12C23t
2 + C12E21t+ C12C21

t∫
0

τ∫
0

sup
R

|γ1x(v, v, x)|dvdτ.
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Докажем для этого неравенства аналог леммы Гронуолла:

z(t) ⩽ E11 + C12C23t
2 + (C12E21 + C13)t+ C12C21

t∫
0

τ∫
0

z(v)dvdτ,

Обозначим V (t) = E11+C12C23t
2+(C12E21+C13)t+C12C21

t∫
0

τ∫
0

z(v)dvdτ , тогда z(t) ⩽ V (t).

Введем замену: V (t) = h(t)e−
√
C12C21 t + C12C23t

2. Так как V ′′(t) ⩽ 2C12C23 + C12C21V (t),
то h′′(t) ⩽ 2

√
C12C21 h

′(t). Дважды интегрируем обе части последнего неравенства, получаем

h(t) ⩽ h(0)+
h′(0)

2
√
C12C21

(e2t·
√
C12C21 − 1). Так как V (t) = h(t)e−

√
C12C21 t+C12C23t

2, h(0) = E11,

h′(0) = C12E21 + C13 + E11

√
C12C21, то

V (t) ⩽ E11 · ch(t
√
C12C21) +

E21C12 + C13√
C12C21

sh(t
√
C12C21) + C12C23t

2.

Так как sup
R

|γ1x(t, t, x)| = sup
R

|px(t, x)| = sup
R

∣∣∣∣∂2u∂x2

∣∣∣∣ ⩽ V (t), то получим требуемую оценку

∣∣∣∣∂2u∂x2

∣∣∣∣ < E11 · ch(t
√
C12C21) +

E21C12 + C13√
C12C21

sh(t
√
C12C21) + C12C23t

2, (49)

справедливую при всех t и x. Аналогично, получаем оценку∣∣∣∣∂2v∂x2

∣∣∣∣ < E21 · ch(t
√
C12C21) +

E11C21 + C23√
C12C21

sh(t
√
C12C21) + C21C13t

2, (50)

справедливую при всех t и x.
Полученные глобальные оценки (45)–(50) дают возможность продолжить решение на лю-

бой заданный промежуток [0, T ]. Беря в качестве начальных значений u(T0, x), v(T0, x) про-
длим решение на некоторый промежуток [T0, T1], а затем беря в качестве начальных значений
u(T1, x), v(T1, x) продлим решение на промежуток [T1, T2]. Длина промежутка разрешимости

не будет уменьшаться, так как она определяется величинами
∥∥∥∥∂u∂x

∥∥∥∥ и
∥∥∥∥∂v∂x

∥∥∥∥, которые ограни-

чены на любом промежутке разрешимости глобальными оценками (47), (48), справедливыми
на любом промежутке разрешимости. В частности u(Tk, x), v(Tk, x) ∈ C

2
(R1). Для u(Tk, x),

v(Tk, x), ∂xu(Tk, x), ∂xv(Tk, x) справедливы оценки (45)–(48). Для вторых производных спра-
ведливы оценки (49), (50), где в качестве t можно взять T . В результате за конечное число
шагов решение может быть продлено на любой заданный промежуток [0, T ].

Единственность решения задачи Коши (1), (2) доказывается применением аналогичных
оценок, которые позволили установить сходимость последовательных приближений.

Общий итог исследования представим в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Если φi ∈ C
2
(R1), i = 1, 2, f1 ∈ C

2,2,2,2
(ZTK), f2 ∈ C

2,2,2
(VTK), где K = Cφ+TCf ,

и выполнятся условие (33).
Тогда для любого T > 0 задача Коши (1)–(2) имеет единственное решение u(t, x), v(t, x) ∈

C
1,2,2

(ΩT ), которое определяется из системы интегральных уравнений (17)–(20).
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