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Аннотация: в статье устанавливается теорема о подобии разностных отношений, по-
рождённых одним и тем же семейством эволюционных операторов, но с различными под-
пространствами начальных условий. Результат получен в терминах экспоненциальной ди-
хотомии семейства эволюционных операторов в пространстве односторонних векторных
последовательностей. На основе приведенной теоремы получены необходимые и доста-
точными условия непрерывной обратимости линейного дифференциального оператора в
банаховом пространстве векторных функций на полуоси с неограниченными операторны-
ми коэффициентами с начальным условием из подпространства.
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ON THE INVERTIBILITY OF DIFFERENCE RELATIONS
AND DIFFERENTIAL OPERATORS
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Abstract: in article establishes the theorem the similarity differential relations generated
by the same the family of evolutionary operators, but with different subspaces of initial
conditions. The result obtained in terms of exponential dichotomy of a family of evolution
operators in the unilateral space vector sequences. On the basis of the above theorem the
necessary and sufficient conditions continuous invertibility of the linear differential operator
in the Banach space of vector functions on the half-line with unbounded operator coefficients
with the initial condition of subspaces.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть X — комплексное банахово пространство.Символом Fd = Fd(Z+, X), Z+ = N ∪ {0},
обозначим одно из банаховых пространств (односторонних) последовательностей векторов из
X:

lp = lp(Z+, X) =

x : Z+ → X : ∥x∥p =

( ∞∑
k=0

∥x(k)∥p
)1/p

<∞

 , 1 ⩽ p <∞;

l∞ = l∞(Z+, X) =

{
x : Z+ → X : ∥x∥∞ = sup

k⩾0
∥x(k)∥ <∞

}
, p = ∞;
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c0 = c0(Z+, X) =

{
x ∈ l∞ : lim

k→∞
∥x(k)∥ = 0

}
.

Стандартно вводятся банаховы пространства векторных функций: Cb = Cb(R+, X) —
пространство непрерывных и ограниченных на R+ = [0,∞) функций со значениями в X;
C0 = C0(R+, X) — (замкнутое) подпространство функций из Cb(R+, X) со свойством
lim
t→∞

∥x(t)∥ = 0; Lp(R+, X), 1 ⩽ p ⩽ ∞, — пространство измеримых по Бохнеру (классов)
функций, определенных на R+ со значениями в X, для которых конечна величина (прини-
маемая за норму)

∥x∥p =

 ∞∫
0

∥x(t)∥pdt

1/p

при 1 ⩽ p <∞;

∥x∥∞ = vrai max
t⩾0

∥x(t)∥ при p = ∞.

Символом F = F(R+, X) будем обозначать одно из приведённых пространств функций.
Пусть J ∈ {Z+,R+} и LB(X) — банахова алгебра линейных ограниченных операторов в

X. Отображение
U : ∆J = {(t, s) ∈ J× J : s ⩽ t} → LB(X)

называется семейством эволюционных операторов на J, если выполнены следующие условия:
1) U(t, t) = I — тождественный оператор для любого t ∈ J;
2) U(t, s)U(s, τ) = U(t, τ), τ ⩽ s ⩽ t, s, t, τ ∈ J;
3) отображение (t, s) 7→ U(t, s)x : ∆J → X непрерывно для любого x ∈ X;
4) существуют постоянные M ⩾ 1 и α ∈ R такие, что

∥U(t, s)∥ ⩽Meα(t−s), s ⩽ t, s, t ∈ J.

Эволюционные семейства операторов естественным образом появляются в связи с пред-
ставлением решений (см. [1], [2], [3], [4]) абстрактной задачи Коши{

dx
dt = A(t)x,
x(s) = x0 ∈ D(A(s)),

t ⩾ s, t, s ∈ R+,

где A(t) : D(t) ⊂ X → X, t ⩾ 0, — семейство линейных замкнутых операторов. Случай,
когда операторы A(t), t ⩾ 0, ограничены и функция A : R+ → LB(X) является измеримой

(по Бохнеру) операторнозначной функцией, удовлетворяющей условию sup
t⩾0

t+1∫
t

∥A(τ)∥dτ <∞

рассмотрен в монографии [2], глава 3. При этом семейство эволюционных операторов U :
∆+ → LB(X) имеет вид: U(t, s) = U(t) · U−1(s), s ⩽ t, s, t ∈ R+. Здесь функция Коши U :
R+ → LB(X) является решением (для почти всех t ∈ R+) операторного дифференциального
уравнения Ẋ = A(t)X , t > 0, X (0) = I.

Пусть E — замкнутое линейное подпространство в X и U : ∆R+ → LB(X) — произвольное
семейство эволюционных операторов, которое может быть не связано ни с каким дифферен-
циальным уравнением. Рассмотрим линейный оператор

LE = LE,U : D(LE) ⊂ F(R+, X) → F(R+, X),

который определяется в пространстве F(R+, X) следующим образом: непрерывная функция
x ∈ F(R+, X), для которого вектор x(0) принадлежит подпространству E, относится к об-
ласти определения D(LE) оператора LE , если существует функция y ∈ F(R+, X) такая, что
верны равенства

x(t) = U(t, 0)x(0)−
t∫

0

U(t, τ)y(τ) dτ, t ⩾ 0. (4)
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При этом полагают LEx = y. Корректность определения оператора LE отмечалось в [3] и [4].
Если E = {0}, то семейству эволюционных операторов U(t, s) = U(t) · U−1(s), s ⩽ t,

s, t ∈ R+, построенных функции Коши U : R+ → LB(X), отвечает оператор − d
dt + A(t), t ∈

R+ (см. [1], глава 2; [2], глава 3). Для E = X и произвольного семейства U оператор LX

изучался в статье [5]. Случай произвольного (собственного) подпространства E ⊂ X = Cn

был исследован в статье [6], где также были получены необходимые и достаточные условия
его обратимости в гильбертовом пространстве L2(R+,Cn).

Пусть E — замкнутое подпространство изX и U : Z+ → LB(X) — ограниченная оператор-
нозначная функция. Рассмотрим замкнутое линейное отношение DE в Fd, т.е. DE ∈ LRC(Fd),
вида

DE =
{
(x, y) ∈ Fd ×Fd : y(n) = x(n)− U(n)x(n− 1), n ⩾ 1;

y(0) = x(0) + x0, для некоторого x0 ∈ E
}
.

Если E = {0}, то D{0} — линейный оператор вида

(D{0}x)(n) =

{
x(n)− U(n)x(n− 1), n ⩾ 1,
x(0), n = 0,

x ∈ Fd.

Ясно, что
DE0 = {x ∈ Fd : x(0) ∈ E, x(n) = 0, n ⩾ 1}.

В формулируемых далее утверждениях рассматриваемые разностные отношения строятся
с использованием операторной функции U(n) = U(n, n− 1), n ⩾ 1.

В статье [3] для исследования оператора LE впервые стала применяться спектральная
теория линейных разностных отношений. Оператору LE сопоставляется линейное разностное
отношение DE на подходящем банаховом пространстве последовательностей векторов из X
и доказывается

Теорема 1([3]; теорема 5.1]). Оператор LE : D(L) ⊂ F(R+, X) → F(R+, X) непре-
рывно обратим тогда и только тогда, когда непрерывно обратимо разностное отношение
DE ∈ LRC(Fd).

Условие непрерывной обратимости линейного оператора LE : D(L) ⊂ F(R+, X) →
F(R+, X) (случай с постоянными операторными коэффициентами см. [7], теорема 4.1) по-
лучено с использованием понятия экспоненциальной дихотомии семейства эволюционных
операторов U : ∆R+ → LB(X). Отметим еще, что изучение оператора важно в связи с
его использованием при построении теории дифференциальных операторов в пространстве
функций на всей оси (см.[4],[8],[9])

Будем говорить, что семейство эволюционных операторов U : ∆J → LB(X) допускает
экспоненциальную дихотомию на множестве Ω из J, если существует ограниченная сильно
непрерывная проекторнозначная функция P : Ω → LB(X) и постоянные M0 ⩾ 1, γ > 0
такие, что выполнены свойства:

1) U(t, s)P (s) = P (t)U(t, s), s ⩽ t, t, s ∈ Ω;
2) ∥U(t, s)P (s)∥ ⩽M0 exp(−γ(t− s)) для s ⩽ t, s, t ∈ Ω;
3) для s ⩽ t, s, t ∈ Ω сужение Ut,s : X ′(s) → X ′(t) оператора U(t, s) на область значений

X ′(s) = ImQ(s) дополнительного к P (s) проектора Q(s) = I − P (s) есть изоморфизм под-
пространств X ′(s) и X ′(t) = ImQ(t), являющееся образом проектора Q(t). Мы определяем
оператор U(s, t) ∈ LB(X), равный U−1

t,s на X ′(t) и равный нулевому на X(t) = ImP (t);
4) ∥U(s, t)∥ ⩽M0 exp(γ(s− t)) для всех t ⩾ s из Ω.

Пару проекторнозначных функций P и Q, участвующих в определении экспоненциальной
дихотомии, назывaют расщепляющей парой для семейства U .
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2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим разностные отношения DE и D
Ẽ
, которые строятся с использованием одной

и той же операторной функции U(n) ∈ LB(X), n ⩾ 1, но различными замкнутыми линейны-
ми подпространствами начальных условий E и Ẽ из X соответственно. Предположим, что
эволюционное семейство U : ∆Z+ → LB(X), построенное по функции U(n), n ⩾ 0, вида

U(n,m) =

{
U(n)U(n− 1) . . . U(m+ 1), n > m,
I, n = m,

n,m ∈ Z+,

допускает экспоненциальную дихотомию с расщепляющими парами проекторнозначных
функций P,Q : Z+ → LB(X) и P̃ , Q̃ : Z+ → LB(X), такими, что ImQ(0) = E, Im Q̃(0) = Ẽ
соотвественно.

Согласно определению экспоненциальной дихотомии ImP (n) = Im P̃ (n), n ⩾ 0, и, следо-
вательно, имеют место равенства

P̃ (n)P (n) = P (n), P (n)P̃ (n) = P̃ (n), n ∈ Z+,

Q̃(n)Q(n) = Q(n), Q(n)Q̃(n) = Q̃(n), n ∈ Z+.

Введём операторнозначные функции Wk : Z+ → LB(X), k = 1, 2, определённые равен-
ствами

W1(n) = P (n) + Q̃(n), W2(n) = P̃ (n) +Q(n), n ∈ Z+,

и операторы Wk ∈ LB(Fd), k = 1, 2, умножения на эти функции, т.е.

(W̃kx)(n) =Wk(n)x(n), n ∈ Z+, x ∈ Fd(Z+, X).

Одним из основных результатов статьи является теорема 2 о подобии разностных отно-
шений DE и D

Ẽ
. Напомним (см.[3], [4]), что линейные отношения A,B ∈ LR(X) называются

подобными, если существует непрерывно обратимый оператор W ∈ LB(X) такой, что

B = {(Wx,Wy) : (x, y) ∈ A}

или, что то же самое
A = {(W−1x,W−1y) : (x, y) ∈ B}.

Эти равенства можно переписать в виде

B = WAW−1, A = W−1BW.

Оператор W называется оператором преобразования отношения B в отношение A (W−1 —
оператор преобразования отношения A в отношение B).

Теорема 2. Пусть E, Ẽ — замкнутые линейные подпространства из X и семейство
U : ∆Z+ → LB(X) допускает экспоненциальную дихотомию c расщепляюшими парами проек-
торнозначных функций P,Q : Z+ → LB(X) и P̃ , Q̃ : Z+ → LB(X), такими, что ImQ(0) = E,
Im Q̃(0) = Ẽ. Тогда отношения DE и D

Ẽ
подобны, непрерывно обратимы и имеют место

равенства
D

Ẽ
= {(Wdx,Wdy) : (x, y) ∈ DE} = W−1

d DEWd,

D−1

Ẽ
= WdD−1

E ; σ(D
Ẽ
) = σ(DE),

где оператор умножения Wd ∈ LB(Fd) определяется формулой

(Wdx)(n) =Wd(n)x(n) = (P (n) + Q̃(n))x(n), n ⩾ 0.
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Наряду с отношением DE рассмотрим линейный разностный ограниченный оператор

D+
E : D(D+) ⊂ Fd → Fd = Fd(Z+, X), D(D+

E) = {x ∈ Fd : x(0) ∈ E}

определенный формулой

(D+
E)(n) = x(n+ 1)− V (n)x(n), n ∈ Z+.

Отметим, что если E ̸= X, то этот оператор имеет неплотную область определения. Поэтому
попытки его изучения с использованием сопряженного оператора приводит к необходимости
применения спектральной теории линейных отношений.

Теорема 3. Отношение DE ∈ LRC(Fd) непрерывно обратимо тогда и только тогда, когда
непрерывно обратим оператор D+

E ∈ LB(Fd).
Из теорем 1 и 2 получим, что верна
Теорема 4. Оператор LE : D(LE) ⊂ F(R+, X) → F(R+, X) непрерывно обратим тогда и

только тогда, когда обратим разностный оператор D+
E ∈ LB(Fd).

Для случая дифференциального оператора LE = − d

dt
+ A с постоянным операторным

коэффициентом (инфинитезимальным оператором полугрупп операторов) теорема 4 была

получена в статье [7]. Если X = C, F(R+,Cn) = L2(R+,Cn) и LE = − d

dt
+ A(t) с A ∈

L∞(R+, LB(Cn)) теорема получена в [6].
Хотя привычней привлекать для исследования оператора LE разностный оператор D+

E ,
следует отметить, что равенство etτ(LE) = σ(DE)\{0} (теорема об отображении спектра (см.
[2; теоремы 1.3 и 9.1])) не является верным, если в правой части множества σ(DE)\{0} заме-
нить на множество σ(D+

E)\{0}.
Из приведённых результатов и представления обратного оператора L−1

E с помощью функ-
ции Грина (см. [3; теорема 5.1], [7; теореме 4.1]) позволяют получить оценки ограниченных на
R+ решений, как линейных, так и нелинейных дифференциальных уравнений (см. [10]–[16]).
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