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Аннотация: статья посвящена исследованию свойств некоторых вырождающихся
псевдодифференциальных операторов с переменным символом. Рассматривается новый
класс таких операторов. Псевдодифференциальные операторы, рассмотренные в статье,
построены по специальному интегральному преобразованию. Исследуются свойства ком-
мутаторов вырождающихся псевдодифференциальных операторов с операторами диффе-
ренцирования. Получены формулы представления и оценки этих коммутаторов в специ-
альных весовых пространствах типа пространств С. Л. Соболева с весом. Нормы в этих
пространствах определяются с помощью специального интегрального преобразования.
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Abstract: this paper is devoted to the study of the properties of some degenerate
pseudodifferential operators with variable symbol. A new class of such operators.
Pseudodifferential operators, discussed in the article, is built on a special integral
transformation. We study the properties of switches degenerate pseudodifferential operators
with the operators of differentiation. Formulas are obtained the submission and evaluation of
these switches in special weighted spaces of spaces SL Weighted Sobolev. Norms in these spaces
are defined with a special integral transformation.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория краевых задач для вырождающихся уравнений интенсивно развивается в насто-
ящее время. Основная трудность, возникающая этой теории, состоит в том, что младшие
(в смысле теории регулярных (невырождающихся) операторов) члены уравнения влияют на
постановку граничных задач и их коэрцитивную разрешимость.
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Вырождающиеся уравнения используются при исследовании математических моделей, в
которых граница области оказывает существенное влияние на процессы, происходящие вбли-
зи границы. Это приводит к тому, что на границе области может меняться как тип уравнений,
так и их порядок. Кроме того, вырождающиеся уравнения используются в теории управле-
ния. Вырождающимся эллиптическим уравнениям соответствуют вырожденные или особые
оптимальные управления.

Краевые задачи для вырождающихся эллиптических уравнений в пространствах С. Л. Со-
болева не являются коэрцитивными. Однако, можно доказать коэрцитивную разрешимость
этих краевых задач в специальным образом построенных весовых пространствах.

В работах В. П. Глушко [1], [2] была установлена коэрцитивная разрешимость общих кра-
евых задач для вырождающихся эллиптических уравнений второго порядка в специальных
весовых пространствах типа пространств С. Л. Соболева с весом.

Исследование вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (при “степен-
ном” характере вырождения) было начато в работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [3], [4].
Затем ряд результатов для некоторых классов вырождающихся эллиптических уравнений
высокого порядка был получен В. П. Глушко [5], Х. Леопольдом [6], С. З. Левендорским [7].
Отметим, что существенным условием работы [7] является условие принадлежности основной
весовой функции α(t) пространству C∞(R1).

Дальнейшее развитие теории коэрцитивной разрешимости вырождающихся уравнений по-
требовало развития теории псевдодифференциальных операторов. Одним из направлений
развития этой теории стало исследование весовых псевдодифференциальных операторов, по-
строенных по специальному интегральному преобразованию Fα, введенному в [8]. Исполь-
зование весовых псевдодифференциальных операторов с постоянным символом позволило
доказать коэрцитивные априорные оценки и теоремы о существовании решений общих крае-
вых задач для вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (см. [8]). Иссле-
дование весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом позволило
исследовать новые классы вырождающихся уравнений высокого порядка (см. [9],[10]). Неко-
торые вопросы, связанные с аналогичными уравнениями рассматривались в [11], [12].

В настоящей статье получены теоремы о коммутации нового класса вырождающихся псев-
додифференциальных операторов с переменным символом и оператора дифференцирования.
Получены также формулы представления этих операторов.

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКИ ТЕОРЕМ

Рассмотрим функцию α(t), t ∈ R1
+, для которой выполняются условия: α(+0) = α′(+0) =

0, α(t) > 0 при t > 0, α(t) = const для t ⩾ d при некотором d > 0.
Рассмотрим интегральное преобразование

Fα[u(t)](η) =

+∞∫
0

u(t) exp(iη

d∫
t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

, (1)

которое определено первоначально на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R1

+). Это преобразование бы-
ло введено в [8]. Здесь C∞

0 (R1
+) — пространство бесконечно дифференцируемых финитных

функций, носитель которых принадлежит R1
+. В [8] показано, что преобразование (1) и пре-

образование Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫
−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

связаны следующим соотношением

Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)],
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где uα(τ) =
√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=φ−1(τ)

, t = φ−1(τ) — функция, обратная к функции τ = φ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .

Для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля

∥Fα[u](η)∥L2(R1) =
√
2π ∥u∥L2(R1

+) . (2)

Равенство (2) даёт возможность расширить преобразование (1) до непрерывного преобра-
зования, осуществляющего гомеоморфизм пространств L2(R

1) и L2(R
1
+), а также рассмотреть

преобразование Fα на некоторых классах обобщенных функций. Для расширенного таким об-
разом преобразования Fα сохраним старое обозначение. Обозначим через F−1

α обратное к Fα

преобразование. Это преобразование можно записать в виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=φ(t)

.

Можно показать, что для функции u(t) ∈ C∞
0 (R̄1

+) справедливы равенства Fα[D
j
α,tu](η) =

ηjFα[u](η), j = 1, 2, . . ., где Dα,t =
1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t = ∂

∂t .
Определение 1. Пространство Hs,α(R

n
+) (s — действительное число) состоит из всех

функций v(x, t), для которых конечна норма

∥v∥2s,α,p =
∫
Rn

(1 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη.

Определение 2. ПространствоHs,α,q(R
n
+) (s ⩾ 0, q > 1) состоит из всех функций v(x, t) ∈

Hs,α(R
n
+), для которых конечна норма

∥v∥s,α,q = {
[ s
q
]∑

l=0

∥∥∥F−1
ξ→xF

−1
α [(1 + |ξ|2 + η2)

s−ql
2 FαFx→ξ[∂

l
tv]]
∥∥∥2
L2(Rn

+)
}

1
2 .

Здесь [ sq ] - целая часть числа s
q .

Пусть выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0, 1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| ⩽ c < ∞ при всех t ∈

[0,+∞). Кроме того, α(t) ∈ Cs1 [0,+∞) для некоторого s1 ⩾ 2N − |σ|, где

N ⩾ max
0⩽p1⩽l

{2p1 +
l − p1 +

3
2

ν
+ 1, σ + 1, σ +

l

2
}, l = 1, 2 . . . ,

σ — некоторое действительное число.
Можно показать, что указанное выше число ν существует, если α(+0) = α′(+0) = 0.
Определим вырождающийся псевдодифференциальный оператор по формуле

P (t,Dx, Dα,t)v(x, t) = F−1
α F−1

ξ→x[p(t, ξ, η)Fx→ξFα[v(x, t)]]. (3)

Здесь Fx→ξ = Fx1→ξ1Fx2→ξ2 . . . Fxn−1→ξn−1 преобразование Фурье, переводящее переменную
x ∈ Rn−1 в переменную ξ ∈ Rn−1. F−1

ξ→x — обратное преобразование Фурье.
Определим класс символов вырождающегося псевдодифференциального оператора.
Определение 3. Будем говорить, что символ p (t, ξ, η) весового псевдодифференциально-

го оператора P (σ)(t,Dx, Dα,t) принадлежит классу символов Sσ
α,ρ,0(Ω), где Ω ⊂ R̄1

+ — открытое
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множество, σ — действительное число, если функция p (t, ξ, η) является бесконечно диффе-
ренцируемой функцией по переменной t ∈ Ω и по переменной η ∈ R1. Причем, при всех
j = 0, 1, 2, . . ., l = 0, 1, 2, . . . справедливы оценки∣∣∣∣∣

(
α(t)

∂

∂t

)j ∂l

∂ηl
p (t, ξ, η)

∣∣∣∣∣ ⩽ cm,l

(
1 + |ξ|2 + |η|2

) 1
2
(σ−lρ)

с константами cm,l > 0, не зависящими от ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ Ω.
Введем обозначение для коммутатора вырождающегося псевдодифференциального опера-

тора и оператора дифференцирования

Ml,σ = ∂ltP
(σ)(t,Dx, Dα,t)− P (σ)(t,Dx, Dα,t)∂

l
t. (4)

Доказаны следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть символ p(t, ξ, η) весового псевдодифференциального оператора

P (σ)(t,Dx, Dα,t) принадлежит классу Sσ
α,ρ,0(Ω) Ω ⊂ R̄1

+, ρ ∈ [0, 1]. Пусть выполнено условие 1.
Тогда для оператора Ml,σ, определенного в (4), при всех v(x, t) ∈ Hσ+ql,α,q(R

n
+) справедлива

формула представления

Ml,σv(x, t) =

N−1∑
i=1

Qi,σ[

l∑
j=0

i−1∑
i1=0

bii1,j(t)D
i1
α,t∂

j
t v(x, t)] +RN,l,σv(x, t)+

+
l∑

i=1

i∑
j=1

θli(t)

αl(t)
cjlF

−1
α F−1

ξ→x[(α(t)∂t)
jλ(t, ξ, η)Fx→ξFα[∂

i−p
α,t v]],

где функции Qi,σ, RN,l,σ определены следующим образом:

Qi,σ[v(x, t)] = F−1
ξ→xF

−1
α [λi(t, ξ, η)FαFx→ξ[v(x, t)]],

RN,l,σv(x, t) =

l∑
j=0

1√
α(t)

F−1
ξ→xF

−1
η→τ [

∫
R1

Fτ→(η−y)[D
N
τ βi,l(τ)]×

× Fx→ξFτ→y[(∂
j
α,tv)α(x, τ)]gN (t, ξ, η − y, y) dy]τ=φ(t) ,

gN (t, ξ, η − y, y) =
(−1)N

N !

1∫
0

λN (t, ξ, η − z(η − y))(1− z)N−1dz,

λi(t, ξ, η) =
(−1)i

i!
∂iηλ(t, ξ, η), i = 1, 2, . . . , N,

cpl — биномиальные коэффициенты, bii1,j(t) ∈ Cs1−l−i[0;+∞) — ограниченные функции,
функции θli(t) определены рекуррентными соотношениями{

θl+1
i (t) = θli−1(t) + ∂α,tθ

l
i(t)− (l + 1

2)α
′(t), 1 ⩽ i ⩽ l

θl+1
0 (t) = ∂α,tθ

l
0(t)− (l + 1

2)α
′(t), θll ≡ 1, θl0 = −α′(t)

2 .

Теорема 2. Пусть символ p(t, ξ, η) вырождающегося псевдодифференциального оператора
P (σ)(t,Dx, Dα,t) принадлежит классу Sσ

α,ρ,0(Ω) Ω ⊂ R̄1
+, ρ ∈ [0, 1]. Пусть v(x, t) ∈ Hs+σ,α(R

n
+),
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∂ltv(x, t) ∈ Hs+σ,α(R
n
+), l = 1, 2, . . .. Пусть выполнено условие 1 (с заменой σ на s+ σ). Тогда

для оператора Ml,σ, определенного в (4), справедлива оценка

∥Ml,σv∥s,α ⩽ c(
l∑

j=0

∥∥∥∂jt v∥∥∥
s+σ−ρ,α

+
l−1∑
j=0

∥∥∥∂jt v∥∥∥
s+σ,α

)

с константой c > 0, не зависящей от v.
Теорема 3. Пусть q > 1, s ⩾ 0 — действительные числа, v(x, t) ∈ Hs+(l+1)q,α,q(R

n
+). Пусть

символ p(t, ξ, η) весового псевдодифференциального оператора P (σ)(t,Dx, Dα,t) принадлежит
классу Sσ

α,ρ,0(Ω) Ω ⊂ R̄1
+, ρ ∈ [0, 1]. Пусть выполнено условие 1 при σ = s + q. Тогда для

оператора Ml,q, определенного в (10) при σ = q, справедлива оценка

∥Ml,qv∥s,α,q ⩽ c ∥v∥s+lq−ρ,α,q

с постоянной c > 0, не зависящей от v.
При ρ = 1, δ = 0 утверждения, аналогичные теоремам 1 и 2, были доказаны в [8], [9],

при ρ = 0, δ ∈ [0; 1) аналогичные утверждения были доказаны в [13]. Теоремы о компози-
ции и теоремы об ограниченности вырождающихся псевдодифференциальных операторов с
переменным символом из класса Sσ

α,ρ,0(Ω) получены в [14].
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