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Аннотация: в работе рассмотрено спонтанное излучение Вавилова-Черенкова в рам-
ках различных подходов: классического Тамма-Франка, подхода Ферми, основанного на
эффекте торможения заряженной частицы полем, а также квантово-механического под-
хода. Анализ этих подходов позволяет сделать важный вывод о том, что спонтанное излу-
чение Вавилова-Черенкова является следствием взаимодействия заряженной частицы с
электромагнитным вакуумом, модифицированным средой, а не с самой средой. Использо-
вание квантово-механического подхода позволяет также рассмотреть эффект Вавилова-
Черенкова в случае движения заряженной частицы на фоне сжатого электромагнитного
вакуума и получить аналитическое выражение для мощности излучения в этом случае.

Ключевые слова: излучение Вавилова-Черенкова, электромагнитный вакуум, сжа-
тые состояния.

CHERENKOV RADIATION: FROM CLASSICAL PATTERN
TO QUANTUM DESCRIPTION

Hang T.T. Nguyen, P. А. Meleshenko, V. A. Gorlov,
M. E. Semenov, А. F. Klinskikh

Abstract: in this paper we consider the spontaneous Cherenkov radiation in the frame
of different approaches. Namely, we consider the standard results by Frank and Tamm,
Fermi results based on the radiative attenuation of the charged particle and results of
quantum-mechanical calculations. Quantum-mechanical approach allows to make an important
conclusion on the nature of Cherenkov radiation, namely, the Cherenkov radiation is the result
of interaction of the charged particle with the electromagnetic vacuum which is changed by a
medium, nor the interaction with a medium. In the frame of a quantum-mechanical approach
it is possible to obtain the analytic expression for Cherenkov radiated power in the case of
squeezed state of electromagnetic vacuum.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Эффект Вавилова-Черенкова [1], [2] до настоящего времени сохраняет свою актуальность
в связи с различными направлениями применения данного эффекта, о чем свидетельству-
ет обширный список литературы по данной тематике (см. [2]–[5] и сопутствующие ссылки).
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Спонтанный эффект Вавилова-Черенкова получил теоретическое обоснование в работах И.Е.
Тамма и И.М. Франка. Выражение для интенсивности излучения было получено путем реше-
ния уравнений классической электродинамики в среде. При этом интенсивность излучения
определялась как поток вектора Пойнтинга через цилиндрическую поверхность, окружаю-
щую траекторию заряженной частицы. В настоящее время данная задача имеет важное ме-
тодическое значение, поскольку многие ее выводы, по крайней мере, качественно, могут быть
обобщены на более сложные виды движения заряда.

Задача об излучении диполя движущегося прямолинейно и равномерно со сверхсветовой
скоростью была решена в 1942 г. И.М. Франком. Кроме того, им был разобран случай, ко-
гда электрический диполь, величина которого гармонически зависит от времени, движется в
среде со скоростью, превышающей фазовую скорость света в этой среде. Им впервые было
введено понятие аномального эффекта Доплера. Большое количество работ было посвяще-
но и другим аспектам эффекта Вавилова-Черенкова. Они касаются обобщения на случай
магнитных сред, детального анализа излучения в кристаллах, роли границ и т.д.

Классическая теория спонтанного эффекта Вавилова-Черенкова достаточно точна, и кван-
товое рассмотрение, впервые проведенное В.Л. Гинзбургом [2], может быть полезным лишь с
методической точки зрения. Иная ситуация возникает при описании эффекта Доплера. Кван-
товое описание, в отличие от классического, дает более полное понимание явление, а именно,
при движении частицы (которая имеет внутренние степени свободы) с некоторой собственной
частотой излучения в области нормального эффекта Доплера осуществляется за счет пере-
хода с более высокого энергетического уровня на более низкий. В области же аномального
эффекта Доплера, напротив, при излучении фотона происходит возбуждение частицы за счёт
кинетической энергии поступательного движения. Квантовый подход оказывается наиболее
полезным при рассмотрении движения заряженной частицы в диэлектрической среде в поле
внешней электромагнитной волны. При этом излучение в данном случае носит вынужденный
характер Преимущество квантового подхода перед классическим в данных задачах очевидно,
поскольку квантовый подход дает более глубокое понимание физической сущности явлений.

Создание мощных источников электромагнитного излучения положило начало широким
исследованиям, основной целью которых являлось изучение электродинамических эффек-
тов в интенсивном поле. Важное место среди них занимают исследования в области сжатых
состояний света [6]–[8]. Эти состояния обобщают хорошо известный класс когерентных со-
стояний и характеризуются тем, что неопределенность одной из канонических переменных
электромагнитного поля меньше, чем в обычном когерентном состоянии.

Сжатые состояния впервые обсуждались Столером [9], [10], предложившим для их изуче-
ния изящный математический аппарат. Теоретические работы в области сжатых состояний
света показывают, что сжатие должно проявляться в большом числе ситуаций, в которых
свет взаимодействует с нелинейной средой. Примерами являются резонансная флуоресцен-
ция, генерация гармоник, четырехволновое смешивание, параметрическое усиление и т.д. [6].
Экспериментальные исследования сжатых состояний были инициированы в 1977 г. наблю-
дением антигруппировки фотонов при резонансной флуоресценции одиночных атомов. Ис-
пользование сжатых состояний предоставляет возможность получать более точные резуль-
таты измерений некоторых величин, чем обычно ожидается из принципа неопределенностей
Гейзенберга. На сегодняшний день применение сжатых состояний является важным в та-
ких областях, как оптическая передача информации, интерферометрия, нелинейная оптика,
детектирование гравитационных волн и т.д. (см. [6]–[8] и сопутствующие ссылки). Следует от-
метить также, что сжатые состояния являются объектами чисто квантовой природы. В связи
с этим для описания движения заряженной частицы на фоне сжатого вакуума классическая
теория не подходит, поскольку сжатый вакуум является особым состоянием электромагнит-
ного поля, и понимание физической природы явлений, происходящих в нем возможно лишь
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с позиции квантовой теории поля.
Следует отметить, что наряду с академической стороной вопроса, рассматриваемые задачи

имеют важное прикладное значение, а именно создание новых источников электромагнитного
излучения (лазеров на свободных электронах). Сюда же может быть отнесена задача об
излучении, возникающем при движении заряженной частицы в области с топологической
особенностью (частица в условиях эффекта Ааронова-Бома) [11].

2. ЭФФЕКТ ВАВИЛОВА-ЧЕРЕНКОВА

При движении заряженной частицы в среде со скоростью, превышающей фазовую ско-
рость света в этой среде, возникает электромагнитное излучение с непрерывным спектром
и со специфическим угловым распределением. Данное явление получило название спонтан-
ного излучения Вавилова-Черенкова, которое впервые было экспериментально обнаружено
П. А. Черенковым в 1934 г. при исследовании люминесценции растворов солей урана, воз-
буждаемых гамма-лучами [1].

С теоретической точки зрения, существует несколько способов описания данного эффекта:

• Метод Тамма-Франка [2], основанный на решении уравнений классической электроди-
намики в среде. Интенсивность при этом определяется как поток вектора Пойнтинга
через цилиндрическую поверхность, окружающую траекторию заряда.

• Метод Ферми [12], состоящий в определении силы, тормозящей заряд при его движении.
Работа этой силы в прозрачной среде определяет излучаемую энергию.

• Квантово-механическое рассмотрение, заключающееся в том, что излучаемая энергия
вычисляется на основе теории возмущений в непрерывном спектре.

В случае спонтанного эффекта Вавилова-Черенкова излучение на частоте ω имеет место
только в том случае, когда скорость заряженной частицы v превышает фазовую скорость
света в рассматриваемой среде, т.е.

v >
c

n (ω)
,

где n (ω) — показатель преломления света в среде на частоте ω. Специфичность углового
распределения излучения состоит в том, что волновой вектор излучаемых волн k⃗ образует
со скоростью v⃗ угол θ0, причем

cos (θ0) =
c

v · n (ω)
. (1)

Остановимся вкратце на указанных подходах.

2.1 Метод Тамма-Франка

Поскольку интерес представляет видимое излучение, то среду можно рассматривать мак-
роскопически и применять для описания уравнения классической электродинамики.

Уравнения поля имеют стандартный вид:

∇2A⃗ω +
ω2n2

c2
A⃗ω = −4π

c
j⃗ (ω) , (2)

где A⃗ω определяется из

A⃗ =

∞∫
−∞

A⃗ωe
iωtdω.
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При этом компоненты поля H⃗ω и E⃗ωопределяются стандартным образом:

H⃗ω =
[
∇⃗ × A⃗ω

]
, E⃗ω = − ic

ωn2 (ω)
∇⃗
(
∇⃗ · A⃗ω

)
− iω

c
A⃗ω.

Рассмотрим электрон, движущийся в среде, характеризуемой показателем преломления
n (ω), с постоянной скоростью v⃗0, направленной по оси z. Такому электрону отвечает плот-
ность тока j⃗, определяемая компонентами

jx = jy = 0, jz = qv0δ (x) δ (y) δ (z − v0t) .

Раскладывая jz на Фурье-компоненты, вводя цилиндрические координаты r, φ, z, подстав-
ляя полученные выражения в (1) и полагая

Ar = Aφ = 0, Az =
q

2c
a (r) exp

(
−iω z

v0

)
,

получаем уравнение на a (r)

∂2a

∂r2
+

1

r

∂a

∂r
+ s2a = − 2

π r
δ (r) , (3)

где

s2 =
ω2

v20

(
β2n2 − 1

)
= −σ2, β =

v0
c
.

Таким образом, функция a должна удовлетворять уравнению Бесселя

∂2a

∂r2
+

1

r

∂a

∂r
+ s2a = 0 (4)

всюду за исключением r = 0.
Необходимо различать два возможных случая. Первый отвечает малым скоростям движе-

ния электрона, для которого βn < 1, s2 < 0, и, следовательно, σ2 = −s2 > 0, т.е. σ является
действительной величиной. В этом случае решение (4) представляет собой функцию Ханкеля
первого рода:

a (r) = iH
(1)
0 (iσ r) .

В этом случае имеется экспоненциальное затухание поля с расстоянием. Следовательно,
излучение отсутствует.

Если скорость электрона настолько велика, что β n становится больше единицы, то общее
решение (3) и (4) дает на бесконечности цилиндрическую волну. В случае расходящейся
волны от оси z, получаем следующее решение:

a (r) = −iH(2)
0 (s r), ω > 0.

Пользуясь асимптотическим поведением H
(2)
0 , получаем:

Az (ω) = − q

c
√
2π s r

exp

[
iω

(
t− z cos θ + r sin θ

u

)
+ i

3π

4

]
,

где угол θ определяется выражением (1), а u = c
n(ω) .

Исходя из общей формулы для энергии, излучаемой электроном через поверхность цилин-
дра длины l (ось совпадает с линией движения электрона),

W = 2π r l

∞∫
−∞

c

4π

[
E⃗ × H⃗

]
r
dt,
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получаем для рассматриваемого случая:

W =
q2l

c2

∫
β n(ω)>1

ω

[
1− 1

β2n2 (ω)

]
dω. (5)

Это и есть “классическая” формула Тамма-Франка для мощности спонтанного излучения
Вавилова-Черенкова.

2.2 Метод Ферми

Излучение электромагнитных волн связано с определенной потерей энергии движущейся
частицей. Эта потеря составляет часть полного торможения. Для вывода выражения, опре-
деляющего торможение частицы собственным полем, будем исходить из полных уравнений
Максвелла [13]:

(∇⃗ · H⃗) = 0,
[
∇⃗ × E⃗

]
= −1

c

∂H⃗

∂t
,
(
∇⃗ · ε̂ E⃗

)
= 4πρ,

[
∇⃗ × H⃗

]
=

1

c

∂ε̂ E⃗

∂t
+

4π

c
j⃗. (6)

В данном случае распределение сторонних зарядов и токов дается выражениями

ρ = qδ (r⃗ − v⃗t) , j⃗ = qv⃗δ (r⃗ − v⃗t) .

Введение скалярного φ и векторного A⃗ потенциалов, а также использование калибровки
Лоренца, приводят к системе уравнений на φ и A⃗:

∇2A⃗− ε̂

c2
∂2A⃗

∂t2
= −4π

c
qv⃗δ (r⃗ − v⃗t) ,

ε̂

(
∇2φ− ε̂

c2
∂2φ

∂t2

)
= −4π qδ (r⃗ − v⃗t) .

Разложим φ и A⃗ в интегралы Фурье по координатам. После подстановки разложений в
уравнения для φ и A⃗, а также введения обозначения ω = k⃗v⃗ = kxv (ось x направлена вдоль
скорости частицы), получим следующие выражения для скалярного и векторного потенциа-
лов:

φ
k⃗
=

4πq

ε (ω)

1

k2 − ω2ε (ω)
/
c2
e−iωt,

A⃗
k⃗
=

4πq

c

1

k2 − ω2ε (ω)
/
c2
e−iωt.

При этом

E⃗
k⃗
=
iω

c
A⃗

k⃗
− ik⃗φ

k⃗
, E⃗ =

∞∫
−∞

E⃗
k⃗
eik⃗r⃗

dk⃗

(2π)3
.

Потеря энергии движущейся частицей есть не что иное, как работа, производимая обрат-
ной силой торможения qE⃗, действующей на частицу со стороны создаваемого ею поля.

Волновой вектор и частота электромагнитной волны, распространяющейся в прозрачной
среде, связаны соотношением k = nω/c, где n =

√
ε – вещественный показатель преломле-

ния. С другой стороны, частота Фурье-компоненты поля равномерно движущейся в среде
частицы связана с x-компонентой волнового вектора соотношением ω = kxv. Для того, что-
бы такая компонента представляла собой свободно распространяющуюся волну, соотношения
k = nω/c и kx = ω/v не должны противоречить друг другу. Поскольку должно выполнять-
ся неравенство k > kx, то необходимым является выполнение условия v > c/n (ω). Таким
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образом, излучение с частотой ω происходит, если скорость частицы превосходит фазовую
скорость волн данной частоты в этой среде.

Потеря энергии с единицы пути в интервале частот dω дается выражением:

dF = −dω iq
2

π

∑
ω

(
1

c2
− 1

v2ε

)∫
sds

s2 − ω2
(

ε
c2

− 1
v2

) ,
где знак Σ означает, что необходимо взять сумму выражений с ω = ± |ω|, s =

√
k2y + k2z .

Введем новую переменную

ξ = s2 − ω2

(
ε

c2
− 1

v2

)
,

тогда

dF = −dω iq
2

2π

∑
ω

(
1

c2
− 1

v2ε

)∫
dξ

ξ
.

При интегрировании вдоль вещественной оси ξ особая точка ξ = 0 должна быть обойдена
определенным образом. Направление обхода определяется тем, что, хотя мы и считаем ε (ω)
вещественной величиной (прозрачная среда), но в действительности она обладает некоторой
малой мнимой частью, положительной при ω > 0 и отрицательной при ω < 0. Таким образом,
ξ обладает малой отрицательной (положительной) мнимой частью и интегрирование должно
производиться по пути, проходящему под (над) вещественной осью. Именно эти обходы по-
люсной особенности и дают вклад в dF , а вещественные части обнуляются при взятии суммы.
Произведя обходы указанным образом, получим

∑
ω

∫
dξ

ξ
= ω

∫
∪

dξ

ξ
−
∫
∩

dξ

ξ

 = 2π iω.

Таким образом, приходим к окончательному выражению:

dF =
q2

c2

(
1− c2

v2n2 (ω)

)
ω dω, (7)

которое определяет интенсивность излучения в частотном интервале dω.

2.3 Квантово-механический подход

Процесс излучения может быть представлен в виде диаграммы первого порядка по вза-
имодействию с электромагнитным полем. В нерелятивистском приближении гамильтониан
заряженной частицы в электромагнитном поле имеет стандартный вид [14]:

Ĥ =
1

2m

(̂⃗p− q

c
A⃗
)2

− qφ. (8)

Накладывая условия калибровки
(
∇⃗ · A⃗

)
= 0, φ = 0, получаем

Ĥ = Ĥ0 + V̂int, Ĥ0 =
̂⃗p2
2m

, V̂int = − q

mc
̂⃗pA⃗+

q2

2mc2
A⃗2.

Как известно, эффекты, связанные с взаимодействием электромагнитного поля с заря-
женной частицей, пропорциональны постоянной тонкой структуры и, следовательно, могут
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быть описаны в рамках теории возмущений. Взаимодействие электрона с электромагнитным
полем дается следующим выражением:

V̂int = − q

mc
̂⃗pA⃗. (9)

В связи с тем, что при квантовом рассмотрении приходится оперировать понятиями “ваку-
ум”, “излучение фотона” и т.п., которые, как известно, являются объектами квантовой теории
поля, необходимо векторный потенциал A⃗ заменить на вторично квантованный оператор ̂⃗A,
который имеет вид: ̂⃗

A =

√
2π ℏc2
V ω

k⃗
n2

(
e⃗∗
k⃗σ
e−ik⃗r⃗â+

k⃗σ
+ e⃗

k⃗σ
eik⃗r⃗â

k⃗σ

)
, (10)

где V — объем, занимаемый полем, ω
k⃗

и e⃗
k⃗σ

— соответственно частота и поляризация фотона
с волновым вектором k⃗, â+

k⃗σ
и â

k⃗σ
— операторы рождения и уничтожения фотона с волновым

вектором k⃗ и поляризацией σ соответственно.

Отметим, что оператор ̂⃗
A имеет ненулевые матричные элементы лишь для переходов с

изменением числа фотонов на единицу. Таким образом, в первом порядке теории возмущений
будут иметь место только однофотонные процессы.

Вероятность перехода в единицу времени может быть записана с помощью “золотого”
правила Ферми [14]:

dWi→f =
2π

ℏ

∣∣∣⟨f | V̂int |i⟩∣∣∣2 ρf ,
где ρf — плотность конечных состояний электрона и фотона, которая имеет вид:

ρf = δ

(
ℏω +

ℏ2k2f
2m

− ℏ2k2i
2m

)
dk⃗f

(2π)3
V dk⃗

(2π)3
;

ℏk⃗i и ℏk⃗f — импульсы электрона в начальном и конечном состояниях соответственно; ℏk⃗ —
импульс испущенного фотона; |i⟩ = |0⟩

∣∣∣eik⃗ir⃗⟩ — начальное состояние системы (плоская волна,
отвечающая электрону в начальном состоянии, и состояние электромагнитного вакуума с
числом фотонов равным нулю); |f⟩ = |1⟩

∣∣∣eik⃗f r⃗⟩ — конечное состояние системы (плоская
волна, отвечающая электрону в конечном состоянии, и состояние электромагнитного вакуума
с числом фотонов равным единице).

Вычисляя матричный элемент ⟨f | V̂int |i⟩, а также, суммируя по поляризациям фотона,
легко может быть получено следующее выражение для вероятности перехода в единицу вре-
мени:

dWi→f =
q2

2πm2ω n2
|[p⃗i × n⃗]|2 δ

ℏω +
ℏ2
(
k⃗i − k⃗

)2
2m

− ℏ2k2i
2m

 dk⃗. (11)

Здесь n⃗ = k⃗
/
k, кроме того, в данном выражении учтен закон сохранения импульса, имен-

но, k⃗ = k⃗i − k⃗f . Пусть θ – угол между направлением импульса электрона p⃗i и направлением
волнового вектора k⃗ излученного фотона, тогда, пренебрегая процессом отдачи (пренебрегаем
слагаемым ℏ2k2

/
2m) и учитывая, что k = ω n/c, можно записать:

dWi→f =
1

ℏ
q2

c2
pi
m
δ

(
cos θ − mc

pin (ω)

)(
1− cos2 θ

)
d (cos θ) dω.

72 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2014. № 4



Излучение Вавилова-Черенкова: от классической картины к квантовому описанию. . .

Производя интегрирование по угловой переменной и учитывая, что pi/m = vi, т.е. началь-
ной скорости электрона, окончательно для dWi→f получим следующее выражение:

dWi→f =
1

ℏ
q2vi
c2

[
1−

(
c

vin (ω)

)2
]
dω.

Умножая dWi→f на энергию излученного кванта ℏω, получим спектральную плотность
мощности излучения, возникающего при движении заряженной частицы в среде с показате-
лем преломления n (ω), в интервале частот dω:

dPrad =
q2vi
c2

[
1−

(
c

vin (ω)

)2
]
dω. (12)

Это и есть формула для мощности спонтанного излучения Вавилова-Черенкова.
Таким образом, в рамках квантово-механического подхода можно дать следующую интер-

претацию эффекта Вавилова-Черенкова: спонтанное излучение Вавилова-Черенкова являет-
ся следствием взаимодействия заряженной частицы с электромагнитным вакуумом, изменен-
ным средой, а не с самой средой. Присутствие среды отражается только на виде волнового
уравнения для векторного потенциала

∇2A⃗− n2 (ω)

c2
∂2A⃗

∂t2
= 0.

Это, в свою очередь, означает, что присутствие среды на фоне электромагнитного вакуума
изменяет саму структуру вакуума.

В следующем разделе будет рассмотрено излучение Вавилова-Черенкова на фоне сжатого
электромагнитного вакуума. В данном случае применение квантово-механического подхода
является единственно возможной техникой, поскольку сжатые состояния электромагнитного
вакуума являются объектами сугубо квантовой природы. Кроме того, следует отметить, что
эффект Вавилова-Черенкова в случае сжатых состояний вакуума уже не носит спонтанного
характера, а является вынужденным.

3. ЭФФЕКТ ВАВИЛОВА-ЧЕРЕНКОВА НА ФОНЕ СЖАТОГО
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ВАКУУМА

Для описания излучения Вавилова-Черенкова в случае движения заряженной частицы на
фоне сжатого электромагнитного вакуума целесообразно будет напомнить основные моменты
теории сжатых состояний электромагнитного поля [6].

3.1 Сжатые состояния электромагнитного вакуума

Рассмотрим монохроматическую световую волну, задаваемую выражением

̂⃗
E (r⃗, t) = L (ω)

(
â+eiω t−ik⃗r⃗ + âe−iω t+ik⃗r⃗

)
e⃗.

Определим два новых оператора

Q̂ = â+ + â, P̂ = i
(
â+ − â

)
.

Из известных коммутационных соотношений для операторов â и â+ следует, что[
Q̂, P̂

]
= 2i.
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Тогда электрическое поле может быть представлено в виде:

̂⃗
E (r⃗, t) = L (ω)

(
Q̂ cos

(
k⃗r⃗ − ω t

)
− P̂ sin

(
k⃗r⃗ − ω t

))
e⃗.

Следовательно, Q̂ и P̂ являются также амплитудами квадратур, на которые может быть
разложено электрическое поле.

Напомним, что характерная особенность когерентного состояния, включая вакуумное со-
стояние, состоит в том, что дисперсия квадратурных амплитуд Q̂ и P̂ равны между собой,

∆Q = 1, ∆P = 1,

так что произведение неопределенностей имеет минимальное значение. Для такого состояния
распределение Q и P в фазовом пространстве обладает круговой симметрией, а элементарная
ячейка является кругом. Если существует состояние, для которого Q или P имеет дисперсию
ниже единицы ценой увеличения дисперсии другой величины, тогда соответствующее рас-
пределение в фазовом пространстве приобретает форму эллипса, вытянутого вдоль одной из
осей, а соответствующее состояние называется квадратурно-сжатым состоянием.

Другой тип сжатия – сжатие по флуктуациям числа фотонов. Этот тип сжатия реализу-
ется в тех состояниях, в которых неопределенность числа фотонов ниже, чем в когерентных
состояниях

√
⟨n⟩. Неопределенность ∆n может быть меньше

√
⟨n⟩, но только за счет увели-

чения фазовой неопределенности. Свет, сжатый по флуктуациям числа фотонов, имеет ряд
других наименований, таких как субпуассоновский свет, “бесшумный” свет и т.д.

Согласно Столеру [9], [10] сжатое состояние определяется как собственное состояние неко-
торого оператора b̂, связанного с операторами рождения и уничтожения â+ и â посредством
соотношений

b̂ = µâ+ νâ+, b̂+ = ν∗â+ µ∗â+, (13)

где
|µ|2 − |ν|2 = 1, µ ≡ chr, ν ≡ eiϑshr. (14)

Выражая операторы â+ и â через b̂+ и b̂, получим

â = µ∗b̂− νb̂+, â+ = µb̂+ − ν∗b̂.

Подобно операторам â+ и â операторы b̂+ и â удовлетворяют коммутационному соотноше-
нию [

b̂, b̂+
]
= 1.

При вычислениях со сжатыми состояниями важную роль играет оператор унитарного
преобразования когерентного состояния в сжатое, введенный Столером:

D̂ (η) = exp

(
1

2
η∗ (â)2 − 1

2
η
(
â+
)2)

, (15)

где η = reiϑ – произвольное комплексное число.
Состояние, полученное в результате действия оператора сжатия D̂ (η) на когерентное со-

стояние |α⟩, было изучено Йеном, который назвал его двухфотонным когерентным состояни-
ем [6]. Для него используется обозначение

|[η, α]⟩ ≡ D̂ (η) |α⟩ .

Когерентное состояние |α⟩ может быть получено при действии оператора сдвига T̂ (α) на
вакуумное состояние, поэтому

|[η, α]⟩ ≡ D̂ (η) T̂ (α) |0⟩ . (16)
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С другой стороны, сжатое состояние можно создать, действуя двумя операторами D̂ (η) и
T̂ (α) в обратном порядке. Результирующее состояние

|(α, η)⟩ ≡ T̂ (α) D̂ (η) |0⟩ , (17)

было названо идеальным сжатым состоянием из-за своих простых свойств. Поскольку D̂ (η)
и T̂ (α) не коммутируют, то два состояния |(α, η)⟩ и |[η, α]⟩ различны. Однако связь между
ними может быть получена из ряда операторных тождеств, которые в рамках данной работы
нас не интересуют. В дальнейшем будем рассматривать только идеальное сжатое состояние.

Рассмотрим теперь развитие во времени идеального сжатого состояния. Оказывается, что
состояние |(α, η) (t)⟩сохраняет свой смысл как сжатого состояния, изменяются лишь коэффи-
циенты µ и ν

µ (t) = µ eiω t, ν (t) = ν eiω t

при сохранении соотношения (14).
Среднее число фотонов в идеальном сжатом состоянии |(α, η)⟩ определяется следующим

образом
⟨(α, η)| â+â |(α, η)⟩ = |α|2 + |ν|2 .

Квадрат дисперсии сжатого состояния равен

D2 (t) =
ℏ
2ω

[
|µ|2 + |ν|2 − 2 |µ| |ν| cos (ϑ+ 2ω t)

]
.

Таким образом, дисперсия принимает минимальные значения

D2
min =

ℏ
2ω

(|µ| − |ν|)2

два раза за период в моменты времени, определяемые соотношением ϑ+2ω t = 2nπ и макси-
мальные значения

D2
max =

ℏ
2ω

(|µ|+ |ν|)2

также два раза за период при ϑ+ 2ω t = (2n+ 1)π.
Обычно сжатое состояние характеризуется коэффициентом сжатия

K =

√
Dmax

Dmin
= |µ|+ |ν| .

Этот коэффициент меняется от единицы для когерентного состояния (|ν| = 0) до больших
значений для сильно сжатых состояний (|ν| → ∞). Однако имеются энергетические ограниче-
ния на этот коэффициент. При заданном числе фотонов N величина |ν| будет максимальной
при |α|2 = 0, т.е. в состоянии сжатого вакуума. Тогда

|ν|2 = N, Kmax =
√
N + 1 +

√
N.

Это и есть максимально достижимое значение коэффициента сжатия. При больших зна-
чениях числа фотонов N >> 1 приближенно имеем

Kmax ≈ 2
√
N.

Следует иметь в виду, что сжатый вакуум имеет мало общего с вакуумным (наинизшим)
состоянием. Именно, сжатый вакуум может быть высоковозбужденным, высокоэнергетиче-
ским состоянием. При этом, для описания состояния сжатого вакуума необходимо использо-
вать только аппарат квантовой теории поля.
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3.2 Эффект Вавилова-Черенкова на фоне сжатого электромагнитного
вакуума

Рассмотрим теперь эффект Вавилова-Черенкова возникающий при движении заряженной
частицы в среде с показателем преломления n (ω) на фоне сжатого электромагнитного ваку-
ума. В качестве основной техники будем использовать нестационарную теорию возмущений,
а также теорию представления Гейзенберга [14].

Напомним, что в случае свободного движения частицы операторы импульса и координа-
ты в представлении Гейзенберга связаны с соответствующими операторами в представлении
Шредингера с помощью соотношений

̂⃗pH = ̂⃗pS , ̂⃗rH ≡ ̂⃗rH (t) = ̂⃗rS +
̂⃗pS
m
t.

При движении заряженной частицы на фоне сжатого электромагнитного вакуума будем
искать не только мощность излучения, но и мощность поглощения. Иными словами, будем
искать аналитические выражения для вероятностей в единицу времени любых переходов (в
энергетически более высокое и в более низкое) из начального состояния заряженной частицы
при ее движении в среде на фоне сжатого вакуума.

Аналогично предыдущему разделу, пусть |iq⟩ и |fq⟩ с – начальное и конечное состояния
заряженной частицы соответственно. Сжатые состояния будем обозначать следующим обра-
зом:

начальное состояние электромагнитного поля моды k⃗ и поляризации σ (сжатый вакуум)∣∣0
k⃗σ

⟩
≡
∣∣(0, η)

k⃗σ

⟩
;

конечное состояние электромагнитного поля моды k⃗ и поляризации σ∣∣ζ
k⃗σ

⟩
≡
∣∣(α, η′)

k⃗σ

⟩
.

С учетом указанных обозначений, амплитуда перехода в первом порядке теории возмуще-
ний (рассматриваем однофотонные процессы) записывается следующим образом

afi (t) = − i

ℏ

t∫
0

⟨fq|
⟨
ζ
k⃗σ

∣∣ V̂int (t′) ∣∣0k⃗σ⟩ |iq⟩ dt′ = − i

ℏ

t∫
0

⟨fq| V̂k⃗σ
(
t′
)
|iq⟩ dt′, (18)

где V̂
k⃗σ

(t′) =
⟨
ζ
k⃗σ

∣∣ V̂int (t′) ∣∣0k⃗σ⟩. Подразумеваем также, что время t устремлено к бесконеч-
ности.

Возведем в квадрат модуль амплитуды (18) и просуммируем по всем возможным состоя-
ниям

∣∣ζ
k⃗σ

⟩
и |fq⟩

∑
fq , ζk⃗σ

a∗fi (t)afi (t) =
∑

fq , ζk⃗σ

1

ℏ2

t∫
0

t∫
0

⟨iq| V̂ +

k⃗σ
(t1) |fq⟩ ⟨fq| V̂k⃗σ (t2) |iq⟩ dt1dt2 =

=
∑
ζ
k⃗σ

1

ℏ2

t∫
0

t∫
0

⟨iq| V̂ +

k⃗σ
(t1)V̂k⃗σ (t2) |iq⟩ dt1dt2.

Здесь использовано условие полноты:∑
f

|f⟩ ⟨f | = 1.
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Оператор электромагнитного поля ̂⃗
A имеет вид (10), а тот факт, что данный оператор

описывает сжатое состояние электромагнитного вакуума, будет учтено при вычислении мат-
ричных элементов. Напомним также, что оператор V̂int имеет вид (9). В итоге получим

∑
fq , ζk⃗σ

a∗fi (t)afi (t) =
( q

mcℏ

)2 t∫
0

t∫
0

⟨iq|
⟨
0
k⃗σ

∣∣ (̂⃗p ̂⃗A
k⃗σ

)(̂⃗
A

k⃗σ
̂⃗p) ∣∣0

k⃗σ

⟩
|iq⟩ dt1dt2. (19)

Упрощение матричного элемента
⟨
0
k⃗σ

∣∣ (̂⃗p ̂⃗A
k⃗σ

)(̂⃗
A

k⃗σ
̂⃗p) ∣∣0

k⃗σ

⟩
может быть произведено с по-

мощью соотношений:⟨
0
k⃗σ

∣∣ (â
k⃗σ

)2 ∣∣0
k⃗σ

⟩
= −µ∗ν,

⟨
0
k⃗σ

∣∣ (â+
k⃗σ

)2 ∣∣0
k⃗σ

⟩
= −µν∗,

⟨
0
k⃗σ

∣∣ â+
k⃗σ
â
k⃗σ

∣∣0
k⃗σ

⟩
= |ν|2 .

Далее, используя хорошо известное тождество Бейкера-Кэмпбела-Хаусдорфа

exp
{
â+ b̂

}
= exp {â} exp

{
−1

2

[
â, b̂
]}

exp
{
b̂
}
,

явный вид оператора ̂⃗r в представлении Гейзенберга, производя суммирование по поляриза-
циям фотона, производя суммирование по конечным состояниям фотона, переходя к пределу
t → ∞, а также умножая полученное выражение на энергию одного фотона ℏω, получим
следующее выражение для спектральной плотности мощности

Prad =
(
1 + |ν|2

) q2vi
c2

∞∫
0

ω

[
1−

(
ℏω n (ω)
2mcvi

+
c

n (ω) vi

)2
]
Θ

(
1− ℏω n (ω)

2mcvi
− c

n (ω) vi

)
dω+

+ |ν|2 q
2vi
c2

∞∫
0

ω

[
1−

(
ℏω n (ω)
2mcvi

− c

n (ω) vi

)2
]
Θ

(
1 +

ℏω n (ω)
2mcvi

− c

n (ω) vi

)
dω, (20)

где Θ(x) – тэта-функция Хевисайда. Здесь первое слагаемое отвечает мощности излучения,
а второе – мощности поглощения. Угол излучения определяется выражением:

cos θ0 =
ℏω n (ω)
2mcvi

+
c

n (ω) vi
.

Очевидно, что в классическом пределе (ℏ → 0) для мощности излучения получаем:

Prad =
(
1 + |ν|2

) q2vi
c2

∞∫
0

ω

[
1−

(
c

n (ω) vi

)2
]
Θ

(
1− c

n (ω) vi

)
dω,

и угол излучения
cos θ0 =

c

n (ω) vi
.

Для мощности поглощения получаем:

Pabs = |ν|2 q
2vi
c2

∞∫
0

ω

[
1−

(
c

n (ω) vi

)2
]
Θ

(
1− c

n (ω) vi

)
dω.

Однако следует отметить, что переход к классическому пределу носит формальный ха-
рактер, поскольку сам сжатый вакуум, и процесс движения заряженной частицы на фоне
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такого вакуума носят чисто квантовый характер. Кроме того, видно, что помимо мощно-
сти излучения возникает ненулевое слагаемое, связанное с мощностью поглощения. Данный
факт связан со сложной структурой сжатого вакуума, именно с тем, что сжатый вакуум ко-
ренным образом отличается от вакуума в обычном понимании наинизшего энергетического
состояния. Окончательно можно резюмировать, что излучение, обусловленное присутствием
сжатого вакуума, носит вынужденный характер, тогда как взаимодействие заряженной ча-
стицы с обычным электромагнитным вакуумом, измененным средой, приводит к спонтанному
излучению.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Традиционная интерпретация спонтанного эффекта Вавилова-Черенкова насчитывает
свою историю со времени открытия самого эффекта и его теоретического объяснения. Стан-
дартная интерпретация состоит в том, что заряженная частица, двигаясь в веществе, взаи-
модействует с ее атомами и молекулами, поляризуя их. Если скорость частицы превышает
значение фазовой скорости света в данной среде, то происходит формирование атомами,
расположенными на траектории движения частицы и вблизи нее, когерентного излучения.
Другими словами, излучение Вавилова-Черенкова является следствием взаимодействия за-
ряженной частицы со средой (посредством ее поляризации), причем само излучение являет-
ся результатом когерентного сложения отдельных актов излучений атомами данной среды.
Большинство из способов получения выражений для интенсивности непосредственно подра-
зумевают использование такой интерпретации эффекта.

В данной работе эффект Вавилова-Черенкова рассматривается с методической точки зре-
ния в рамках трех подходов, именно подхода Тамма-Франка, подхода Ферми и квантово-
механического подхода. Использование квантово-механического подхода основывается на ис-
пользовании оператора электромагнитного взаимодействия. Одним из важных выводов, ко-
торые следуют из использования квантово-механического подхода, состоит в отличной от
традиционной интерпретации эффекта Вавилова-Черенкова. Именно, спонтанное излучение
Вавилова-Черенкова является следствием взаимодействия заряженной частицы с электро-
магнитным вакуумом, измененным средой, а не с самой средой. При этом присутствие среды
отражается лишь на виде волнового уравнения, которому удовлетворяет векторный потен-
циал поля.

В рамках квантово-механического подхода рассмотрен процесс излучения, возникающего
при движении заряженной частицы на фоне сжатого электромагнитного вакуума. Получен-
ные выражения для спектральной плотности мощности, показывают, что к основному из-
лучению, возникающему вследствие взаимодействия заряженной частицы с обычным элек-
тромагнитным вакуумом, добавляется излучение, отвечающее взаимодействию частицы со
сжатым вакуумом. При этом, процесс излучения на фоне сжатого вакуума носит вынужден-
ный характер. Данный факт связан со сложной энергетической структурой такого объекта, а
также с тем, что сжатый электромагнитный вакуум является объектом чисто квантовой при-
роды. Это показывает, что сжатый вакуум имеет мало общего с обычным электромагнитным
вакуумом, взаимодействие с которым приводит к спонтанному излучению.
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