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Аннотация: рассматривается задача Коши для однородного уравнения Шрёдингера
со случайным коэффициентом, заданным характеристическим функционалом. В резуль-
тате преобразований из исходной стохастической задачи получена детерминированная
задача с частными и вариационными производными. С использованием преобразования
Фурье найдена формула решения детерминированной задачи. Далее получены форму-
лы математического ожидания и второй моментной функции решения исходной задачи.
Рассмотрен случай, когда коэффициент в уравнении Шрёдингера распределён по гаус-
совскому закону распределения, и найдена формула математического ожидания в этом
случае.

Ключевые слова: уравнение Шрёдингера, вариационная производная, моментные
функции, случайный процесс.

ON THE MOMENT FUNCTIONS OF THE SOLUTION OF
THE CAUCHY PROBLEM FOR THE HOMOGENOUS

SCHRÖDINGER EQUATION WITH A RANDOM
COEFFICIENT
A. U. Sukharev

Abstract: we consider the Cauchy problem for the homogenous Schrödinger equation with
a random coefficient, defined by a characteristic functional. As a result of transformations, the
determinate problem with partial and variational derivatives was obtained from the original
stochastic problem. The formula for the solution of the determinate problem was derived by
using the Fourier transform. Then we got the formulas for the expected value and second
moment function for the solution of the original problem. The case was considered when the
coefficient in the Schrödinger equation is normally distributed; the formula for the expected
value was derived in this case.

Keywords: Schrödinger equation, variational derivative, moment function, random
process.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть R — вещественная ось, C — комплексная плоскость, [t0, t1] = T ⊂ R, L1(T ) —
пространство суммируемых на отрезке T функций, Fx[f ](ξ) — преобразование Фурье [1] по
переменной x, F−1

ξ — обратное преобразование Фурье по переменной ξ, знак
x∗ обозначает

свертку функций по переменной x.

c⃝ Сухарев А. Ю., 2014

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2014. № 3 151



А. Ю. Сухарев

Пусть X — банахово пространство функций на отрезке T , и y : X → C. Если дифферен-
циал Фреше [7, с. 480] dy(x0, h) этого функционала в точке x0 имеет вид

dy(x0, h) =

∫
T

φ(t, x0)h(t) dt,

где интеграл понимается в смысле Лебега, φ : T×X → C, то φ(t, x0) называется вариационной
производной [2, стр. 13] функционала y в точке x0 и обозначается δy(x0)

δx(t) .
Пусть Ω — пространство элементарных событий. Случайным процессом будем называть

семейство случайных величин ε (t) = ε (t, ω), t ∈ R, ω ∈ Ω, причём каждая из случайных
величин есть функция от элементарного исхода ω. В дальнейшем случайный процесс обозна-
чается просто ε (t), при этом мы будем считать, что названия случайный процесс и случайная
функция — синонимы.

Задача Коши для уравнения Шрёдингера имеет вид:{
∂u(t, x)

∂t = iε(t)∂
2u(t, x)
∂x2 , T = [t0, t1];

u(t0, x) = u0(x),

где u — искомая функция, ε(t), u0(x) — независимые случайные процессы, т.е. при t ∈ T ,
x ∈ R случайные величины ε(t) и u0(x) независимы.

Будем считать, что случайный процесс ε задан характеристическим функционалом [2, с.
192], т.е. известно

φ(v) =M

exp
i ∫

T

ε(s)v(s)ds

 ,
где M — знак математического ожидания по функции распределения процесса ε, v ∈ L1(T ).

Требуется найти моментные функции решения задачи (1), (2).

2. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО ФУНКЦИОНАЛА

Введем обозначения:

z(v, w) = exp

i∫
T

ε(s)v(s)ds+ i

∫
T

∫
R

u(s1, s2)w(s1, s2)ds1ds2

 ,

Y (v, w) =Mz(v, w),

где w ∈ L1(T × R), Y : L1(T ) × L1(T × R) → C, M — знак математического ожидания по
функции распределения процессов ε, u0.

Умножим уравнение (1) на z(v, w) и возьмём математическое ожидание полученного ра-
венства:

M

(
∂u(t, x)

∂t
z(v, w)

)
= iM

(
ε(t)

∂2u(t, x)

∂x2
z(v, w)

)
. (4.1)

Заметим, что

δY (v, w)

δv(t)
= iM(ε(t)z(v, w)),

δY (v, w)

δw(t, x)
= iM(u(t, x)z(v, w)).

Таким образом, равенство (4.1) можно формально записать с помощью отображения Y в
виде

1

i

∂

∂t

δY (v, w)

δw(t, x)
=

1

i

δ

δv(t)

∂2

∂x2
δY (v, w)

δw(t, x)
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или
∂

∂t

δY (v, w)

δw(t, x)
=

δ

δv(t)

∂2

∂x2
δY (v, w)

δw(t, x)
. (4.2)

Умножая (2) на z(v, w) и переходя к средним значениям, получаем

δY (v, w)

δw(t, x)

∣∣∣∣
t=t0

= iM(u0(x)z(v, w)). (4.3)

Таким образом, для Y получена детерминированная задача (4.2), (4.3), причём коэффи-
циенты уравнения (4.2) не зависят от статистических характеристик процессов ε и u0.

Если известно Y , то можно найти моментные функции задачи (1), (2). Например,

Mu(t, x) =
1

i

δY (v, w)

δw(t, x)

∣∣∣∣
v=0,w=0

,

M (u(t, x), ε(s)) = − δ2Y (v, w)

δw(t, x)δv(s)

∣∣∣∣
v=0,w=0

.

Таким образом, важно найти решение задачи (4.2), (4.3) в малой окрестности точки (0, 0)
переменных v и w.

3. СТЕПЕННОЙ РЯД ДЛЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО
ФУНКЦИОНАЛА

Будем искать решение задачи (4.2), (4.3) в виде степенного ряда

Y = Y0(v)+

∞∑
k=1

ik

k!

∫
. . .

∫
Yk(v, s1, . . . , sk, x1, . . . , xk)w(s1, x1) . . . w(sk, xk) ds1 . . . dsk dx1 . . . dxk,

где интегралы по переменным s1, . . . , sk вычисляются по промежутку T , а по переменным
x1, . . . , xk — по R, отображения Yk симметричны по переменным (si, xi), i = 1, 2, . . . , k. Пола-
гая в этом равенстве w = 0, из определения Y и φ получаем

Y (t, x, v, 0) = φ(v) = Y0(v).

Подставим разложение для Y в уравнение (4.2), получим

∞∑
k=1

ik

(k − 1)!

∫
. . .

∫
∂

∂t
Yk(v, t,s2, . . . , sk, x, x2, . . . , xk)×

× w(s2, x2) . . . w(sk, xk) ds2 . . . dsk dx2 . . . dxk =

=

∞∑
k=1

ik

(k − 1)!

∫
...

∫
δ

δv(t)

∂2

∂x2
Yk(v, t,s2, . . . , sk, x, x2, . . . , xk)×

× w(s2, x2) . . . w(sk, xk) ds2 . . . dsk dx2 . . . dxk.

Приравнивая степени по переменной w, получим
∂
∂tYk(v, t, s2, . . . , sk, x, x2, . . . , xk)w(s2, x2) . . . w(sk, xk) =

= δ
δv(t)

∂2

∂x2Yk(v, t, s2, . . . , sk, x, x2, . . . , xk)w(s2, x2) . . . w(sk, xk)

при k = 1, 2, . . . и при всех w(s2, x2), . . . , w(sk, xk) ∈ L1(T ×R). Это равносильно равенствам

∂

∂t
Yk(v, t, s2, . . . , sk, x, x2, . . . , xk) =

δ

δv(t)

∂2

∂x2
Yk(v, t, s2, . . . , sk, x, x2, . . . , xk) (4.4)
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при k = 1, 2, . . ..
Вычислим вариационную производную(k−1)-го порядка по w от выражения (4.3) в точке

(v, 0, t0, . . . , t0, x1, x2, . . . , xk). Учитывая независимость случайного процесса u0от ε, получим

ikYk(vt0, . . . , t0, x1, x2, . . . , xk) = ikM (u0(x1) . . . u0(xk) e1(v, 0)) =
= ikM (u0(x1) . . . u0(xk)) φ(v) k = 1, 2, . . . ,

т.е.
Yk(v, 0, t0, . . . , t0, x1, x2, . . . , xk) =M (u0(x1) . . . u0(xk)) φ(v) k = 1, 2, . . . . (4.5)

Получили набор детерминированных задач (4.4), (4.5) для нахождения коэффициентов
Yk.

Если Y (v, w) — характеристический функционал случайных процессов ε и u, то

Yk(0, t0, . . . , t0, x1, x2, . . . , xk) = i−k δkY (v,w)
δw(s1,x1) ...δw(sk,xk)

∣∣∣
v=0,w=0

=

M (u(s1, x1) . . . u(sk, xk)) .

Последнее является основанием для следующего определения.
Определение. Пусть Yk(v, s1, . . . , sk, x1, . . . , xk) является симметрическим по переменным

(si, xi)i = 1, 2, . . . , k, решением в смысле обобщённых функций (в классическом смысле) зада-
чи (4.4), (4.5); тогда Yk(0, s1, . . . , sk, x1, . . . , xk) называется моментной функцией k-го порядка
решения задачи (1), (2) в смысле обобщённых функций (в классическом смысле).

4. РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО
ПОРЯДКА С ОБЫЧНЫМИ И ВАРИАЦИОННЫМИ

ПРОИЗВОДНЫМИ

Уравнения (4.4) одного типа. Исследуем этот тип уравнений. Рассмотрим задачу с началь-
ным условием {

∂y(t,x,v)
∂t = δ

δv(t)
∂2

∂x2 y(t, x, v);

y(t0, x, v) = y0(x, v).

v ∈ L1(T )t ∈ Tx ∈ R ;

y : L1(T )× T ×R→ C.

Будем обозначать как χ(τt·) характеристическую функцию отрезка [τt], то есть χ(τts) = 1
при s ∈ [τt] и χ(τts) = 0 в противном случае.

В формулировке следующей теоремы отображение y0 и его производные вычисляются в
точках (xv − ξ2χ(t0t· )).

Теорема 1. Пусть существует окрестность U(r) нуля радиуса r в L1(T ) такая, что
при всех v ∈ U(r) функции

|y|
∣∣∣∣ δy0δv(t)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣Fx

[
δy0
δv(t)

]
(ξ)

∣∣∣∣ ∣∣ξ2Fx [y0] (ξ)
∣∣ ∣∣∣∣ξFx

[
δy0
δv(t)

]
(ξ)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ξ2Fx

[
δy0
δv(t)

]
(ξ)

∣∣∣∣
при t ∈ T ограничены суммируемыми на R функциями. Тогда

y(t, x, v) = F−1
ξ

[
Fx

[
y0(x, v − ξ2χ(t0, t, ·))

]
(ξ)
]
(x) (4.6)

является решением задачи (8), (9).
Доказательство. Предположим, что существует преобразование Фурье по переменной x

задачи (8), (9). Применяя преобразование Фурье к уравнениям (8), (9), получаем{
∂
∂tFx [y(t, x, v)] (ξ) =

δ
δv(t)(−iξ)

2Fx [y(t, x, v)] (ξ);

Fx [y(t0, x, v)] (ξ) = Fx [y0(x, v)] (ξ).
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Эта задача имеет вид {
∂Y (t,v)

∂t = −ξ2 δ Y (t,v)
δv(t) ;

Y (t0, v) = Y0(v) .

Такая задача изучена в [3]. Если существует вариационная производная δY0(v−ξ2χ(t0,t,·))
δv(t) t ∈

T , то Y (t, v) = Y0(v − ξ2χ(t0, t, ·) является решением задачи (11), (12).
Воспользовавшись этим результатом, находим решение задачи (11), (12).

Fx [y(t, x, v)] (ξ) = Fx

[
y0(x, v − ξ2χ(t0, t, ·))

]
(ξ).

Для получения формулы (4.6) нужно применить к последнему равенству обратное преоб-
разование Фурье.

Подставим (4.6) в уравнение (11). Предположения теоремы о существовании суммируемых
мажорант обеспечивают существование вариационной производной по v, а также обеспечи-
вает дифференцируемость под знаками интегралов. При этом получается тождество, что и
доказывает теорему.

5. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ РЕШЕНИЯ

Для нахождения математического ожидания решения задачи (1), (2) выпишем задачу
(4.4), (4.5) при k = 1:

∂

∂t
Y1(v, t, x) =

δ

δv(t)

∂2

∂x2
Y1(v, t, x) (4.7)

Y1(vt0, x) =Mu0(x)φ(v). (4.8)

Теорема 2. Пусть функция M u0(x) суммируема на R, и выполняются условия преды-
дущей теоремы. Тогда

Y1(t, x, v) =M u0(x)
x∗F−1

ξ

[
φ(v − ξ2χ(t0, t, · ))

]
(x) (4.9)

является решением задачи (4.7), (4.8).
Доказательство. По формуле (4.6) получаем решение задачи (4.7), (4.8)

Y1(t, x, v) = F−1
ξ

[
Fx

[
Mu0(x)φ(v − ξ2χ(t0, t, ·))

]
(ξ)
]
(x).

Далее,

Fx

[
Mu0(x)φ(v − ξ2χ(t0, t, ·))

]
(ξ) = Fx [M u0(x)] (ξ) · φ(v − ξ2χ(t0, t, · )).

Поскольку обратное преобразование Фурье от произведения равно свёртке обратных пре-
образований Фурье от сомножителей, то получаем формулу (4.9). Теорема доказана.

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2

M u(t, x) =M u0(x)
x∗F−1

ξ

[
φ(−ξ2χ(t0, t, · ))

]
(x) (4.10)

является математическим ожиданием решения задачи (1), (2).
Доказательство получается подстановкой v = 0 в формулу (4.9).

6. СЛУЧАЙ ГАУССОВСКОГО ПРОЦЕССА ε

Рассмотрим случай гауссовского процесса ε, который задан характеристическим функци-
оналом

φε(v) = exp

(
i

∫
Mε(s)v(s)ds− 1

2

∫∫
b(s1, s2)v(s1)v(s2)ds1ds2

)
.
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Теорема 4. Пусть P (t) =
t∫

t0

Mε(s)ds > 0 при всех t ∈ T . Тогда

M u(t, x) =

√
π

2P (t)

(
(1− i) cos

x2

4P (t)
+ (1 + i) sin

x2

4P (t)

)
x∗

x∗
∞∑
k=0

(−1)k

2kk!

 t∫
t0

t∫
t0

b(s1, s2)ds1ds2

k

d4k

dx4k
Mu0(x) (4.11)

является математическим ожиданием задачи (1), (2).
Доказательство. Для нахождения M u(t, x) воспользуемся формулой (4.10). При этом

F−1
ξ [exp(i

∫
Mε(s)(−ξ2χ(t0, t, s))ds−

1

2

∫∫
b(s1, s2)(−ξ2χ(t0, t, s1))(−ξ2χ(t0, t, s2))ds1ds2)](x) =

= F−1
ξ

exp
−iξ2

t∫
t0

Mε(s)ds− ξ4

2

t∫
t0

t∫
t0

b(s1, s2)ds1ds2

 (x) =

= F−1
ξ

exp
−iξ2

t∫
t0

Mε(s)ds

 (x)
x∗F−1

ξ

exp
−ξ

4

2

t∫
t0

t∫
t0

b(s1, s2)ds1ds2

 (x)

Обозначим P (t) =
t∫

t0

Mε(s)ds. По условию теоремы P (t) > 0. Тогда

F−1
ξ

[
exp

(
−iξ2

t∫
t0

Mε(s)ds

)]
(x) =

∞∫
−∞

exp
(
−iξ2P (t) + ixξ

)
dξ =

=
∞∫

−∞
exp

(
−i
(
ξ2P (t)− xξ

))
dξ =

∞∫
−∞

cos
(
ξ2P (t)− xξ

)
dξ − i

∞∫
−∞

sin
(
ξ2P (t)− xξ

)
dξ

(4.12)

Чтобы найти значения интегралов в (4.12), воспользуемся формулами [4, c. 411]:

∞∫
0

cos
(
ax2 + 2bx

)
dx =

1

2

(
cos

b2

a
+ sin

b2

a

)√
2π

a
,

∞∫
0

sin
(
ax2 + 2bx

)
dx =

1

2

(
cos

b2

a
− sin

b2

a

)√
2π

a
a > 0.

Получим:
∞∫

−∞

cos
(
ξ2P (t)− xξ

)
dξ − i

∞∫
−∞

sin
(
ξ2P (t)− xξ

)
dξ =

(
cos

x2

4P (t)
+ sin

x2

4P (t)

)√
π

2P (t)
− i

(
cos

x2

4P (t)
− sin

x2

4P (t)

)√
π

2P (t)
=

=

√
π

2P (t)

(
(1− i) cos

x2

4P (t)
+ (1 + i) sin

x2

4P (t)

)
. (4.13)
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Далее находим [5, с. 145]

F−1
ξ

exp
−ξ4

2

t∫
t0

t∫
t0

b(s1, s2)ds1ds2

(x) = F−1
ξ

 ∞∑
k=0

(−1)k

2kk!

 t∫
t0

t∫
t0

b(s1, s2)ds1ds2

k

ξ4k

 (x) =

=

∞∑
k=0

(−1)k

2kk!

 t∫
t0

t∫
t0

b(s1, s2)ds1ds2

k (
−i d
dx

)4k

δ(−x) =

=
∞∑
k=0

(−1)k

2kk!

 t∫
t0

t∫
t0

b(s1, s2)ds1ds2

k

d4k

dx4k
δ(x)

Далее,

Mu0(x)
x∗

∞∑
k=0

(−1)k

2kk!

 t∫
t0

t∫
t0

b(s1, s2)ds1ds2

k

d4k

dx4k
δ(x) =

=

∞∑
k=0

(−1)k

2kk!

 t∫
t0

t∫
t0

b(s1, s2)ds1ds2

k

d4k

dx4k
Mu0(x) (4.14)

Подставив (4.13) и (4.14) в (4.10), получим (4.11). Теорема доказана.

7. ВТОРАЯ МОМЕНТНАЯ ФУНКЦИЯ РЕШЕНИЯ

Выпишем задачу (4.4), (4.5) для Y2:

∂

∂t
Y2(v, t, s2, x, x2) =

δ

δv(t)

∂2

∂x2
Y2(v, t, s2, x, x2) (4.15)

Y2(v, t0, t0, x, x2) =M (u0(x)u0(x2)) φ(v) . (4.16)

Чтобы воспользоваться теоремой 1 для нахождения Y2(v, t, s2, x, x2), нужно знать началь-
ное условие Y2(v, t0, s2, x, x2), однако выполнено только условие (4.16). Оказывается, условие
симметричности Y2 по переменным (t, x), (s2, x2) позволяет найти Y2.

Теорема 5. Если характеристический функционал φ(v) имеет вариационные производ-
ные до третьего порядка включительно, Mu0(x) и M (u0(x)u0(x1)) локально суммируемы,
то

Y2(v, t, s2, x, x2) = F−1
η

[
Fx

[
F−1
ξ [Fx2 [M (u0(x2)u0(x)) ×

×φ(v − ξ2χ(t0, s2, ·)− η2χ(t0, t, ·))
]
(ξ)
]
(x2)

]
(η)
]
(x) (4.17)

является симметрическим по переменным (t, x), (s2, x2) решением задачи (4.15), (4.16) в
обобщённом смысле.

Доказательство. Положим в уравнении (4.15) s2 = t0. Получим задачу для
Y2(v, t, t0, x, x2):

∂

∂t
Y2(v, t, t0, x, x2) =

δ

δv(t)

∂2

∂x2
Y2(v, t, t0, x, x2),

Y2(v, t0, t0, x, x2) =M (u0(x)u0(x2)) φ(v) .
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Применяя для неё теорему 1, находим:

Y2(v, t0, t, x2, x) = Y2(v, t, t0, x, x2) = F−1
ξ

[
Fx

[
M (u0(x)u0(x2)) φ(v − ξ2χ(t0, t, ·))

]
(ξ)
]
(x).

Пользуясь тем, что Y2 симметрично по переменным (t, x), (s2, x2), получаем начальное
условие для уравнения (4.15)

Y2(v, t0, s2, x, x2) = F−1
ξ

[
Fx2

[
M (u0(x2)u0(x)) φ(v − ξ2χ(t0, s2, ·))

]
(ξ)
]
(x2).

Снова воспользовавшись теоремой 1, получим выражение (4.16).
Теорема 6. Пусть выполняются условия теоремы 5. Тогда

M (u(t, x)u(s2, x2)) = F−1
η

[
Fx

[
F−1
ξ [Fx2 [M (u0(x2)u0(x)) ×

×φ(−ξ2χ(t0, s2, ·)− η2χ(t0, t, ·))
]
(ξ)
]
(x2)

]
(η)
]
(x). (4.18)

является второй моментной функцией (в смысле обощённых функций) решения задачи (1),
(2).

Доказательство получаем из формулы (4.17) при подстановке v = 0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Нами рассмотрена задача Коши для уравнения Шредингера, получены формулы мате-
матического ожидания и второй моментной функции решения, а также рассмотрен случай
гауссовского случайного коэффициента.

Выражаю благодарность своему научному руководителю, профессору В.Г. Задорожнему,
за помощь в написании работы.
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