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Аннотация: исследуется одна нестационарная задача фильтрации в пористой среде.
Некорректность по Ж. Адамару рассматриваемой задачи приводит к вычислению значе-
ний квадратного корня для некоторого неограниченного линейного оператора. Алгоритм
регуляризации решений использует теорию корректных и некорректных задач Крейна.
Требуется найти градиент давления на границе области. Решение этой задачи Ю. И. Ба-
бенко представляет в виде формального ряда с неограниченным оператором, сходимость
которого не обсуждается. Тем самым по существу не обсуждается вопрос о сходимости
приближенных решений к точному и их устойчивости к погрешностям исходных данных.
Предлагаемый в настоящей работе метод и алгоритм численной реализации решения поз-
воляет устранить указанные недостатки.

Ключевые слова: задача фильтрации, корректные и некорректные задачи, полу-
группа преобразований, дробные степени операторов.

ABOUT ONE PROBLEM OF A FILTRATION IN THE
POROUS ENVIRONMENT

M. N. Nebolsina, S. H. M. Al Khazraji

Abstract: one non-stationary problem of a filtration in the porous continuum is
investigated. The non-correctness due to Hadamard of the problem under consideration leads
to the calculation of the square root for some unbounded linear operator. The algorithm of
regularization of solutions uses the theory of both correct and non-correct Krein problems. It is
required to find pressure gradient on area border. The solution of this problem of Yu.I.Babenko
submits in the form of a formal row with the unbounded operator which convergence isn’t
discussed. Thereby in essence the question of convergence of approximate solution to exact
and their resistance to errors of basic data isn’t discussed. The method offered in the real work
and algorithm of numerical implementation of the decision allows to eliminate the specified
defects.

Keywords: problem of a filtration, correct and non-correct problems, semi group of
transformations, fractional powers of operators.

В [1] с. 101 при исследовании процессов фильтрации в пористой среде для x ∈ (0,∞) и
t ∈ (0,∞) рассматривается задача отыскания давления p(t, x), удовлетворяющее уравнению

a
∂2p(t, x)

∂x2
= ν

∂p(t, x)

∂t
+ (1− ν)p(t, x)− (1− ν)γ2

t∫
0

eγ(s−t)p(s, x)ds = Ltp(t, x) (1)

и начально-краевым условиям
p(0, x) = 0, (2)

p(t, 0) = q(t), lim
x→∞

p(t, x) = 0. (3)

c⃝ Небольсина М. Н., С. Х. М. Аль Кхазраджи, 2014
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Здесь ν-доля объема проточных зон, γ-константа массообмена между проточными и застой-
ными зонами, a- коэффициент пьезопроводимости.

Требуется найти градиент давления у границы области.

∂p(t, x)

∂x
|x=0 = φ(t). (4)

В [1] ответ предъявляется в виде

φ(t) = L
1
2
t q(t) =

√
a

ν
e−γtMeγt, (5)

где неограниченный оператор M формально выписывается в виде ряда

M =

∞∑
n=0

anD
1
2
−n, (6)

где a0 = 1, a1 = γ(β − 1), an = −1
2

∑n−1
k=1 am−kak, (k ⩾ 3), сходимость которого в [1] не обсуж-

дается.
Тем самым по существу не обсуждается вопрос о сходимости приближенных решений к

точному и их устойчивости к погрешностям исходных данных.
Предлагаемый в настоящей работе метод и алгоритм численной реализации решения как

задачи (1)–(3) так и вычисления функции φ(t) в (4) позволяет устранить указанные недо-
статки.

1. ЭВРИСТИЧЕСКИЕ РАССУЖДЕНИЯ

Здесь мы используем довольно общий метод С. Г. Крейна решения краевых задач для
уравнений эллиптического типа в банаховом пространстве ([5] с. 322).

При таком подходе систему (1)-(3) запишем в операторной форме

d2p(x)

dx2
= Ap(x), x > 0 (1.1)

p(0) = q, lim
x→∞

∥p(x)∥C = 0, (1.2)

где оператор A задается интегро-дифференциальным выражением 1
aLt и областью определе-

ния
D(A) = {u ∈ C[0,∞),

du

dt
∈ C[0,∞), u(0) = 0}, (1.3)

C[0,∞)-пространство равномерно непрерывных и ограниченных на [0,∞) функций с нормой
∥u∥ = supt∈[0,∞) |u(t)|. Тогда, если для оператора A определен оператор

√
A, то решение

задачи (1.1)-(1.2) по теореме С.Г.Крейна ([5] с.323) имеет вид

p(x) = U(x,−
√
A)q, (1.4)

где U(x,−
√
A)-сильно непрерывная в C[0,∞) полугруппа линейных преобразований с генера-

тором −
√
A.

И задача вычисления функции φ(t) сводится у вычислению

dp

dx
|x=0 = −

√
Aq = −AA− 1

2 q. (1.5)
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2. ПОСТРОЕНИЕ ОПЕРАТОРА
√
A

Таким образом, для получения решений задач (1)-(3) и (4) необходимо построить оператор
A

1
2 и полугруппу U(x,−

√
A), имеющую, в силу [4], представление

U(x,−
√
A)q =

x

2
√
π

∞∫
0

exp(−x2

4s )

s
3
2

U(s,−A)qds = −A
π

∞∫
0

s−
1
2U(s,−A)qds, (2.1)

где U(x,−A)-сильно непрерывная полугруппа с генератором −A.
Оператор A представим в виде суммы A = A1 +A2, где оператор A1 задается дифферен-

циальным выражением

l1u(t) =
ν

a

du(t)

dt
+

1− ν

a
u(t) (2.2)

и областью определения D(A1) = {u ∈ C[0,∞), l1u ∈ C[0,∞), u(0) = 0}. Оператор A2 зададим
интегральным оператором

A2u(t) = −1− ν

a
γ2

t∫
0

eγ(s−t)u(s)ds. (2.3)

Нетрудно видеть, что оператор A2 ограничен в C[0,∞) в силу очевидной оценки

∥A2u∥ ⩽ 1− ν

a
γ∥u∥. (2.4)

Заметим, что операторы A1 и A2 коммутируют на D(A1). Это следует из легко проверяемого
равенства

t∫
0

eγ(s−t)u′(s)ds =
d

dt

t∫
0

eγ(s−t)u(s)ds. (2.5)

Полугруппа U(x,−A1) с генератором A1 имеет вид

U(x,−A1)u(t) = e−
1−ν
a

x

{
u(t− ν

ax),
ν
ax ⩽ t;

0, ν
ax > t

(2.6)

Отсюда следует оценка
∥U(x,−A1)∥ ⩽ e−

1−ν
a

x. (2.7)

Далее для получения представления полугруппы U(x,−A2) воспользуемся рядом

U(x,−A2)u(t) =

∞∑
n=0

xn

n!
(−A2)

nu(t), (2.8)

где

(−A2)
nu(t) =

{
(1−ν)nγ2n

an(n−1)!

∫ t
0 e

−γssn−1u(t− s)ds, n = 1, 2, ...;

I, n = 0.
(2.9)

I-тождественный оператор.
Это дает оценку

∥An
2u∥ ⩽ (1− ν)nγ2n

an(n− 1)!

∞∫
0

e−γssn−1ds∥u∥ = (
1− ν

a
)nγn∥u∥. (2.10)
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Оценивая полугруппу (2.8), используя (2.9), получаем оценку

∥U(x,−A2)u∥ ⩽ ∥u∥
∞∑
n=0

(
1− ν

a
)n
γnxn

n!
= e

(1−ν)γ

a
x∥u∥. (2.11)

Теперь нетрудно видеть, что из (2.7) и (2.11) следует оценка

∥U(x,−A)∥ ⩽ ∥U(x,−A1)∥∥U(x,−A2)∥ ⩽ exp[−(1− ν)(1− γ)

a
]. (2.12)

Далее, пользуясь (2.9) в (2.8), получаем представление

U(x,−A2)u(t) = u(t) +
∞∑
n=1

(1− ν)nγ2nxn

an(n− 1)!n!

t∫
0

e−γssn−1u(t− s)ds =

= u(t) +

t∫
0

(

∞∑
n=1

(1− ν)nγ2nxnsn−1

an(n− 1)!n!
)e−γsu(t− s)ds =

= u(t) + x
1− ν

a
γ2

t∫
0

(

∞∑
m=0

[
√

1−ν
a xsγ]2m

m!(m+ 1)!
)e−γsu(t− s)ds =

u(t) + x
1− ν

a
γ2

t∫
0

e−γsI1(2γ

√
1− ν

a
xs)u(t− s)ds.

Здесь мы воспользовались соответствующим представлением функции Бесселя I1(z) первого
рода (см [7] с.642).

Теперь, пользуясь (2.6), получаем выражение для композиции полугрупп

U(x,−A)u(t) = U(x,−A1)U(x,−A2)u(t) =

= e−
1−ν
a

x

{
u(t− ν

ax) + (1− ν
a )γ

2x, s ⩽ t− ν
ax;∫ t− ν

a
x

0 I1(2γ
√

1−ν
a xs)e−γsu(t− ν

ax− s)ds, 0, t− ν
ax ⩾ 0.

(2.13)

Используя (2.10) в (1.5) получаем представление для градиента решения задачи (1)-(3)

φ(t) = A
1
2 q(t) =

1

π
A

∞∫
0

s−
1
2U(s,−A)q(t)ds = 1

π

∞∫
0

s−
1
2U(s,−A)Aq(t)ds. (2.14)

В последнем равенстве учтено условие q(0) = 0. Из (2.14), (2.11) и (2.7), в частности для
q ∈ D(A) следует оценка

∥φ∥ ⩽ 1

π
∥Aq∥

∞∫
0

s−
1
2 e−

(1−ν)(1−γ)
a

sds = (
a

π(1− ν)(1− γ)
)
1
2 ∥Aq∥. (2.15)

Справедливо следующее утверждение
Теорема. Задача (1)-(3) имеет единственное решение, которое представимо в виде

p(t, x) =
x

2
√
π

∞∫
0

s−
3
2 e−

x2

4s U(s,−A)q(t)ds. (2.16)
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Доказательство следует из теоремы С. Г. Крейна ([5] с.324) о представлении обобщенного
решения задачи (1.1)-(1.2) в виде

p(x) = U(x, (−A)
1
2 )q, (2.17)

где полугруппа U(x, (−A)
1
2 ) имеет вид

U(x, (−A)
1
2 )q =

x

2
√
π

∞∫
0

s−
3
2 e−

x2

4s U(s,−A)q(t)ds.

(см.[4] с.358). Кроме того для решения задачи (1)-(3) выполняется следующая оценка на
порядок его убывания

sup
t∈[0,∞)

|p(t, x)| ⩽ e[−
(1−ν)(1−γ)

a
]
1
2 x∥q∥. (2.18)

Доказательство следует из оценки на полугруппу ∥U(x,−Aα)∥ ⩽ e−ωαx, (α ∈ (0, 1)), где ω ⩾-
тип полугруппы, приведенной, например, в [6].

3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ПРОЦЕДУРА

Таким образом, вычисление функции φ(t) = A
1
2 q(t), в соответствии с (2.14), сводится к

последовательности следующих шагов:
1. Вычисление функции

Aq(t) =
ν

a
q′(t)− 1− ν

a
q(t) +A2q(t). (3.1)

Это равенство показывает, что первое слагаемое содержит некорректную по Ж.Адамару опе-
рацию в силу неограниченности оператора дифференцирования. Это приводит к согласова-
нию шага интерполирования h с погрешностью ε для исходных данных q. Так, согласно [3]
с.92, в случае определения производной q′(t0) ≈ q(t0+h)−q(t0)

h должно выполняться соотноше-
ние h = 2

√
Mε, где M = maxξ∈R+ |q′′(ξ)|.

2. Заключительная вычислительная операция функции φ(t) = A− 1
2Aq(t) является кор-

ректной, в силу ограниченности оператора A− 1
2 , следующего из представления [5] с. 150

A− 1
2u =

1√
π

∞∫
0

s−
1
2U(s,−A)uds (3.2)

и оценки

∥A− 1
2u∥ ⩽ 1√

π

∞∫
0

s−
1
2 ∥U(s,−A)u∥ds ⩽

⩽ ∥u∥√
π

∞∫
0

s−
1
2 exp[−(1− ν)(1− γ)

a
s]ds =

a

(1− ν)(1− γ)
∥u∥. (3.3)
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