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Аннотация: в работе исследуется смешанная задача для уравнения первого порядка
с инволюцией и потенциалом специального вида на минимальном графе из двух ребер,
одно из которых образует цикл. При этом на начальные данные задачи накладывают-
ся минимальные требования гладкости и условия, которые являются естественными для
существования классического решения. Условие симметричности потенциала позволяет
просуммировать формальное решение, найденное методом Фурье, и получить явное ана-
литическое представление для решения задачи, подобное формуле Даламбера для урав-
нения колебания струны. Кроме того, эта задача является вспомогательной (эталонной)
для задачи с произвольным потенциалом.

Ключевые слова: инволюция, функционально-дифференциальный оператор, сме-
шанная задача, метод Фурье, геометрический граф.

EXPLICIT SOLUTION OF A MIXED PROBLEM WITH
INVOLUTION ON GRAPHS

M. S. Burlutskaya

Abstract: we study the mixed problem with involution and the potential of a special
kind at the simplest graph of the two edges, one of which forms a cycle. At that, minimum
requirements smoothness of the initial data and the conditions that are natural for the existence
of classical solutions are imposed. Condition of symmetry of potential allows summarize formal
solution, found by the Fourier method, and obtain an explicit analytic representation for the
solution of the problem, like D’Alembert formula for the string vibration equation. Moreover,
this problem is an auxiliary (reference) for the problem with an arbitrary potential.

Keywords: involution, functional differential operator, mixed problem, Fourier method,
geometric graph.

Рассматривается простейший геометрический граф Γ = {γ1, γ2} из двух ребер: ребро γ1
образует цикл-петлю, а γ2 примыкает к нему. Ребра графа параметризованы отрезком [0, 1].
На Γ исследуется смешанная задача, определяемая в соответствии с векторным подходом
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(см. [1]) как задача в пространстве вектор-функций u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))
T (T — знак

транспонирования):

∂u1(x, t)

∂t
=
∂u1(x, t)

∂x
, (1)

1

i

∂u2(x, t)

∂t
=
∂u2(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1−x

+ q(x)u2(x, t), (2)

u1(0, t) = u1(1, t) = u2(0, t), (3)
u1(x, 0) = φ1(x), u2(x, 0) = φ2(x). (4)

Предполагаем выполненными требования: q(x) ∈ C[0, 1], вещественная и удовлетворяет усло-
вию

q(x) = q(1− x), (5)

φk(x) ∈ C1[0, 1], и

φ1(0) = φ1(1) = φ2(0), φ′
1(0) = φ′

1(1), φ′
2(1) + q(0)φ2(0) + iφ′

1(0) = 0. (6)

Решение ищется в классе вектор-функций непрерывно дифференцируемых по обеим пе-
ременным в полосе [0, 1]× (−∞,+∞). Краевые условия (3) обеспечивают непрерывность ре-
шения задачи в узле графа. Условия (6) являются естественными для существования клас-
сического решения. Условие (5) навеяно поиском частного решения уравнений (1)–(2) в виде
u(x, t) = (y1(x)T (t), y2(x)T (t))

T (T (t) одна и та же в обеих компонентах u(x, t)). Оно позволяет
просуммировать формальное решение задачи (1)–(4), найденное методом Фурье, и получить,
тем самым, явное выражение для решения, подобное формуле Даламбера для уравнения
колебания струны. Более того, задача (1)–(4) с условием (5) является вспомогательной (эта-
лонной) для задачи с произвольным потенциалом q(x) ∈ C1[0, 1]. Здесь также используются
приемы из [2].

Смешанные задачи на графах (пространственных сетях) рассматривались для волнового
уравнения ([3], [4], [5]) и в различных моделях, приводящих к задаче Штурма-Лиувилля ([6],
[7], [8]).

В данной работе исследуется смешанная задача для уравнения первого порядка на графе
минимальной структуры, что упрощает вычисления, но служит базой для построения других
моделей. В [9] показано, что на ребре-цикле простейшим оператором можно взять оператор
дифференцирования, а на ребре, примыкающем к циклу, оператор дифференцирования за-
давать нельзя (соответствующая краевая задача оказывается нерегулярной). Если же на γ2
рассматривать функционально-дифференциальный оператор с инволюцией, то регулярность
имеет место. Поэтому простейшим уравнением на ребре γ2 оказывается уравнение, содер-
жащее инволюцию ν(x) = 1 − x. Соответствующая спектральная задача, хотя и является
системой первого порядка, сводится к исследованию уравнения Дирака, что в случае произ-
вольного потенциала приводит к определенным трудностям [10].

Схема решения этой задачи в случае потенциала более общего вида приводится в [11].
Смешанные задачи с инволюцией на отрезке изучались, например, в работах [12], [13].

1. РЕШЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Согласно методу Фурье соответствующая (1)–(4) спектральная задача есть

Ly = λy, y = (y1, y2)
T ,

где L есть следующий дифференциальный оператор

Ly =
(
−iy1′(x), y2′(1− x) + q(x)y2(x)

)T
, y1(0) = y1(1) = y2(0). (7)
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Для получения формул для собственных значений и собственных функций оператора L
исследуем сначала уравнение

y′(1− x) + q(x)y(x) = λy(x), (8)

где y(x) — скалярная функция.

Лемма 1. Уравнение (8) эквивалентно системе Дирака

Bz′(x) + P (x)z(x) = λz(x), (9)

где z(x) = (z1(x), z2(x))
T , B =

(
0 −1
1 0

)
, P (x) =

(
q(x) 0
0 q(1− x)

)
= q(x)E (E — единичная

матрица), с условием
z1(1/2) = z2(1/2), (10)

при этом z1(x) = y(x), z2(x) = y(1− x).

Доказательство. Пусть y(x) удовлетворяет (8). Рассмотрим вместе с (8) уравнение, в
котором заменим x на 1 − x. Положив в полученной системе z = (z1, z2)

T , где z1(x) = y(x),
z2(x) = y(1− x), придем к (9)–(10).

Обратно, пусть z(x) удовлетворяет (9)–(10). Заменив в (9) x на 1 − x, получим снова
уравнение (9) относительно u(x) = (u1(x), u2(x))

T , где u1(x) = z2(1 − x), u2(x) = z1(1 − x).
При этом u1(1/2) = z2(1/2) = z1(1/2) = u2(1/2). В силу единственности задачи Коши имеем
u(x) ≡ z(x), откуда z1(x) = z2(1 − x). Тогда из первого уравнения в (9) получим уравнение
(8), в котором y(x) = z1(x). Лемма доказана. □

Приведя матрицу B к диагональному виду с помощью преобразования Γ−1B−1Γ = D, где

D = diag(−i, i), Γ =

(
1 −i
−i 1

)
, и выполнив в (9) замену z(x) = Γu(x), u(x) = (u1(x), u2(x))

T ,
получим систему:

u′(x) + q(x)Du(x) = λDu(x). (11)

Система (11) распадается на два уравнения:

u′1(x)− iq(x)u1(x) = −λiu1(x), u′2(x) + iq(x)u2(x) = λiu2(x),

решая которые, получим, что общее решение системы (9) имеет вид z(x) = ΓV (x, λ)c, где
V (x, λ) = diag

(
u1(x)e

−λix, u2(x)e
λix
)
,

u1(x) = exp

(
i
x∫
0

q(t)dt

)
, u2(x) = exp

(
−i

x∫
0

q(t)dt

)
, c = (c1, c2)

T , ck — произвольные постоян-

ные. Подчинив его условию (10) и воспользовавшись леммой 1, получим следующее утвер-
ждение.

Лемма 2. Общее решение уравнения (8) имеет вид y(x, λ) = g(x, λ)c, где g(x, λ) = u2(1 −
x)eλi(1−x) − iu2(x)e

λix, c — произвольная постоянная.

Таким образом, решением спектральной задачи Ly = λy является вектор-функция y(x) =
(c1e

λix, c2g(x, λ))
T (c1, c2 - произвольные постоянные, g(x, λ) из леммы 2), удовлетворяющая

краевым условиям в (7), откуда следует, что уравнение для собственных значений есть∣∣∣∣1− eλi 0
1 g(0, λ)

∣∣∣∣ = 0, или

(1− eλi)g(0, λ) = 0. (12)
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Теорема 1. Если a = π
2 +

1∫
0

q(t)dt не кратно 2π, то собственные значения оператора L

простые и образуют две серии:

λ′n = 2πn, λ′′n = a+ 2πn (n = 0,±1,±2, . . .).

При этом все собственные значения оператора L вещественные. Соответствующие соб-
ственные функции есть

y′n(x) =

(
e2nπix,

g(x, λ′n)

u2(1)− i

)T

, y′′n(x) =
(
0, g(x, λ′′n)

)T
.

Доказательство. Из леммы 2 и (12) следует очевидным образом вид собственных значений.
Найдем собственные функции y(x) = (c1e

λix, c2g(x, λ))
T . Из краевых условий в (7) имеем

c1 = c1e
λi, c1 = c2g(0, λ).

Пусть λ = λ′n. Так как g(0, λ′n) = u2(1) − i ̸= 0, то полагая c1 = 1, получим c2 = 1
u2(1)−i ,

откуда следует первая серия собственных функций.
Пусть теперь λ = λ′′n. Тогда g(0, λ′′n) = 0, откуда c1 = 0. Тем самым, полагая c2 = 1,

получим вторую серию собственных функций. □
Замечание. Функция g(x, λ) обладает следующими свойствами [11]:

1) (g(x, λ), g(x, λ)) = 2;
2) системы {g(x, λ′n)} и {g(x, λ′′n)} полны в L2[0, 1]

(здесь и далее (·, ·) означает скалярное произведение в L2[0, 1] или L2
2[0, 1] в зависимости от

рассматриваемых функций).
Для сопряженного оператора нетрудно доказать следующие утверждения.

Лемма 3. Сопряженный оператор L∗ имеет вид

L∗z = Lz, z2(0) = z1(1)− z1(0) + iz2(1) = 0,

где z = z(x) = (z1(x), z2(x))
T .

Теорема 2. Сопряженный оператор L∗ имеет те же собственные значения, что и опера-
тор L. Соответствующие собственные функции есть

z′n(x) =
(
e2nπix, 0

)T
, z′′n(x) =

(
eλ

′′
nix,

1− eai

2i
g(x, λ′′n)

)T

.

Лемма 4. Системы {y′n(x)} ∪ {y′′n(x)} и {z′n(x)} ∪ {z′′n(x)} образуют полные системы в про-
странстве вектор-функций L2

2[0, 1].

Доказательство Установим полноту системы {y′n(x)} ∪ {y′′n(x)}. Пусть функция f =
(f1, f2)

T ∈ L2
2[0, 1] ортогональна ей, т.е. выполняются соотношения

(e2nπix, f1) +
1

u2(1)− i
(g(x, λ′n), f2) = 0, (g(x, λ′′n), f2) = 0.

В силу полноты системы {g(x, λ′′n)} f2(x) = 0 п.в. Тогда из первого соотношения следует
(f1, e

2nπix) = 0, откуда в силу полноты тригонометрической системы f1(x) = 0 п.в. Аналогич-
но, доказывается полнота системы {z′n(x)} ∪ {z′′n(x)}. □
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Теорема 3. Если φ(x) = (φ1(x), φ2(x))
T удовлетворяет условиям φj(x) ∈ C1[0, 1] и φ1(0) =

φ1(1) = φ2(0), то φ(x) разлагается в ряд Фурье

φ(x) =

+∞∑
n=−∞

(
φ, z′n

)
y′n(x) + γ−1

+∞∑
n=−∞

(
φ, z′′n

)
y′′n(x), (13)

где γ = i(1− e−ai), и ряды в (13) сходятся абсолютно и равномерно на отрезке [0, 1].

Доказательство. Рассмотрим ряд Фурье∑
c′ny

′
n(x) +

∑
c′′ny

′′
n(x),

где c′n = (φ,z′n(x))
(y′n(x),z

′
n(x))

, c′′n = (φ,z′′n(x))
(y′′n(x),z

′′
n(x))

. Имеем (y′n(x), z
′
n(x)) = (e2πnix, e2πnix) = 1,

(y′′n(x), z
′′
n(x)) =

(
g(x, λ′′n),

1−eai

2i g(x, λ′′n)
)

= −1−e−ai

2i 2 = e−ai−1
i = γ. Далее (φ, z′n(x)) =

1
λ′
n
(φ,L∗z′n(x)) = 1

λ′
n
(g, z′n(x)), где g = Lφ ∈ L2[0, 1]. Обозначим через αn любые чис-

ла, удовлетворяющие условию
∑

|αn|2 < ∞. Имеем (g, z′n(x)) = (g1, e
2πnix) = αn (так

как это коэффициенты Фурье функции g1 по тригонометрической системе). Аналогично
(g, z′′n(x)) = (g1, e

λ′′
nix) + (g2,

1−eai

2i g(x, λ′′n)) = (e−aixg1, e
2πnix) + 1

2γ(g2, g(x, λ
′′
n)) = αn.

Таким образом, в силу того, что 1
λn

= O(1/n), коэффициенты Фурье имеют оценку αn
n .

Учитывая, что y′n(x), y′′n(x) ограничены, получаем абсолютную и равномерную сходимость
рядов в (13) . □

2. РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ

Формальное решение смешанной задачи (1)–(4) представляется рядом

u(x, t) =
+∞∑

n=−∞
c′ny

′
n(x)e

λ′
nit +

+∞∑
n=−∞

c′′ny
′′
n(x)e

λ′′
nit.

Из условия (4) при t = 0 имеем

u(x, 0) = φ(x) =

+∞∑
n=−∞

c′ny
′
n(x) +

+∞∑
n=−∞

c′′ny
′′
n(x), (14)

а по теореме 3 c′n = (φ, z′n(x)), c′′n = 1
γ (φ, z′′n(x)). Отсюда c′n = (φ1, e

λ′
nix), c′′n =

1
γ

[(
φ1, e

λ′′
nix
)
+
(
φ2,

1−eai

2i g(x, λ′′n)
)]

= 1
γ (φ1, e

λ′′
nix) + 1

2

(
φ2, g(x, λ

′′
n)
)
.

Таким образом, для формального решения u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))
T имеем следующую

формулу:

u1(x, t) =

+∞∑
n=−∞

(φ1, e
λ′
nix)eλ

′
nixeλ

′
nit, (15)

u2(x, t) =
1

u2(1)−i

+∞∑
n=−∞

(φ1, e
λ′
nix)g(x, λ′n)e

λ′
nit+

+ 1
γ

+∞∑
n=−∞

[
(φ1, e

λ′′
nix) + γ

2

(
φ2, g(x, λ

′′
n)
]
g(x, λ′′n)e

λ′′
nit.

(16)

Здесь ряды сходятся абсолютно и равномерно при всех x ∈ [0, 1] и t ∈ (−∞,+∞).
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Лемма 5. Имеет место формула:

u1(x, t) = f1(x+ t), (17)

где f1(x) — периодическая с периодом 1 функция (f1(x) = f1(1 + x)), f1(x) ∈ C1[0, 1] причем
f1(x) = φ1(x) при x ∈ [0, 1].

Доказательство. Положим f1(x) =
n=∞∑
n=−∞

(φ1, e
2nπix)e2nπix, x ∈ (−∞,+∞). Из (14)

следует, что при x ∈ [0, 1] φ1(x) = f1(x). Таким образом, из (15) имеем u1(x, t) =
n=∞∑
n=−∞

(φ1, e
2nπix)e2nπi(x+t) = f1(x+ t).

Так как по условию φ1(x) ∈ C1[0, 1], φ1(0) = φ1(1), φ′
1(0) = φ′

1(1), то f1(x) ∈ C1[0, 1]. □
Преобразуем теперь компоненты u2(x, t). Из (16) и соотношения u2(1)−i = i(e−ai−1) = −γ

получим представление

u2(x, t) = −1

γ
Σ1 +

1

γ
Σ2 +

1

2
Σ3, (18)

где

Σ1 =
+∞∑

n=−∞
(φ1, e

λ′
nix)g(x, λ′n)e

λ′
nit,

Σ2 =
+∞∑

n=−∞
(φ1, e

λ′′
nix)g(x, λ′′n)e

λ′′
nit,

Σ3 =
+∞∑

n=−∞
(φ2, g(x, λ

′′
n))g(x, λ

′′
n)e

λ′′
nit.

Лемма 6. Имеет место формула:

Σ1 = u2(1− x)f1(1− x+ t)− iu2(x)f1(x+ t).

Доказательство. Имеем g(x, λ′n) = u2(1− x)e2nπi(1−x) − iu2(x)e
2nπix. Поэтому

Σ1 =
+∞∑

n=−∞
(φ1, e

2nπix)
[
u2(1− x)e2nπi(1−x) − iu2(x)e

2nπix
]
e2nπit =

= u2(1− x)f1(1− x+ t)− iu2(x)f1(x+ t). □

Лемма 7. Имеет место формула:

Σ2 = [p(1− x)f2(1− x+ t)− ip(x)f2(x+ t)] eiat,

f2(x) = f2(1 + x) (x ∈ R \ Z), причем f2(x) = φ1(x)e
−iax при x ∈ [0, 1], а p(x) = u2(x)e

iax.

Доказательство. Имеем (φ1, e
λ′′
nix) = (φ1e

−iax, e2nπix). Тогда

Σ2 =
+∞∑

n=−∞
(φ1e

−iax, e2nπix)
[
u2(1− x)e2nπi(1−x)eia(1−x) −

−iu2(x)e2nπixeiax
]
e2nπiteiat =

=

[
u2(1− x)eia(1−x)

+∞∑
n=−∞

(φ1e
−iax, e2nπix)e2nπi(1−x+t) −

− iu2(x)e
iax

+∞∑
n=−∞

(φ1e
−iax, e2nπix)e2nπi(x+t)

]
eiat =

= [p(1− x)f2(1− x+ t)− ip(x)f2(x+ t)] eiat. □

Замечание. Функция f2(x), вообще говоря, разрывна при x ∈ Z.
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Лемма 8. Имеет место формула:

Σ3 = [p(1− x)f3(1− x+ t)− ip(x)f3(x+ t)] eiat,

где f3(x) = f3(1 + x) (x ∈ R \ Z), причем f3(x) = u1(x)e
−iax[φ2(1− x) + iφ2(x)] при x ∈ [0, 1].

Доказательство. Имеем

(φ2, g(x, λ
′′
n)) = (φ2(x), u2(1− x)eia(1−x)e2nπi(1−x) − iu2(x)e

iaxe2nπix) =
= (φ2(1− x), u2(x)e

iaxe2nπix) + i(φ2(x), u2(x)e
iaxe2nπix) =

= (φ2(1− x)u2(x)e
−iax + iφ2(x)u2(x)e

−iax, e2nπix) =

= (u2(x)e
−iax[φ2(1− x) + iφ2(x)], e

2nπix).

Поэтому, так как u2(x) = u1(x),

Σ3 =
+∞∑

n=−∞
(u1(x)e

−iax[φ2(1− x) + iφ2(x)], e
2nπix)

[
u2(1− x)e2nπi(1−x)eia(1−x) −

−iu2(x)e2nπixeiax
]
e2nπiteiat =

= [p(1− x)f3(1− x+ t)− ip(x)f3(x+ t)] eiat. □

Замечание. Функция f3(x), вообще говоря, разрывна при x ∈ Z.

Лемма 9. Имеет место формула:

u2(x, t) =
1
γ [u2(1− x)f1(1− x+ t)− iu2(x)f1(x+ t)]+

+ [p(1− x)f4(1− x+ t)− ip(x)f4(x+ t)] eiat,
(19)

где f4(x) = 1
γ f2(x) +

1
2f3(x). Функция f4(x) является непрерывно дифференцируемой при

x ∈ (−∞,+∞) и периодической с периодом 1.

Доказательство. Имеем

1
γΣ2 +

1
2Σ3 =

1
γ [p(1− x)f2(1− x+ t)− ip(x)f2(x+ t)] eiat+

+1
2 [p(1− x)f3(1− x+ t)− ip(x)f3(x+ t)] eiat =
= [p(1− x)f4(1− x+ t)− ip(x)f4(x+ t)] eiat.

Отсюда, из (18) и лемм 6–8 следует (19).
Периодичность функции f4(x) при x ∈ R \ Z следует из периодичности на этом множе-

стве функций f2(x) и f3(x). Отсюда же следует непрерывная дифференцируемость f4(x) при
x ∈ R \ Z. Поэтому для доказательства непрерывности f4(x) и f ′4(x) достаточно доказать
соотношения

f4(0 + 0) = f4(1− 0), (20)
f ′4(0 + 0) = f ′4(1− 0). (21)

Имеем f2(0 + 0) = φ1(0), f2(1 − 0) = φ1(1)e
−ai, f3(0 + 0) = u1(0)[φ2(1) + iφ2(0)], f3(1 − 0) =

u1(1)e
−ai[φ2(0) + iφ2(1)]. Так как φ1(0) = φ1(1) = φ2(0), u1(0) = 1, u1(1) = ei(a−π/2) = −ieai,

то
f4(0 + 0) = 1

γφ1(0) +
1
2 [φ2(1) + iφ1(0)] = φ1(0)

[
1
γ + i

2

]
+ 1

2 φ2(1),

f4(1− 0) = 1
γφ1(0)e

−ai − i12e
aie−ai[φ2(0) + iφ2(1)] = φ1(0)

[
e−ai

γ − i
2

]
+ 1

2 φ2(1),

где γ = e−ai−1
i , или 1− e−ai = −γi, откуда получаем:

f4(0 + 0)− f4(1− 0) = φ1(0)

[
1− e−ai

γ
+ i

]
= φ1(0)

[
−γi
γ

+ i

]
= 0,
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что доказывает (20). Далее преобразуем f4(x) следующим образом

f4(x)e
aix =

1

γ
φ1(x) +

1

2
u1(x)ψ(x), где ψ(x) = φ2(1− x) + iφ2(x).

Дифференцируя это соотношение, получим

f ′4(x)e
aix + aif4(x)e

aix =
1

γ
φ′
1(x) +

1

2
iq(x)u1(x)ψ(x) +

1

2
u1(x)ψ

′(x). (22)

Перейдем в (22) к пределу при x→ 0 + 0 и x→ 1− 0 (учитывая непрерывность входящих в
(22) функций):

f ′4(0 + 0) + aif4(0) =
1

γ
φ′
1(0) +

1

2
iq(0)u1(0)ψ(0) +

1

2
u1(0)ψ

′(0), (23)

f ′4(1− 0)eai + aif4(1)e
ai =

1

γ
φ′
1(1) +

1

2
iq(1)u1(1)ψ(1) +

1

2
u1(1)ψ

′(1). (24)

В силу использованных ранее соотношений и равенства q(0) = q(1), из (23) и (24) получим:

f ′4(0 + 0)− f ′4(1− 0) = 1
γ (1− e−ai)φ′

1(0)+

+1
2 iq(0)[ψ(0) + iψ(1)] + 1

2 [ψ
′(0) + iψ′(1)].

(25)

Далее имеем 1−e−ai = −γi, ψ(0)+ iψ(1) = φ2(1)+ i+ iφ2(0)−φ2(1) = 2iφ2(0), ψ′(0)+ iψ′(1) =
−φ′

2(1)+iφ
′
2(0)−iφ′

2(0)−φ′
2(1) = −2φ′

2(1). Таким образом, из (25) в силу условия в (6) следует

f ′4(0 + 0)− f ′4(1− 0) = −iφ′
1(0) + i2q(0)φ2(0)− φ′

2(1) =
−iφ′

1(0)− q(0)φ2(0)− φ′
2(1) = 0,

что и доказывает (21). □
Замечание. Условия (6) естественным образом следуют из постановки задачи. В самом

деле, пусть классическое решение задачи существует, т.е справедливы равенства (1)–(4). Из
(4) при t = 0 получаем φ1(0) = φ1(1) = φ2(0). Из (1) имеем u′1t(0, t) = u′1x(0, t), u

′
1t(1, t) =

u′1x(1, t), а из (3) u′1t(0, t) = u′1t(1, t), откуда получаем u′1x(0, 0) = u′1x(1, 0), и следовательно,
φ′
1(0) = φ′

1(1). Наконец, из (2) при x = 0 и из (3) соответственно имеем:

1
iu

′
2t(0, t) = u′2x(1, t) + q(0)u2(0, t), u′2t(0, t) = u′1t(0, t),

откуда
1

i
u′1t(0, t) = u′2x(1, t) + q(0)u2(0, t),

что при t = 0 дает 1
i u

′
1t(0, 0) = u′2x(1, 0) + q(0)u2(0, 0), и, следовательно,

−iφ′
1(0) = φ′

2(1) + q(0)φ2(0).

Теорема 4. Если q(x) ∈ C[0, 1], вещественная и q(x) = q(1 − x), φk(x) ∈ C1[0, 1] и удо-
влетворяют условиям (6), то классическое решение задачи (1)–(4) существует и имеет
вид u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t))

T , где u1(x, t) и u2(x, t) определяются формулами (17), (19)
соответственно.

Доказательство. Действительно, в силу лемм 5, 9 u1(x, t) и u2(x, t), а следовательно, и
u(x, t) непрерывно дифференцируемы по x и t в области [0, 1]×(−∞,+∞). Непосредственной
подстановкой можно убедиться, что u(x, t) удовлетворяет (1)–(4). □
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