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Аннотация: в работе предложен метод декомпозиции векторного поля динамической
системы на основе построения оператора гомотопии. При этом векторное поле декомпози-
руется на точную компонент, соответствующую градиентному векторному полю, и анти-
точную компоненту. В случае линейной динамической системы декомпозиция приводит
компонентам, соответствующим представлениям с симметричной и кососимметричной
матрицами. Предложен метод SVD для определения эквивалентности векторных полей.
Метод может быть использован при конструировании систем управления динамически-
ми системами для исследования устойчивости. Использование вышеизложенного метода
декомпозиции для автономных динамических систем, описываемых дифференциальны-
ми уравнениями первого порядка, позволяет сформировать такую функцию Лагранжа,
что уравнения Эйлера-Лагранжа будут соответствовать исходным дифференциальным
уравнениям.

Ключевые слова: декомпозиция векторного поля, динамическая система, декомпо-
зиция Ходжа-Гельмгольца, оператор гомотопии.

DECOMPOSITION OF THE VECTOR FIELD OF DYNAMICAL
SYSTEM BY CONSTRUCTING A HOMOTOPY OPERATOR

S. N. Chukanov, D. V. Ulyanov

Abstract: a method for decomposing a vector field of a dynamical system based on the
construction of homotopy operator is proposed in this paper. The vector field is decomposed
on the exact component corresponding to the gradient vector field, and anti-exact component.
In the case of a linear dynamic system the decomposition leads to components, corresponding
representations of the symmetric and skew-symmetric matrices. SVD method is proposed for
determining the equivalence of vector fields. The method can be used to construct systems
of dynamic systems. The method can be used to construct systems of dynamic systems for
the study of system stability. The use of the foregoing decomposition method for autonomous
dynamical systems described by first order differential equations, allows to form the Lagrangian
that Euler-Lagrange equations will correspond the original differential equations.

Keywords: decomposition of the vector field, the dynamical system, Hodge-Helmholtz
decomposition, operator of homotopy.

ВВЕДЕНИЕ

В 3-мерной теории поля известно разложение Гельмгольца векторного поля f (x) ∈ R3

на безвихревое (потенциальное) поле и бездивергентное (соленоидальное) поле [1, 2]: f (x) =
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gradφ (x) + rotA (x) + v (x); div f = ∆φ; div v = 0; rot v = 0; где A (x) — векторный
потенциал: div A = 0; φ (x) = A0 — скалярный потенциал. Граничные условия: вектор-
ное поле ∇φ — нормальное к границе ∂Ω области Ω , векторное поле ∇ × A касательное
к границе ∂Ω. Можно выбрать такую калибровку потенциала A (x), что v (x) будет равен
нулю. Декомпозиция Гельмгольца может быть записана с использованием оператора Ходжа,
который в евклидовом пространстве форме: ω = (k!)−1Fi1...ikdx

i1 ∧ . . . ∧ dxik сопоставляет
форму: ∗ω = ((n− k)!)−1 F̄j1...jn−k

dxj1 ∧ . . . ∧ dxjn−k ; где F̄j1...jn−k
— тензор дуальный тензо-

ру Fi1...ik : F̄j1...jn−k
= εj1...jn−k,i1...ikFi1...ik . Декомпозиция Ходжа-Гельмгольца имеет вид [2, 3]:

f (x) = dφ (x)+∗dA (x)+v (x); ∗d∗v (x) = 0; ∗dv (x) = 0. Однако при n > 4 оператор Ходжа
1-формам сопоставляет k-формы со значением k > 3; декомпозиция Ходжа-Гельмгольца при
этом некорректна (например, при размерности пространства n = 5вектору A (x), как тензору
типа (1, 0), будет сопоставлен тензор ∗dA (x)типа (n− (1 + 1), 0) = (3, 0)), который не явля-
ется вектором). Поэтому построение алгоритмов декомпозиции, аналогичной декомпозиции
Ходжа-Гельмгольца, для дифференциальных форм при n > 4 является актуальной задачей.

ДЕКОМПОЗИЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ ẋ = f (x)

Для динамической системы сформируем векторное поле X = f (x) ∂
∂x и соответствующую

дифференциальную форму ω = f (x) dx в дуальном базисе:
⟨
dxi, ∂/∂xj

⟩
= δij . Построим

из векторного поля скалярный потенциал применением оператора гомотопии с центром в
x0 ≡ 0для формы ω = f (x) dx:

H (ω) =

1∫
0

(
x
∂

∂x

)
| (f (λx) dx) dλ =

1∫
0

xT f (λx) · dλ; (1)

оператор гомотопии H удовлетворяет тождеству ω = d (Hω) +Hdω.
Рассмотрим элементы метода оператора гомотопии в соответствии с [4, 8]. Обозначим

элементы тангенциального векторного пространства в точке x ∈ Rn для любого цело-

го ∀n > 1 : X (x) =
n∑
i=1

fi (x)
∂
∂xi

(x); fi ∈ R; элементы котангенциального пространства

(дифференциальные формы): ω (x) =
n∑
i=1

ωi (x) dxi, ωi ∈ R. Для дифференциальных форм

можно ввести дифференциальный оператор d со свойствами: (1) d
(
ω1 + ω2

)
= dω1 + dω2;

(2) dφ = ω (x) = ∂φ
∂xi
dxi; (3) d (dω) = 0; и оператор | внутреннего произведения век-

торного и ковекторного поля X |ω со свойствами: (1) X | f = 0 (2) X |ω = ω (X)
(3)X |

(
ω1 + ω2

)
= X |ω1 +X |ω2. Построим оператор гомотопии H - линейный оператор,

действующий на форму ω (x): (Hω) (x) =
1∫
0

((
xi − x0i

)
∂
∂xi

)
|ω (λx) · λk−1dλ; k = deg (ω).

При k = 1;x0 ≡ 0: (Hω) (x) =
1∫
0

(
xi

∂
∂xi

)
|ω (λx) dλ. Свойства оператора гомотопии: (1)

dH + Hd = I; (2) (H (Hω)) (xi) = 0; (Hω)
(
x0i
)
= 0; (3)

(
xi

∂
∂xi

)
| H = 0. Первый член разло-

жения формы ω = d (Hω) + Hdω = ωe + ωa: точная формаωe = d (Hω) является замкнутой:
dωe = d (d (Hω)) = 0; форма ωa = Hdω является антиточной. Для случая ω = dφ получим:
(Hdφ) (x) = φ (x)− φ (x0).

Первый член разложения — является точной формой ωe = d (Hω) = d

(
1∫
0

xT f (λx) · dλ
)

,

следовательно является замкнутой формой: dωe = d (d (Hω)) = 0. Если считать φ (x) = Hω (x)
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скалярным потенциалом, то потенциальное векторное поле φ′
x
∂
∂x является дуальным форме

ωe = d (Hω) = φ′
xdx.

Второй член разложения ωa – является антиточной формой (по терминологии [4]) ωa =
ω − ωe = ω − d (Hω) = Hdω, причем Hωa = H(Hdω) = 0.

Пример 1. Рассмотрим пример декомпозиции векторного поля динамической системы,
заданной соотношениями:

ẋ1 = x2 − 0,1 · x31;
ẋ2 = −x1 − 0,1 · x32.

Построим дуальную дифференциальную форму: ω =
(
x2 − 0, 1 · x31

)
dx1 +(

−x1 − 0, 1 · x32
)
dx2, к которой применим оператор гомотопии с x0 ≡ 0:

H(ω) =

1∫
0

[(
x2 − 0,1 · (λx1)3

)
λx1 +

(
−x1 − 0,1 · (λx2)3

)
λx2

]
· dλ = −0,025

(
x41 + x42

)
.

Тогда точная форма равна: ωe = d (Hω) = d
(
−0,025

(
x41 + x42

))
= −0,1x31dx1 − 0,1x32dx2;

и соответствующее дуальное потенциальное векторное поле: Xe = −0,1x31 ∂
∂x1
− 0,1x32

∂
∂x2

для
скалярного потенциала φ (x) = H (ω (x)) = −0,025

(
x41 + x42

)
.

Антиточная форма: ωa = ω − ωe =
(
x2 − 0,1x31

)
dx1 +

(
−x1 − 0,1x32

)
dx2 + 0,1x31dx1 +

0,1x32dx2 = x2dx1−x1dx2; и соответствующее дуальное векторное поле Xe = x2
∂
∂x1
−x1 ∂

∂x2
. □

Пример 2. Рассмотрим пример динамических уравнений для компонент вектора угловой
скорости x = (x1, x2, x3)

T при вращательном движении твердого тела с главными компо-
нентами тензора инерции и при действии на твердое тело управляющего вектора момента
m = (−0,1 · x1,−0,1 · x2,−0,1 · x3)T :

100ẋ1 = 20x2x3 − 0,1 · x1;
80ẋ2 = −40x1x3 − 0,1 · x2;
60ẋ3 = 20x1x2 − 0,1 · x3.

Построим дуальную дифференциальную форму: ω = (20x2x3 − 0,1 · x1) dx1 +
(−40x1x3 − 0,1 · x2) dx2 + (20x1x2 − 0,1 · x3) dx3, к которой применим оператор гомотопии с
x0 ≡ 0: φ (x) = H (ω (x)) = −0,05

(
x21 + x22 + x23

)
. Отсюда точная форма: ωe = d (Hω) =

d
(
−0,05

(
x21 + x22 + x23

))
= −0,1x1dx1 − 0,1x2dx2 − 0,1x3dx3; и соответствующее дуальное по-

тенциальное векторное поле: Xe = −0,1x1 ∂
∂x1
−0,1x2

∂
∂x2
−0,1x3

∂
∂x3

и векторное поле дуальное
антиточной форме: Xa = 20x2x3

∂
∂x1
− 40x1x3

∂
∂x2

+ 20x1x2
∂
∂x3

. □

ДЕКОМПОЗИЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ ẋ = A (x) · x

В работе [9] показано, что гладкая динамическая система ẋ = f (x) ; f (0) = 0 может пред-

ставлена в форме: ẋ = A (x)·x; A (x) ∈ Rn×n: A = (aij) ; aij (x) =

(
n∑
k=1

x2k

)−1

fi (x)xj , ∥x∥ ̸= 0

В свою очередь, правая часть выражения A (x) ·x может быть декомпозирована в форме:

A (x) · x = (J (x)+R (x)) · x, (2)

где J (x) = 0,5 ·
(
A (x)−A (x)T

)
; R (x) = 0,5 ·

(
A (x) +A (x)T

)
.

Для векторных полей J (x)x ∂
∂x и R (x)x ∂

∂x построим соответствующие дифференциаль-
ные формы в дуальном базисе: ωJ = (J (x)x) dx и ωR = (R (x)x) dx. Применим оператор
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гомотопии с центром x0 ≡ 0 для формы ωJ:

H(ωJ (x)) = H (J (x)xdx) =

1∫
0

(
x
∂

∂x

)
| (J (λx)λxdx) dλ =

1∫
0

xTJ (λx)λxdλ = 0. (3)

Применим оператор гомотопии с центром x0 ≡ 0 для формы ωR:

H(ωR (x)) = H (R (x)xdx) =

1∫
0

(
x
∂

∂x

)
| (R (λx)λxdx) dλ =

1∫
0

xTR (λx)λxdλ. (4)

Так как H(ωJ (x)) = 0, то H(ωA (x)) = H (A (x)xdx) = H (ωR (x)). Следовательно потен-
циальное (градиентное [5]) векторное поле системы:

fg =
∂H(ωR (x))

∂x
; (5)

со скалярным потенциалом φ (x) = H (ωR (x)); тангенциальное векторное поле системы:

ft = A · x− fg = A · x− ∂H(ωR (x))

∂x
. (6)

Если A (x) = A, то H(ωR (x)) =
1∫
0

xTR (λx)λx · dλ = 0,5 · xTRx; потенциальное векторное

поле системы: fg = Rx; тангенциальное векторное поле: ft = Jx.
Пример 3. Рассмотрим пример декомпозиции линейной системы:

ẋ = A · x;A =

 5 2 4
4 7 6
6 8 9

 ;

Применим оператор гомотопии с центром x0 ≡ 0 к симметрической части дуальной диффе-
ренциальной формы и получим скалярный потенциал:

H(ωR (x)) =

1∫
0

(
x
∂

∂x

)
|

 5 3 5
3 7 7
5 7 9

λxdx

 dλ =
1

2
xT

 5 3 5
3 7 7
5 7 9

x = H(ωA (x)) ;

Следовательно потенциальное (градиентное) векторное поле системы:

fg =
∂H(ωR (x))

∂x
=

1∫
0

(
x
∂

∂x

)
|

 5 3 5
3 7 7
5 7 9

λxdx

 dλ = Rx =

 5 3 5
3 7 7
5 7 9

x;

а тангенциальное векторное поле системы:

ft = f − fg = (A−R)x = Jx =

 0 −1 −1
1 0 −1
1 1 0

x.□
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ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ФОРМ ωR

Применим метод SVD (singular-value decomposition) для определения эквивалентности
форм ωR. Для матрицы M ∈ Rm×n существует SVD декомпозиция: M = UΣV∗, где
U,V ∈ Rm×m — унитарные матрицы, Σ ∈ Rm×n — диагональная матрица с неотрицательны-
ми числами. Для матрицы M ∈ Rn×n SVD декомпозиция может быть представлена форме:
M = STΣS = S−1ΣS;S ∈ SO (n). Если значения сингулярные собственные значения σi = Σii
упорядочены: (i > j) ⇒ (σi ⩾ σj), то матрица Σ однозначно определяется матрицей M.

Значения σi определяются из выражения σi (M) =
√
λi (MTM) =

√
λi
(
MMT

)
, где λi (L) —

собственные значения матрицы L.
Если скалярную потенциальную функцию φ (x) динамической системы ẋ = A (x) ·xможно

представить в виде φ (x) = (x− a)TM (x− a)+b;a,b ∈ Rn, то SVD декомпозиция матрицы
M позволяет классифицировать скалярный потенциал на основе определения сингулярных
собственных значений — диагональных элементов матрицы Σ.

Преобразование вектора состояния y = S·x позволяет привести скалярную потенциальную
функцию к диагональной форме:

φ (y) = 0,5 · yTΣy = 0,5 ·
n∑
i=1

σiy
2
i . (7)

Пример 4. Для скалярного потенциала оператора гомотопии из примера 2: φ (x) =

1
2x

T

 5 3 5
3 7 7
5 7 9

x = 1
2

(
5x21 + 6x1x2 + 7x22 + 14x2x3 + 9x23 + 10x1x3

)
получим SVD декомпо-

зицию

φ (x) =
1

2
xT

 5 3 5
3 7 7
5 7 9

x =

=
1

2
xT

−0,374 0,816 −0,441
−0,577 −0,577 −0,577
−0,726 0,039 0,687

15,838 0 0
0 3,774 0
0 0 1,389

−0,374 −0,577 −0,726
0,816 −0,577 0,039
−0,441 −0,577 0,687

x.

При преобразовании вектора состояния: y =

 −0, 374 −0, 577 −0, 726
0, 816 −0, 577 0, 039
−0, 441 −0, 577 0, 687

x полу-

чим потенциальную функцию в диагональной форме φ (y) = 0,5 · yTΣy = 0,5 ·(
1,538y21 + 3,774y22 + 1,389y23

)
и компоненты векторного поля в координатах y = (y1, y2, y3)

T :

(∂φ(y)/∂y1, ∂φ(y)/∂y2, ∂φ(y)/∂y3)
T =

 1,538y1
3,774y2
1,389y3

. □

УСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ ВИДА ẋ = A (x) · x+B · u

Для систем вида ẋ = A (x) ·x+B ·u с управлением u = K ·x, выберем в качестве функции
Ляпунова функцию [6, 7]: V (x) = xT ·P · x > 0; pii > 0; pij,i̸=j = 0;V (0) = 0, для которой

dV/dt = xT
(
(A+BK)T P+P (A+BK)

)
x; (8)
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Если матрица A (x) имеет декомпозицию кососимметрическую и симметрическую части,
полученную с помощью оператора гомотопии, в форме: A (x) = J (x) + R (x), то матрица(
ATP+PA

)
симметрическая, так как матрицы

(
JTP+PJ

)
и
(
RTP+PR

)
- симметриче-

ские и обеспечение устойчивости сводится к нахождению такой матрицы K, которая обеспе-
чит выполнение условия:

xT
(
ATP+PA

)
x < −xT

(
(BK)T P+P (BK)

)
x. (9)

Пример 5. Для системы из примера 2 при P = I и u ∈ R3;B = I получим JTP+PJ = 0;

RTP+PR =

 10 6 10
6 14 10
10 14 18

 и условие (9) выполняется для K =

 −18 0 0
0 −22 0
0 0 −28

, так

как (xi + xj)
2 ⩾ 0;∀xi, xj ∈ R. □

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрен метод декомпозиции векторного поля динамической системы на основе по-
строения оператора гомотопии. Метод декомпозиции на основе построения оператора гомо-
топии имеет преимущество по отношению к методам декомпозиции Гельмгольца и Ходжа-
Гельмгольца в том, что может быть использован к системам любой размерности. Применение
метода декомпозиции на основе построения оператора гомотопии с использование криволи-
нейных координат позволяет применять методы оптимизации преобразованием координат;
предполагается исследование методов оптимизации преобразованием координат в последую-
щих работах. Предложен метод SVD-декомпозиции для определения эквивалентности вектор-
ных полей. Метод может быть использован для построения функций Ляпунова динамических
систем.
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