
УДК 517.9

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЙ ЖИДКОСТИ
ПОСРЕДСТВОМ РЕДУЦИРОВАННЫХ УРАВНЕНИЙ∗

Ю. И. Сапронов, А. П. Карпова, В. В. Конев, А. С. Коротких

Воронежский государственный университет

Поступила в редакцию 27.02.2014 г.

Аннотация: известно, что ряд подходов к построению приближенных аналитиче-
ских решений уравнения Навье-Стокса основан на редукциях к краевым задачам для
обыкновенных дифференциальных уравнений и к конечномерным динамическим систе-
мам с квадратичными нелинейностями (переходы к уравнениям Гельмгольца, Джеффри-
Гамеля, к конечномерным системам гидродинамического типа и т.д.). Благодаря этому
удается использовать метод Ляпунова-Шмидта в таких практически важных задачах, как
моделирование течений жидкости в диффузоре, гидроциклоне и др. В настоящей статье
предложены процедуры получения приближенных решений уравнения Навье-Стокса, мо-
делирующих плоские периодические волны, близкие к ламинарному течению жидкости,
а также стационарные течения в диффузорах и гидроциклонах. Теоретическую основу
представленных разработок составляют функциональные редукции к краевым задачам
для ОДУ (посредством подстановки Гамеля для вихревой функции и через галеркинские
аппроксимации решений уравнения Гельмгольца). В случае задачи о течениях в диффузо-
ре продемонстрирована возможность применения нелинейного метода Галеркина-Ритца в
рамках обобщенной схемы Ляпунова-Шмидта. Итогом такого применения явилось полу-
чение компьютерныx графическиx изображений линий уровня вихревых функций, траек-
торий частиц жидкости и эпюр скоростей (примеры графических изображений приведены
в статье).
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Галеркина-Ритца, редукция Ляпунова-Шмидта, гидроциклон.
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Abstract: it is known that the row of approaches to construction of approximate analytical
solutions of Navier-Stokes equation is based on reductions to boundary value problems for
ordinary differential equations and to finite dimensional dynamic systems with quadratic
nonlinearity (reduction to Helmholz equations, Jeffery-Hamel equations, finite dimensional
systems of the hydrodynamical type etc.). Due to the above, it succeeds to use the Lyapunov-
Schmidt method in such practically important problems like modelling of flows of liquids in
diffusers, hydrocyclones etc. The procedure of approximate calculation for solutions of the
Navier-Stokes equation, simulating flat periodic waves, close to the laminar flow of liquid, and
stationary flows in diffusers and hydrocyclones is studied in the article. The methodological
basis of the procedure is the functional reduction to the boundary problems for ODE (via Gamel
substituting for vortex functions and Galerkin approximation of the Helmholtz equation).
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Possibility of application of the nonlinear Galerkin-Ritz method according to the Lyapunov-
Schmidt scheme is demonstrated in the case of a problem for currents in the diffuser. The
result of the application is obtaining of graphical pictures of level lines for vortex functions,
trajectories of particles of liquid and velocity diagrams (examples of graphical pictures are
given in the article).

Keywords: the Navier-Stokes and Helmholtz equations, vortex functions, stationary
flows, diffuser, Gamel substituting, periodic waves, Galerkin-Ritz method, Lyapunov-Schmidt
reduction, hydrocyclone.

ВВЕДЕНИЕ

Исходной точкой для развития темы данной статьи явилась работа [1], выполненная под
руководством профессоров А.В. Костина и С.Г. Валюхова в рамках прикладного проекта,
разрабатываемого (в то время) в ВГУ коллективом кафедры математического моделирования
совместно с ОАО «Турбонасос». В работе [1] была применена идея редукции — перехода к
более простому уравнению, позволившая описать течения жидкости в гидроциклоне.

Как позже выяснилось, ряд известных подходов к построению приближенных аналитиче-
ских решений уравнения Навье-Стокса также основан на редукции к конечномерным дина-
мическим системам и краевым задачам для ОДУ [2] – [6]. Выяснилось также, что в задачах
по динамике течений жидкости в диффузоре, гидроциклоне и др. меется возможность приме-
нения нелокальной версии метода Ляпунова-Шмидта (конечномерной редукции модельной
краевой задачи). При изучении течений в диффузоре, начиная с основополагающих работ
Джеффри [7] и Гамеля [3.7] (1915 и 1917 гг.), используется краевая задача для упрощенного
дифференциального уравнения (сведения о современных достижениях по моделированию те-
чений в диффузоре на этой основе можно найти в [2], [9], [10]), допускающая редуцирующий
переход к конечномерным динамическим системам с квадратичными нелинейностями.

Сейчас уже стало ясно, что и в задачах о течении жидкости в объемном диффузоре и
«диффузоре-улитке» также имеется возможность применения нелокальной схемы Ляпунова-
Шмидта [11], посредством которой можно сколь угодно точно описывать динамику скоростей
и траектории частиц жидкости. Полное решение этих задач — дело ближайших лет.

Получаемые из уравнения Навье-Стокса упрощенные системы гидродинамического типа
[5], [6], позволяют достаточно точно моделировать течения жидкости в областях достаточно
произвольных геометрических форм.

Авторы благодарны профессору В.А. Костину, инициировавшему написание данной рабо-
ты.

1. СТАЦИОНАРНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ В ПЛОСКОМ
ДИФФУЗОРЕ

В основу вычислительного процесса для плоского диффузора кладут редукцию к крае-
вой задаче для ОДУ (посредством подстановки Гамеля для вихревой функции) с последую-
щим использованием свойства полной интегрируемости полученного ОДУ. Но, как известно,
представление решений через эллиптические функции не удовлетворяет современным требо-
ваниям к точности приближений — вследствие недостаточной точности (10−4 − 10−6) суще-
ствующих таблиц значений эллиптических функций и интегралов. Требуемая же точность в
современных прикладных задачах — 10−8 − 10−10 и выше. В работах [9] – [10] представлены
результаты построения приближенных решений уравнения редуцированного уравнения на ос-
нове специальной версии метода ускоренной сходимости. В этих же работах дано обоснование
необходимости применения приближенных методов к построению решений — в противовес
методу использования точного аналитического решения в эллиптических функциях.
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Используемый ниже подход (к построению математических моделей течений жидкости)
основан на двухшаговой редукции — функциональной редукции к краевой задаче для ОДУ
с квадратичной нелинейностью (первый шаг), и затем редукция к конечномерному алгеб-
раическому уравнению (второй шаг) — через нелинейную аппроксимацию Галеркина-Ритца
методом Ляпунова-Шмидта.

1.1. Двумерные уравнения Навье-Стокса и Гельмгольца

Обратимся к двумерному уравнению Навье-Стокса [2]

v̇ +
∂v

∂x
v = ν∆(v)− grad (p). (1.1)

Здесь ∆ = ∂2

∂x21
+ ∂2

∂x22
— двумерный лапласиан, ∂v

∂x — матрица Якоби вектора скорости v =

v(x1, x2, t) по компонентам точки x = (x1, x2) , p = p(x1, x2, t) — давление. Искомое поле
векторов скорости v считается заданным на некоторой ограниченной области Ω ⊂ R2 с
гладкой границей и «стандартными» краевыми условиями.

В полярных координатах стационарное уравнение Навье-Стокса принимает следующий
вид (см. [2]):

(U · ∇̃)u− v2

r = −∂p
∂r + (∆̃u− 2

r2
∂v
∂φ −

u
r2
) ,

(U · ∇̃)v + uv
r = −1

r
∂p
∂φ + (∆̃v + 2

r2
∂u
∂φ −

v
r2
) ,

}
(1.2)

где

(U · ∇̃) = u
∂

∂r
+
v

r

∂

∂φ
, ∆̃ =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2
.

К уравнениям Навье-Стокса добавляется уравнение неразрывности

∂u

∂r
+
u

r
+

1

r

∂v

∂φ
+
∂w

∂z
= 0.

Имеют место также следующие соотношения (в полярных координатах):

grad =

(
∂

∂r
,
1

r

∂

∂θ

)⊤
, sgrad =

(
1

r

∂

∂θ
, − ∂

∂r

)⊤
.

В преобразованиях, упрощающих уравнение (1.1), используются следующие соотношения
(устанавливаемые непосредственной проверкой):

rot

(
∂v

∂x

)
= grad (∆ψ); rot

(
∂v

∂x
v

)
= [ψ,∆(ψ)].

Здесь rot (v) := ∂v2
∂x1
− ∂v1

∂x2
, ψ(x1, x2, t) — так называемая вихревая функция, [ψ, φ] — якобиан

функций ψ, φ .
Условие неразрывности div(v) = 0 для двумерной жидкости в односвязной области при-

водит к тому, что решение обязано принимать следующий вид:

v := sgrad(ψ) =

(
− ∂ψ
∂x2

,
∂ψ

∂x1

)⊤
,

Для функции ψ естественно потребовать выполнение граничного условия

(n, sgrad (ψ))

∣∣∣∣
∂Ω

= 0 , (1.3)
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n — поле нормалей к границе области.
Пусть u := rot(v) = ∆(ψ) , и u̇ = rot(v̇) = ∆(ψ̇). Применив двумерный ротор к левой и

правой частям уравнения (1.1), получим уравнение Гельмгольца ([2], стр. 406)

∆(ψ̇) = [∆(ψ), ψ] + ν∆2(ψ) . (1.4)

1.2. Подстановка Гамеля и редукция к ОДУ

Анализ стационарного варианта

[∆(ψ), ψ] + ν∆2(ψ) = 0 (1.5)

уравнения Гельмгольца (1.4) можно осуществить, используя редуцирующий переход к крае-
вой задаче для ОДУ ([2], стр. 450-484). Наиболее известной редукцией является подстанов-
ка Гамеля, осуществляемая посредством сужения стационарного уравнения Гельмгольца на
класс функций вида (см. [2], стр. 478) ψ = Qq(θ) . Ниже Q :=

∫ β
0 r u dθ — поток жидкости

через диффузорную дугу окружности {0 ⩽ θ ⩽ β , r = const} , β — величина раствора
диффузорного угла.1)

Используя соотношения

∆(φ) = Q
q′′

r2
, [∆(φ), φ] = −Q2 2 q

′′q′

r4
,

∂2

∂r2

(
q′′

r2

)
=

6 q′′

r4
,

1

r

∂

∂r

(
q′′

r2

)
= −2 q′′

r4
,

1

r2

(
q′′

r2

)′′
=
q′′′′

r4

получим (после подстановки Гамеля) вместо (1.5) следующее ОДУ (уравнение Джеффри-
Гамеля):

q′′′′ + 4 q′′ + 2R q′′q′ = 0 , (1.6)

где R = Q
ν — число Рейнольдса.

В случае плоского диффузора уравнение (1.6) дополняется краевыми условиями (см. (1.3))

q(0) = 0 , q(β) = 1 , q′(0) = q′(β) = 0.

Условие q(β) = 1 вытекает из того, что
∫ β
0 q′ dθ = 1

Q

∫ β
0 r u dθ = 1 — (нормированный) поток

через сечение диффузора окружностью r = const (см. [9], [10]).
После масштабирующего преобразования угловой переменной θ −→ βθ получим краевую

задачу
q′′′′ + λ q′′ + 2R̃ q′′q′ = 0 , (1.7)

q(0) = 0 , q(1) = 1 , q′(0) = q′(1) = 0 , (1.8)

где
λ = 4β−2, R̃ = β−1R .

Замечание 2. Нетрудно установить, что краевая задача (1.7) – (1.8) является вариаци-
онной: левая часть уравнения (1.7) является градиентом функционала

V =

1∫
0

L(q′′, q′) dθ , L(q′′, q′) =
(q′′)2

2
− λ(q

′)2

2
+ R̃ (q′)3

3
. (1.9)

Таким образом, решения уравнения (1.7) являются экстремалями функционала (1.9) (при
условии (1.8)). Следовательно, построение решений уравнения (1.7) можно осуществлять
на основе локальной и нелокальной версий вариационного метода Ляпунова-Шмидта.

1) Позже Осеен и Розенблатт расширили этот класс (см. [2], стр. 478, 479) до класса функций вида
φ = q(θ) + c r и, соответственно, φ = q1(θ) + q2(θ) r

m.
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Замечание 3. В работах [9], [10] представлены результаты построения приближенных
решений уравнения (1.7) на основе специальной версии метода ускоренной сходимости. В
этих же работах дано обоснование необходимости применения приближенных методов к
построению решений уравнения (1.7) — в противовес методу использования точного ана-
литического решения в эллиптических функциях. Такая возможность имеется вследствие
интегрируемости уравнения (1.7). Представление решений через эллиптические функции
не удовлетворяет современным требованиям к приближениям вследствие недостаточной
точности (10−4 − 10−6) существующих таблиц значений эллиптических функций и инте-
гралов. Требуемая точность в современных прикладных задачах — 10−8 − 10−10 и выше.

После первичного интегрирования уравнения (1.7) и замены q′ = u получим краевую
задачу

u′′ + λu+ R̃u2 = c , c− const , (1.10)

u(0) = u(1) = 0 , (1.11)

при дополнительном интегральном ограничении
1∫

0

u dθ = 1 . (1.12)

Левая часть уравнения (1.10) является градиентом функционала действия
1∫

0

1

2

((
(u′)2 − λu2

)
+

1

3
u3
)
dθ (1.13)

при краевых условиях (1.11). Функционал действия удобно рассматривать (см. [11]) на гиль-
бертовом пространстве H1[0, 1], состоящем из абсолютно непрерывных функций, удовлетво-
ряющих условию (1.11) и имеющих производную класса L2[0, 1]. Скалярное произведение в

H1[0, 1] задается соотношением ⟨u, v⟩1 =
1∫
0

u′v′ dθ.

Интегрирование (вторичное) уравнения (1.10) приводит следующему соотношению (с дву-
мя константами c , d): 1

2

(
(u′)2 + λu2

)
+ R̃

3 u
3− cu = d , или 1

2(u
′)2+ R̃

3 (u+α)
3− c̃ u = d̃ , где

α = λ

2R̃
, c̃ = c+ λ2

4R̃
, d̃ = d− λ3

24R̃2
.

Рис. 1. График функции, равной интегралу уравнения (1.10).
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Рис. 2. Интегральные кривые уравнения (1.10) при различных значениях параметров.
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Изменение значений параметров приводит к изменению графика (рис. (1)) и интегральных
кривых (рис. (2)), вплоть до слияния (на фазовом портрете рис. (2)) локального минимума с
седлом и их исчезновения (после перехода вектора параметров λ, R̃, c через каустику функции
1
2

(
v2 + λu2

)
+ R̃

3 u
3 − cu ).

«Управляя» параметрами λ, R̃, c, d, можно получить изображения всевозможных геомет-
рических форм интегральных кривых и их расположений относительно системы координат
u, v (v := u′) на фазовой плоскости. Рассматривая пересечения интегральными кривыми пря-
мой u = 0, можно получить представление о тех фрагментах интегральных кривых, которые
дают решение краевой задачи (1.10) – (1.11). Приближенные аналитические формулы для
этих фрагментов можно получить, применив специальные вычислительные методы (напри-
мер, методы использованные в [9], [10], [11], [18]).

1.3. Случай нулевого значения числа Рейнольдса

Рассмотрим задачу (1.10) – (1.11) при R̃ = 0 :

u′′ + λu = c , u(0) = u(1) = 0 ,

1∫
0

u dθ = 1 . (1.14)

Решения задачи (1.14) являются критическими точками квадратичного функционала

1∫
0

1

2

(
(u′)2 − λu2

)
dθ (1.15)

на гиперплоскости

M = {u ∈ H1[0, 1] :

1∫
0

u dθ = 1} (1.16)

в тройке E = F = H = H1[0, 1] (см. [11]).

Теорема 1. Совокупность экстремалей сужения функционала (1.15) на гиперплоскость
(1.16) есть объединение следующих серий векторов (при соответствующих значениях па-
раметра λ):

s0,k =
π k

2
sin(π k θ) , λ = λ0,k := (π k)2 ; (S0)

sε,k = a(ε)σε(θ) , σε(θ) := sin(ε+ (π k − 2ε)θ)− sin(ε) , (Sε)
λ = λε,k := (π k − 2ε)2 ; k = 2m− 1 , m = 1, 2, . . . ,

a(ε) — величина, обратная к среднему значению функции σε(θ) ;

sε,2m =
1

sin(ε)
(sin(2πmθ − ε) + sin(ε)) =

=
1

sin(ε)
(cos(ε) sin(2πmθ) + sin(ε)(1− cos(2πmθ))) , m = 1, 2, . . . , (SCε)

λ = λε,2m := (2πm)2 , m = 1, 2, . . . ;

f0,j = 1− cos(2 j π θ) , λ = µ0,j := (2 j π)2 ; (C0)
fε,j = b(ε) ρε(θ) , ρε(θ) = cos(ε+ 2(jπ − ε)θ)− cos(ε) , (Cε)

λ = µε,j := 4 (j π − ε)2 , j = 1, 2, . . . ;

b(ε) — величина, обратная к среднему значению функции ρε(θ) .
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Доказательство проводится на основе общей формулы решений линейного неоднородно-
го уравнения (1.14) с последующим подбором констант, соответствующих второму и третьему
соотношениям в (1.14).

1.4. Случай конечного значения числа Рейнольдса

При малых значениях числа Рейнольдса экстремали функцинала (1.13), суженного на ги-
перплоскость (1.16), можно вычислять как ветви экстремалей, зависящих от числа Рейнольд-
са, — посредством теории возмущений, основанной на непосредственном применении теоремы
о неявной функции. При «конечных» значениях числа Рейнольдса возникает необходимость
применения более мощных средств нелинейного анализа [13], например, применения нели-
нейного метода Галеркина-Ритца по схеме Ляпунова-Шмидта.

Возможность нелокальной конечномерной редукции в краевой задаче (1.10) – (1.11) пояс-
ним сначала на простейшем примере: правая часть уравнения x = ε(x− x2 + x = 1) является
сжимающим отображением [−2, 2] −→ [−2, 2] при достаточно малых значениях параметра ε).
Зарождение свойства сжатия для отображения x −→ ε(x − x2 + 1) отражено в следующих
графиках.

x
K2 K1 0 1 2

K0,5

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

x
K2 K1 0 1 2

K0,5

0,5

1,0

1,5

2,0

x
K2 K1 0 1 2

K1

1

2

x
K2 K1 0 1 2

K1

1

2

Рис. 3. Графики функции f(x) = x− ε(x− x2 + 1) при ε = 0.8 , 0.3, 0.1, 0.05.

Аналогичный эффект сжимаемости имеет место и в случае общего операторного уравне-
ния

x = B(g(x, x) + Cx+ c), x ∈ F (1.17)

в банаховом пространстве F , если норма ∥B∥F достаточно мала (здесь g(x,x) — непрерывный
квадратичный оператор F −→ F , B, C — линейные непрерывные операторы F −→ F , c ∈ F .

Свойство сжимаемости оператора K(x) := B(g(x, x) + Cx+ c) позволяет разыскивать при-
ближенные решения уравнения (1.17) посредством стандартных итераций xn = K(xn−1) [13].

Для осуществления нелокальной редукции Ляпунова-Шмидта в краевой задаче (1.10) –
(1.11) запишем ее в виде операторного уравнения

f(w) := Aw − λw + g(w,w) + c = 0, w ∈ E, (1.18)

где E = C2[0, 1] ∩ {w(0) = w(1) = 0}, A = −d2/dθ2, g(w,w) := R̃w2 , c — const. Опе-
ратор f действует из E в F = C[0, 1]. Линейный оператор A является положительным и
диагонализуемым:

∞∑
k=1

ξkek 7→
∞∑
k=1

(πk)2ξkek, (1.19)

ek =
√
2

πk sin(πkθ) — собственная функция оператора A, отвечающая собственному значе-
нию (πk)2. Заметим, что собственные функции ek образуют ортонормированную систему в
H1[0, 1].

Перепишем уравнение (1.18) в виде

w −A−1(g(w,w) + λw − c), w ∈ H1[0, 1] . (1.20)
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Используя процедуру ортогонального разложения пространства в сумму подпространств,
разобьем уравнение (1.20) в систему двух уравнений

u−A−1
1 (g1(w,w)) + λu− a) = 0 ,

v −A−1
2 (g2(w,w)) + λ v − b) = 0 ,

}
(1.21)

где A1 := A
∣∣
N

, A2 := A
∣∣
N⊥∩E , N := Lin(e1, . . . , en), w = u+v, u =

n∑
k=1

ξkek, v =
∞∑

k=n+1

ξkek,

a =
n∑
k=1

αkek, b =
∞∑

k=n+1

αkek, αk = ⟨c, ek⟩1. Ворое уравнение системы (1.21) рассмотрим

в пространстве функций N⊥ ∩ H1[0, 1]. Из спектральных свойств опратора A (см. (1.19))
вытекает, что при достаточно больших размерностях редукции n норма оператора A−1

2 :
N⊥∩H1 −→ N⊥∩H1 становится малой и поэтому операторK(v) := A−1

2 (g2(u+v, u+v)+λ v−b)
переводит некоторый шар ∥v∥H1 ⩽ L (в N⊥ ∩ H1) в себя, являясь при этом сжимающим.
То есть мы оказываемся в условиях второго замечания. Это означает, что решения второго
уравнения системы (1.21) можно получать в аналитической форме

v = Φ(u) , (1.22)

с любой наперед заданной точностью, посредством итераций vn = K(vn−1). Подставив выра-
жение (1.22) в первое уравнение системы (1.21), получим так называемое ключевое уравнение

τ(u) := f1(u+Φ(u)) = 0 (1.23)

на конечномерном пространстве N . Все аналитические и топологические свойства исходного
уравнения и его решений наследуются ключевым уравнением и его решениями [11]. Связь
между решениями исходного и ключевого уравнений осуществляется формулой

w = u+Φ(u).

Уравнение (1.23) является потенциальным с потенциалом (ключевой функцией)

W (u) := V (u+Φ(u)) , u ∈ N .

Поиск и анализ экстремалей функционала V можно осуществлять посредством изучения
экстремалей ключевой функции W . Вычисление функции W и анализ ее критических точек
можно осуществлять по технологиям, изложенным в [11], [13] – [18].

Заключительный этап предложенной здесь вычислительной схемы состоит в отборе тех
решений задачи (1.10) – (1.11), для которых выполняется ограничение (1.12).

1.5. Области редуцируемости модельного уравнения

Посредством оценок размера образа отображения K и его константы Липшица можно точ-
но указать область, на которой допускается конечномерная редукция уравнения w = K(w).

Предварительно заметим, что имеют место следующие неравенства:

∥w∥F ⩽ ∥w∥1 ∀w ∈ H1 , ∥A−1
2 (v)∥1 ⩽

1

π2(n+ 1)2
∥v∥1 ∀v ∈ N⊥ ∩H1 (1.24)

(см. (1.19)). Следовательно,

∥g(w.w)∥1 = 2

√√√√√ 1∫
0

(ww′)2 dθ ⩽ 2∥w∥F ∥w∥1 ⩽ 2 ∥w∥21 . (1.25)
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Пусть w ∈ TL = {w ∈ H1[0, 1] : ∥w∥1 ⩽ L}. Из оценки (1.25) получаем

∥K(v)∥1 = ∥A−1
2 (λv + g2(w.w)− b∥1 ⩽

1

π2(n+ 1)2
(
λL+ 2L2 + β

)
, (1.26)

где β = ∥b∥1. Следовательно, если ∥K(v)∥1 ⩽ L, то оператор K переводит шар TL в себя.
Последнее утверждение справедливо в случае выполнения соотношения (см. (1.26))

1

π2(n+ 1)2
(
λL+ 2L2 + β

)
⩽ L

или
L2 − pL+ q ⩽ 0 , (1.27)

где p = π2(n+1)2−λ
2 , q = β

2 . Для обеспечения свойства сжимаемости оператора K : TL −→ TL
обратимся к оценке нормы разности значений K в произвольной паре точек v1 , v2:

∥K(v2)−K(v1)∥1 = ∥A−1
2

(
λ(v2 − v1) +R

(
(u+ v2)

2 − (u+ v1)
2
))
∥1 ⩽

⩽ 1

π2(n+ 1)2
(λ+ 4L)∥v2 − v1∥1 .

Получаем то, что для обеспечения свойства сжимаемости K достаточно потребовать выпол-
нения условия

γ :=
1

π2(n+ 1)2
(λ+ 4L) < 1 , (1.28)

или, что одно и тоже, условия
λ+ 4L < π2(n+ 1)2 . (1.29)

Таким образом, установлено следующее утверждение:

Теорема 2. При выполнении условий (1.27), (1.29) и при ∥u∥1 ⩽ L оператор K(v) :=
A−1

2 (R(u + v)2 + λ v − b) переводит шар TL = {v ∈ H1[0, 1] : ∥v∥1 ⩽ L} в себя и является
сжимающим отображением TL −→ TL .

Замечание 4. Константа γ (см. (1.28)) позволяет оценивать скорость сходимости ите-
раций vm+1(u) = K(vm(u)) к редуцирующему отображению Φ(u):

∥vm(u)− Φ(u)∥1 ⩽ γm
D

1− γ
, D =

RL+ β

π2(n+ 1)2
.

1.6. Примеры эпюр скоростей стационарных течений, соответствующих
экстремалям функционала действия

Ниже приведены примеры приближенно вычисленных эпюр скоростей на окружности r =
1 для течений, близких к n-модовым, n ⩽ 5.
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Рис. 4. Эпюры скоростей для течений, близких к n-модовым, n ⩽ 5.

Замечание 5. Вслед за вычислением поля скоростей можно вычислить давление непосред-
ственно на основе (1.2) (уравнения Навье-Стокса в полярных координатах).

2. СИСТЕМЫ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ТИПА И РЕДУКЦИЯ
ЛЯПУНОВА-ШМИДТА

2.1. Переход к системе гидродинамического типа

Рассмотрим далее обобщенное двумерное уравнение Навье-Стокса

v̇ +
∂v

∂x
v = ν∆(v) + µv + c grad (P) + λB

(
∂v

∂x
,
∂2v

∂x2

)
, (2.1)

которое кроме традиционного вектора силы вязкости содержит вектор дополнительных сил
торможения µv и нелинейной упругой вязкости λB( ∂v∂x ,

∂2v
∂x2

) [4]. Положим, для определенно-
сти,

B

(
∂v

∂x
,
∂2v

∂x2

)
:= div(dD) = Dgrad(d) +

1

2
d∆(v).
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Такая модель используются при изучении течений жидкости, имеющей усложненную рео-
логию [4].

Для простоты, ограничимся рассмотрением решений, периодических по x1, x2 (слу-
чай уравнения на плоском торе). Будем разыскивать решение в виде v := sgrad(ψ) =(
− ∂ψ
∂x2

, ∂ψ
∂x1

)⊤
, ψ(x1, x2) = bx1 − ax2 + φ(x1, x2), φ — вихревая функция,

φ(x1 +X1, x2) ≡ φ(x1, x2 +X2) ≡ φ(x1, x2), a = p
2π

X1
, b = q

2π

X2
,

p, q ∈ N (течения, близкие к ламинарному: v = (a, b)⊤).
После применения ротора к обеим частям уравнения (2.1) получим скалярное уравнение

в виде обобщенного уравнения Гельмгольца:

∆(ψ̇) = [∆(ψ), ψ] + ν∆2(ψ) + µ∆(ψ) + B̃

(
∂2ψ

∂x2
,
∂3ψ

∂x3
,
∂4ψ

∂x4

)
. (2.2)

Будем далее рассматривать движения жидкости, близкие к ламинарному течению со скоро-
стью v0 = (p, q)⊤, p, q ∈ N. Функцию ψ будем искать в виде ψ(x1, x2) = qx1− px2 +φ(x1, x2).
Учитывая, что B̃(ψ) = B̃(φ) и

[∆(ψ), ψ] =
∂

∂x1
∆(ψ)

ψ

∂x2
− ∂

∂x2
∆(ψ)

ψ

∂x1
=

∂

∂x1
∆(φ)

(
−p+ φ

∂x2

)
−

− ∂

∂x2∆(φ)
(q +

φ

∂x2
) = [∆(φ), φ]− (p

∂

∂x1
+ q

∂

∂x2
)∆(φ),

произведя затем замену уравнения (2.2) на

∆(φ̇) = [∆(φ), φ]−
(
a
∂

∂x1
+ b

∂

∂x2

)
∆(φ) + ν∆2(φ) + µ∆(φ)+

+B̃

(
∂2φ

∂x2
,
∂3φ

∂x3
,
∂4φ

∂x4

)
,

получим (введя переменную u = ∆(φ)) уравнение в следующем виде:

u̇ = [u,∆−1(u)]−
(
a
∂

∂x1
+ b

∂

∂x2

)
u+ ν∆(u) + µu+ B(3)(u, u, u). (2.3)

2.2. Случай 2π-периодичности вихревой функции по каждой переменной

Рассмотрим далее галеркинскую аппроксимацию решений уравнения (2.3) по базису из
начальных функций оператора Лапласа: c1 = 2 cos(x1), c2 = 2 cos(x2), c3 = 2 cos(x1 + x2),
s1 = 2 sin(x1), s2 = 2 sin(x2), s3 = 2 sin(x1 + x2) при X1 = X2 = 2π. Так как ∆c1 =
−c1, ∆c2 = −c2, ∆s1 = −s1, ∆s2 = −s2, ∆c3 = −2c3, ∆s3 = −2s3, то линейная часть
уравнения (2.3) примет следующий вид:

A(u) = ν∆2(u) + µ(∆u)−
(
q
∂

∂x2
+ p

∂

∂x1

)
∆u.

Подставив u =
n∑
j=1

(ξjcj + ηjsj), получим A(u) = (µ− ν)ξ1c1+(µ− ν)ξ2c2+(µ− ν)η1c1s1+(µ−

ν)η1s2+qξ2s2−qη2c2+pξ1s1−pη1c1+2(µ−2ν)ξ3c3+2(µ−2ν)η3s3+2qξ3s3+2pξ3s3−2qη3c3−2pη3c3.
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После проецирования уравнения на линейную оболочку N (базисной системы) получим

A(u) =



µ− ν −p 0 0 0 0
p µ− ν 0 0 0 0
0 0 µ− ν −q 0 0
0 0 q µ− ν 0 0
0 0 0 0 µ− 2ν −(p+ q)
0 0 0 0 p+ q µ− 2ν





ξ1
η1
ξ2
η2
ξ3
η3

 . (2.4)

Для вычисления квадратичной части необходимо подставить в слагаемые [∆(ψ), ψ] сумму

qx−py+
3∑
j=1

ξjcj+ηjsj вместо ψ, а результат подстановки спроецировать на N . Это нетрудно

сделать, если предварительно вычислить [∆cj , sk].
Для ∀φ1, φ2 ∈ N : введем обозначение [φ1, φ2]0 := Pr · [φ1, φ2], где Pr — ортопроектор на

N (галеркинская аппроксимация якобиана). Вычисление [·, ·]0 проще провести, если учесть,
что

[ck, ck]0 = [ck, sk]0 = [sk, sk]0 = 0,

[c1, c2]0 = −c3, [c2, c3]0 = −c1, [c3, c1]0 = −c2,
[s1, s2]0 = c3, [c2, c3]0 = −c1, [c3, c1]0 = −c2,
[c1, s2]0 = −s3, [c2, s3]0 = −s1, [c3, s1]0 = −s2,
[s1, c2]0 = −s3, [s2, c3]0 = −s1, [s3, c1]0 = −s2,

(2.5)

Отсюда следует, что для квадратичной части имеет место представление

B(w,w) =

(
− w3w5 − w4w6,−w4w5 − w3w6, w1w5 + w2w6, w2w5 + w1w6, 0, 0

)⊤
.

В итоге получим (обобщенную) конечномерную систему ОДУ гидродинамического типа

ẇ = A(w) +B(w,w) + C(w,w,w), w ∈ R6,

в которой матрица A кососимметрична (см. (2.4)), M — симметричная матрица, а C(w,w,w)
— некоторое кубическое отображение.

Таким образом, имеет место следующая теорема (см. [12]).

Теорема 3. Галеркинская аппроксимация уравнения (2.3) по базису

c1 = 2 cos(x), c2 = 2 cos(y), c3 = 2 cos(x+ y),

s1 = 2 sin(x), s2 = 2 sin(y), s3 = 2 sin(x+ y),

приводит к динамической системе

ẇ = Aw +B(w,w) + C(w,w,w), w ∈ R6, (2.6)

в которой

A =



−δ1 p+ ε1 0 0 0 0
−p− ε1 −δ1 0 0 0 0

0 0 −δ1 q + ε2 0 0
0 0 −q − ε2 −δ1 0 0
0 0 0 0 −δ2 p+ q +O(ε)
0 0 0 0 −(p+ q) +O(ε) −δ2

 ,
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B(w,w) =
1

2
t(−w3w5 − w4w6,−w3w6 − w4w5, w1w5 + w2w6, w1w6 + w2w5, 0, 0)

⊤,

δ1 = ν − µ+O(ε), δ2 = 2ν − µ+O(ε).
Коэффициенты кубической части C(w,w,w) допускают явное представление через кон-

станты, входящие в уравнение (2.3).

Здесь налицо двукратное вырождение в нуле с резонансом p : q без выполнения усло-
вия трансверсальности (вследствие одномерности параметра). Выполнения условия транс-
версальности можно добиться за счет «шевеления» периодов по t, x1, x2.

2.3. Вариация периодов, переход к ключевому уравнению

При вариации периодов X1 = 2π(1+ ε2), X2 = 2π(1+ ε3), вызванной заменой переменных

x1 −→ (1 + ε2)x1, x2 −→ (1 + ε3)x2,

получим вместо (2.3) уравнение

ω̇ = [ω, ∆̃−1(ω)]−
(
ã
∂

∂x1
+ b̃

∂

∂x2

)
ω + ν ∆̃(ω) + µω + B̃(3)(ω, ω, ω), (2.7)

∆̃ = (1 + ε2)
2 ∂

2

∂x21
+ (1 + ε3)

2 ∂
2

∂x23
,

ã = (1 + ε2) a, b̃ = (1 + ε3) b.

Запишем уравнение (2.7) в операторном виде

f(w, δ, ε) = 0, (2.8)

где f(w, δ, ε) = ẇ − Ã(δ, ε)w − B̃(w,w)− C̃(w,w,w). Ã, B̃, C̃ — соответствующие возмущения
операторов A,B,C. Как обычно, анализ этого уравнения начинается с рассмотрения линеари-
зованного уравнения ∂f

∂w (0, δ, ε)h = 0, рассмотренного при значениях параметров δ, ε, близких
к нулю. При этом N := Ker ∂f∂z (0) = SpanC{g1, g2, g3, g4} , где

g1 = (cos(pt), − sin(pt), 0, 0, 0, 0)⊤, g2 = (sin(pt), cos(pt), 0, 0, 0, 0)⊤,

g3 = (0, 0, cos(qt), − sin(qt), 0, 0)⊤, g4 = (0, 0, sin(qt), cos(qt), 0, 0)⊤.

Пространство E := Π1
2π разложим в прямую сумму подпространства N и ортогонального к

нему (в метрике L2[0, 2π]) дополнения R∗ := N⊥ ∩ E. Таким образом,

x = u+ v, u ∈ N, v ⊥ N, u = ξ1 · g1 + ξ2 · g2 + ξ3 · g3 + ξ4 · g4. (2.9)

В соответствии со схемой Ляпунова-Шмидта [13], уравнение (2.8) разбивается в систему

f (4)(u+ v, δ, ε) = 0,

f (∞−4)(u+ v, δ, ε) = 0,

}
(2.10)

где

f (4)(u+ v, δ, ε) =
4∑
i=1

⟨f(u+ v, δ, ε), gi⟩ · gi,

f (∞−4)(u+ v, δ, ε) = f(u+ v, δ, ε)− f (4)(u+ v, δ, ε),
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⟨x, y⟩ = 1

2π

2π∫
0

(x(t) y(t)) dt, (x, y) =

4∑
i=1

xi(t) yi(t).

Переменная v явно выражается, в силу второго уравнения системы (2.10), через ξ1, ξ2, ξ3, ξ4.
На основе полученных ранее соотношений можно вычислить коэффициенты главной части
ключевого уравнения и, соответственно, приведенного уравнения.

В случае резонанса 1:2, сделав замену ξ1 = r1 cosα, ξ2 = r1 sinα, ξ3 = r2 cosβ, ξ4 = r2 sinβ,
получим асимптотическое представление решения ключевого уравнения в виде

=

(
r1 cos(α+ ãt), r1 sin(α+ ãt), r2 cos(β + b̃t), r2 sin(β + b̃t), 0, 0

)⊤
+ o(r1, r2),

где r1, α и r2, β — полярные координаты в плоскостях переменных ξ1, ξ2 и ξ3, ξ4, r1 =
O(ε), r2 = O(ε) — амплитудные переменные.

Соответственно, получим представление

ψ(x1, x2, t) = b̃x1 − ãx2 + φ(x1, x2, t), (2.11)

где
φ(x1, x2, t) = r1(cos(α+ ãt) cos(x1) + sin(α+ ãt) sin(x1))+

+r2(cos(β + b̃t) cos(x2) + sin(β + b̃t) sin(x2)) + o(r1, r2) =

= r1 cos(x1 − α− ãt) + r2 cos(x2 − β − b̃t) + o(r1, r2) =

= r1 cos(x̃1) + r2 cos(x̃2) + o(r1, r2) = φ̃(x̃1, x̃2)

— после замены x1 − α− ãt = x̃1, x2 − β − b̃t = x̃2.
Зарождающиеся волновые движения жидкости определяется двумерной гамильтоновой

системой
ẋ1 = −

∂ψ

∂x2
, ẋ2 =

∂ψ

∂x1

или системой уравнений
˙̃x1 = −

∂φ̃

∂x̃2
, ˙̃x2 =

∂φ̃

∂x̃1
. (2.12)

Замечание 6. Переход к системе (2.12) можно осуществить и без промежуточного пе-
рехода к системе (2.8), для чего достаточно представить решение уравнения (2.2) в форме
бегущей волны (2.11). Это дает возможность сведения поиска решения уравнения (2.2) к
отысканию решения стационарного уравнения Навье-Стокса, для которого можно непо-
средственно примененить схему Ляпунова–Шмидта [13], [14].

2.4. Компьютерные изображения линий уровня вихревой функции и траекторий
частиц жидкости

Ниже приведены компьютерные изображения линий уровня вихревой функции и траек-
торий частиц жидкости, полученные на основе изложенной выше вычислительной схемы.
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Рис. 5. Фрагменты линий уровня вихревой функции.
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Рис. 6. Траектории частиц жидкости.

Рисунки получены для случая малых волн вблизи ламинарного течения x1 = t, x2 = 2t.
Амплитуды циклических переменных выбраны с изменением масштабов (в целях усиления
эффекта визуализации).

3. СТАЦИОНАРНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ В
ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ ГИДРОЦИКЛОНЕ

3.1. Трехмерное уравнение Навье-Стокса

Как известно, основным модельным соотношением в гидродинамике является трехмерное
уравнение Навье-Стокса [2], [3]:

v̇ +
∂v

∂x
v = ν∆(v) + grad (p). (3.1)

Здесь

∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
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— лапласиан, ν — параметр вязкости, ∂v∂x — матрица Якоби вектора скорости v = v(x1, x2, x3, t)
(v = (v1, v2, v3)

⊤) по компонентам точки x = (x1, x2, x3) , p = p(x1, x2, x3, t) — давление.
Уравнение (3.1) будем рассматривать при условии несжимаемости жидкости

div(v) = 0 .

Искомое поле векторов скорости v(x1, x2, x3, t) рассматривается, как правило, на некото-
рой ограниченной области Ω ⊂ R3 с гладкой границей и «какими-нибудь» стандартными
краевыми условиями.

В случае осесимметричных областей удобно описывать течения жидкости посредством
уравнения Навье-Стокса в цилиндрической системе координат r, φ, z [2], [5]:

(U · ∇)u− v2

r = −∂p
∂r + (∆u− 2

r2
∂v
∂θ −

u
r2
) ,

(U · ∇)v + uv
r = −1

r
∂p
∂θ + (∆v + 2

r2
∂u
∂θ −

v
r2
) ,

(U · ∇)w = −∂p
∂z +∆w ,

 (3.2)

где

(U · ∇) = u
∂

∂r
+
v

r

∂

∂θ
+ w

∂

∂z
, ∆ =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2

— «цилиндрический» лапласиан.
К уравнениям Навье-Стокса добавляется «цилиндрическое» уравнение неразрывности

∂u

∂r
+
u

r
+

1

r

∂v

∂θ
+
∂w

∂z
= 0, (3.3)

u, v, w — радиальная, тангенциальная и осевая компоненты вектора скорости.

3.2. Редукция к линейному уравнению

Среди многочисленных применений гидроциклонов выделяется их использование в соста-
ве нефтяных насосных агрегатов в качестве фильтров для очистки перекачиваемой нефти от
механических примесей. Сама перекачиваемая нефть применяется при этом и как рабочая
жидкость для обслуживания (охлаждения, промывки, смазки) торцовых уплотнений насос-
ного агрегата.

При перекачке нефти используются также блоки — для получения требуемого фракцион-
ного состава рудной суспензии методом центробежного разделения (в гидроциклонах).

Для нужд разработки программного обеспечения оптимизации проточной части насосов,
для повышение уровня к.п.д. насосов на всех этапах эксплуатации нефтепроводов, и для
оптимизация насоса в целом необходима информация о строении потоков жидкости в камерах
гидроциклонов. Такую информацию можно добывать, используя редуцированные уравнения
гидродинамики.

В качестве примера рассмотрим простейший гидроциклон с цилиндрической камерой. Бу-
дем отталкиваться при этом от публикации [1].

Течения стационарно вращающейся вязкой жидкости в цилиндрическом гидроциклоне
удобно описывать уравнениями Навье-Стокса в цилиндрической системе координат r, φ, z
[5]:

(U · ∇)u− v2

r = −∂p
∂r + (∆u− 2

r2
∂v
∂φ −

u
r2
)

(U · ∇)v + uv
r = −1

r
∂p
∂φ + (∆v + 2

r2
∂u
∂φ −

v
r2
)

(U · ∇)w = −∂p
∂z +∆w

 , (3.4)

где

(U · ∇) = u
∂

∂r
+
v

r

∂

∂φ
+ w

∂

∂z
, ∆ =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
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(«цилиндрический» лапласиан), p — давление. Предполагается, что вязкость равна единице,
|z| ⩽ l и δ ⩽ r ⩽ α(z), δ > 0 (α(z) — гладкая выпуклая функция). К уравнениям Навье-
Стокса добавляется уравнение неразрывности

∂u

∂r
+
u

r
+

1

r

∂v

∂φ
+
∂w

∂z
= 0. (3.5)

Если, по аналогии с течением Куэтта, положить v ≡ B
r , B — константа, то второе уравне-

ние системы (3.4) удовлетворится автоматически. Оставшиеся компоненты (по радиальному
и осевому направлениям) будут связаны системой уравнений

(∆− 1
r2
)u+ B2

r3
− u∂u∂r − w

∂u
∂z = ∂p

∂r

∆w − u∂w∂r − w
∂w
∂z = ∂p

∂z
∂u
∂r +

u
r +

∂w
∂z = 0

 . (3.6)

Предположив, что

u = −∂H
∂z

, w =
∂H

∂r
+
H

r
, (3.7)

где H — некоторая достаточно гладкая функция (гамильтониан), мы автоматически удовле-
творим уравнение неразрывности (последнее уравнение системы (3.6)). После исключения из
системы (3.2) давления получим определяющее соотношение в виде

∂u

∂r

∂u

∂z
+
∂u

∂z

∂w

∂z
+ u

∂2u

∂r∂z
+
∂2u

∂z2
w −

(
∆− 1

r2

)
∂u

∂z
−

−
(
∂u

∂r

∂w

∂r
+ u

∂2w

∂r2
+
∂w

∂r

∂w

∂z
+ w

∂2w

∂r∂z

)
+

+

(
∆− 1

r2

)
∂w

∂r
= 0. (3.8)

Так как ∂w
∂r −

∂u
∂z =

(
∆− 1

r2

)
H и

∂u

∂r

∂u

∂z
+
∂u

∂z

∂w

∂z
− ∂u

∂r

∂w

∂r
− ∂w

∂r

∂w

∂z
=

=

(
∂u

∂z
− ∂w

∂r

)(
∂u

∂r
+
∂w

∂z

)
=
u

r

(
∆− 1

r2

)
H

то приходим к следующему (основному) уравнению относительно H:

A2(H) + [A(H),H]− 1

r
{A(H), H} = 0. (3.9)

Здесь A = ∆ − 1
r2

, а [·, ·] — коммутатор: [H,Q] := ∂H
∂r

∂Q
∂z −

∂H
∂z

∂Q
∂r (скобка Пуассона),

{H,Q} := ∂H
∂z Q + H ∂Q

∂z . Соотношение (3.9) выделяет класс стационарных течений, опреде-
ляемых линейным уравнением A(H) = 0 . Таким образом, мы осуществили редуцирующий
переход к линейному дифференциальному уравнению.

Итак, установлена следующая теорема

Теорема 4. Функциональная подстановка (3.7):

u = −∂H
∂z

, w =
∂H

∂r
+
H

r
,

где H — достаточно гладкая функция (гамильтониан), приводит, после исключения из си-
стемы (3.2) давления, к следующему определяющему соотношению для H:

A2(H) + [A(H),H]− 1

r
{A(H), H} = 0.
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3.3. Учет краевых условий

Краевые условия можно записать в операторном виде G(H)|Ω = g, где

G(H) =
{
−∂H

∂z (r0, z), −
∂H
∂z (r1, z),

∂̂H
∂r (r, 0),

∂̂H
∂r (r, l)

}
,

g =
{

0, ξXl−h1,l(z), −ηXr0,r0+h0(r), ηXr0,r0+h0(r)
}
.

Здесь ∂̂
∂r := ∂

∂r + 1
r , Xa,b(t) — характеристическая функция отрезка [a, b]. На первом этапе

осуществляется подбор функции H0 так, что G(H0)|Ω = g. Функцию H0 задается в виде про-
изведения H0(r, z) = α̂(r)β̂(z), в котором α̂(r) и β̂(z) — первообразные (в цилиндрических
координатах) к некоторым заранее заданным функциям α(r) =

∑
k

akek(r) и β(z) =
∑
j
bjfj(z).

То есть ∂̂
∂r α̂ = α, ∂

∂z β̂ = β. Здесь ek(r) = J1(mkr), fj(z) = sin
(
πj
l z
)
, ak, bj — коэф-

фициенты Фурье (J1 — функция Бесселя первого рода), m1,m2, . . . — последовательность
(возрастающая) положительных нулей функции Бесселя.

Рассмотрим уравнение

A(X) := ∆X − H

r2
= V (3.10)

в области Ω, где V = A(H0), X = H0 −H, при однородном краевом условии G(X)|Ω = 0.
Если V (r, z) =

∑
k,j

Vk,jgk(r)fj(z) — разложение Фурье, где fj определено выше, а gk(r) =

sin
(
π(r−r0)
(r1−r0) z

)
, то решение уравнения (3.10) при указанных выше краевых условиях можно

представить в виде
X(r, z) =

∑
k,j

Xk,jgk(r)fj(z), k, j ⩽ K.

Элементы Xk,j являются коэффициентами ритцевской аппроксимации экстремали функцио-
нала 1

2(A(X), X)− (V,X) ((·, ·) — стандартное скалярное произведение в L2(Ω) (в цилиндри-

ческих координатах): (V,X) :=
l∫
0

r1∫
r0

r tr(V TX)drdz.)

3.4. Вычисление правой части и приближенное решение неоднородного
уравнения

Решение основного уравнения удобнее разыскивать в виде H = H0−X, где H0 «устраняет
неоднородность» краевых условий, но вводит неоднородность в линейное уравнение: A(X) =
V. Здесь V := A(H0)−A(H) = A(H0). Например, правую часть V можно вычислить «прямой
подстановкой в оператор» аргумента H0 = α̂(r)β̂(z), где

α̂(r) =

{
η
r2−r20
2r , r0 ⩽ r ⩽ r0 + h0,

η
2r0h0+h20

2r , r0 + h0 ⩽ r1,

β̂(z) =

{
−ξh1/2, 0 ⩽ z ⩽ l − h1,
−ξh1/2 + ξ(z − (l − h1)), l − h1 ⩽ z ⩽ l.

В итоге получим V = V1 + V2 =
2∑
i=1

Li(r)Mi(z) = α̂(r)ξδ(z − l + h1)− ηδ(r − r0)β̂(z). Решение

неоднородной задачи можно представить в виде ряда по собственным функциям операто-
ра ∂2

∂z2
(или, что эквивалентно, по собственным функциям задачи Штурма-Лиувилля (по

переменной z), вытекающей из однородного уравнения A(X) = V после разделения пере-
менных). Собственными функциями оператора ∂2

∂z2
(при нулевых граничных условиях) будут

Zn(z) = sin(
√
λnz) = sin

(
πk
l z
)
.
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Рис. 7. Сечения поверхностей тока в камере гидроциклона, построенные2)

посредством описанного выше алгоритма.

Замечание 7. Описанная выше схема приближенного вычисления траекторий частиц
жидкости (в гидроциклоне) и линий уровня вихревой функции допускает распространение
(с соответствующими модификациями) на случай нецилиндрической камеры гидроциклона.

Замечание 8. Важнейшим моментом в представленной здесь вычислительной схеме яв-
ляется построение собственных функций и собственных векторов оператора Лапласа на
2-мерной области — осевом сечении камеры гидроциклона (при краевых условиях Дирихле).

Аналогичную спектральную задачу необходимо решать и в случаях гидроциклонов, име-
ющих более сложную геометрию.
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