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Аннотация: изучению задач граничного управления посвящено много работ. Осо-
бенно можно выделить публикации В.А. Ильина и его учеников. Основной целью иссле-
дований является получение условий, при которых процесс колебаний распределенной
системы может быть переведен из начального состояния в наперед заданное финальное.
При этом не просто обосновывается существование управления, а предъявляется его яв-
ная формула.

В настоящей работе рассматривается модель колебаний сложносочлененной системы,
состоящей из двух кусков струн, соединенных между собой с помощью пружины. Такого
рода задача возникает при моделировании процессов, часть которых скрыта от наблю-
дения. Изучена задача выбора граничных режимов, позволяющая перевести систему из
начального состояния в заданное финальное состояние. Получен аналог формула Далам-
бера.
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MODELING VIBRATIONS OF SINGULAR STRING
M. B. Zvereva, F. O. Naidjuk, Zh. O. Zalukaeva

Abstract: the study of the problems of boundary control a lot of works are devoted.
Especially it is possible to allocate the publications of V.A. Il’in and his disciples. The main
purpose of the research is to obtain conditions under which the process of oscillations of a
distributed system can be transferred from the initial state in predetermined final. In these
papers the existence of thе control is proved, and its explicit formula is presented.

In this paper we consider the oscillations model of discontinuous system, consisting of two
pieces of strings, connected by a spring. Such a problem occurs when modeling processes, part
of which is hidden from the observation. The problem of choice of a boundary conditions,
allowing put the system from the initial state to the desired final the condition is studied.
Analogue D’Alambert’s formula is obtained.

Keywords: vibration of the string, discontinuous solutions, D’Alambert’s formula.

Изучению задач управления распределенными системами и их оптимизации посвящены
работы многих математиков. Особенно можно выделить публикации В. А. Ильина, Е. И. Мои-
сеева, Л. Н. Знаменской, А. И. Егорова, А. В. Боровских, В. В. Провоторова [1]–[6]. Основной
целью исследований является получение условий, при которых процесс колебаний распре-
деленной системы под воздействием некоторого граничного локального или нелокального
управления может быть переведен из одного состояния, заданного начальными смещениями
и скоростями системы, в наперед заданное финальное.

∗ Работа выполнена при финансовой поддержке Программы стратегического развития ВГУ (№ ПСР-МГ/
04-13), грантов РФФИ № 12-01-00392, РФФИ 14-01-00867
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В настоящее время в теории граничной управляемости появились новые направления,
открытые работами В.А. Ильина – конструктивная управляемость, когда не просто обосно-
вывается существование управления, а предъявляется его явная формула и относительная
управляемость, когда полной управляемости нет, но она возникает при выполнении некото-
рых выписываемых явно соотношений между параметрами задачи.

В настоящей работе рассматривается задача граничного управления колебаниями разрыв-
ной струны для случая малого промежутка времени. Найден явный вид функций управления.

Пусть исследуемая модель представляет собой два куска струны единичной длины, натя-
нутые вдоль отрезка [−1, 1] и прикрепленные в точке 0 к вертикальной спице, по которой они
могут перемещаться ( без учета трения). При этом предполагается, что куски дополнительно
соединены между собой пружиной жесткости γ. Обозначим через u(x, t) отклонение такой
системы в точке x от положения равновесия в момент времени t. Заметим, что в точке 0
функция u(x, t) не определена. Определены и имеют физический смысл лишь предельные
значения u(−0, t), u(+0, t) — отклонения соответствующих концов кусков струн. Колебания
такой системы могут быть заданы с помощью волновых уравнений u′′xx = u′′tt, где 0 < x < 1,
−1 < x < 0.

Рассмотрим задачу выбора режимов µ1(t) и µ2(t), позволяющих перевести данную систему
из начального состояния u(x, 0) = φ(x), u′t(x, 0) = ψ(x) в финальное состояние

u(x, T ) = φ∗(x), u′t(x, T ) = ψ∗(x) − 1 ⩽ x < 0, 0 < x ⩽ 1 (1)

за малый промежуток времени 0 < T < 1.
Математическая модель такой задачи имеет вид:

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u′x(+0, t) = γ∆u(0, t),
u′x(−0, t) = γ∆u(0, t),
u(x, 0) = φ(x), −1 ⩽ x < 0, 0 < x ⩽ 1
u′t(x, 0) = ψ(x), −1 ⩽ x < 0, 0 < x ⩽ 1
u(−1, t) = µ2(t), 0 ⩽ t ⩽ T
u(1, t) = µ1(t), 0 ⩽ t ⩽ T

(2)

где скачок ∆u(0, t) =
u(+0, t)− u(−0, t)

2
.

Найдем функции µi(t), позволяющие перевести механическую систему из заданного на-
чального состояния в заданное финальное состояние, т.е. обеспечить выполнение условий
(1).

Будем предполагать, что φ∗, φ ∈ C2[−1, 0)
∪
(0, 1]; ψ∗, ψ ∈ C1[−1, 0)

∪
(0, 1]; µi ∈ C2[0, T ];

φ(−1) = φ(1) = 0; φ′(+0) = γ(φ(+0)−φ(−0)); φ′(−0) = γ(φ(+0)−φ(−0)); φ′′(1) = φ′′(−1) = 0;
ψ(+0) = ψ(−0); ψ′(+0) = −ψ′(−0);ψ(1) = ψ(−1) = 0.

Теорема 1.Решение u(x, t) задачи (2) может быть представлено в виде

u(x, t) =


µ1(t+ x− 1) +

Φ+(x− t) + Φ+(x+ t)

2
+

1

2

x+t∫
x−t

Ψ+(s)ds, x > 0

µ2(t− x− 1) +
Φ−(x− t) + Φ−(x+ t)

2
+

1

2

x+t∫
x−t

Ψ−(s)ds, x < 0.

(3)

Здесь

µi(t) =

{
µi(t), t ⩾ 0
0, t < 0;
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Φ+(x) =



φ(x), 0 < x ⩽ 1
φ(+0), x = 0
−φ(2− x), 1 < x ⩽ 2

φ(−x) + φ(x)

2
+ e2γx

φ(+0)− φ(−0)
2

−
0∫
x

g(−s)e−2γsds

 ,−1 ⩽ x < 0;

g(t) =
−φ′(t)− φ′(−t)

2
+ γ(φ(t)− φ(−t)) + 2γ

t∫
0

(ψ(ξ)− ψ(−ξ))dξ;

Ψ+(x) =


ψ(x), 0 < x ⩽ 1
ψ(+0), x = 0
ψ(−x),−1 ⩽ x < 0
−ψ(2− x), 1 < x ⩽ 2;

Φ−(x) =



φ(x),−1 ⩽ x < 0
φ(−0), x = 0
−φ(−2− x),−2 ⩽ x < −1

φ(−x) + φ(x)

2
+ e−2γx

φ(−0)− φ(+0)

2
+

x∫
0

g(s)e2γsds

 , 0 < x ⩽ 1;

Ψ−(x) =


ψ(x),−1 ⩽ x < 0
ψ(−0), x = 0
ψ(−x), 0 < x ⩽ 1
−ψ(−2− x),−2 ⩽ x < −1.

Доказательство. Справедливость теоремы доказывается путем подстановки формулы (3) в
задачу (2). Представление (3) было получено из суммы решений задач

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u′x(+0, t) = γ∆u(0, t),
u′x(−0, t) = γ∆u(0, t),
u(x, 0) = 0, −1 ⩽ x < 0, 0 < x ⩽ 1
u′t(x, 0) = 0, −1 ⩽ x < 0, 0 < x ⩽ 1
u(−1, t) = µ2(t), 0 ⩽ t ⩽ T
u(1, t) = µ1(t), 0 ⩽ t ⩽ T

(4)

и 

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, −1 < x < 0, 0 < x < 1, 0 < t < T

u′x(+0, t) = γ∆u(0, t),
u′x(−0, t) = γ∆u(0, t),
u(x, 0) = φ(x), −1 ⩽ x < 0, 0 < x ⩽ 1
u′t(x, 0) = ψ(x), −1 ⩽ x < 0, 0 < x ⩽ 1
u(−1, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T
u(1, t) = 0. 0 ⩽ t ⩽ T

(5)
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Решение задачи (5) было найдено путем сложения на соответствующих промежутках реше-
ний задач 

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, 0 < x < 1

u(1, t) = 0,
u′x(+0, t) = 0,

u(x, 0) =
φ(x) + φ(−x)

2
,

u′t(x, 0) =
ψ(−x) + ψ(x)

2

(6)



∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, −1 < x < 0

u(−1, t) = 0,
u′x(−0, t) = 0,

u(x, 0) =
φ(x) + φ(−x)

2
,

u′t(x, 0) =
ψ(−x) + ψ(x)

2

(7)



∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, 0 < x < 1

u(1, t) = 0,
u′x(+0, t) = 2γu(+0, t),

u(x, 0) =
φ(x)− φ(−x)

2
,

u′t(x, 0) =
ψ(x)− ψ(−x)

2

(8)



∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
, −1 < x < 0

u(−1, t) = 0,
u′x(−0, t) = −2γu(−0, t),

u(x, 0) =
φ(x)− φ(−x)

2
,

u′t(x, 0) =
ψ(x)− ψ(−x)

2

(9)

Единственность решения задачи (5) была доказана в [7]. Решение задач (6), (7) можно вы-
писать с помощью формулы Даламбера [8]. Решение задач (8), (9) может быть получено с
помощью аналога формулы Даламбера [9].

Найдем теперь функции µ1(t), µ2(t) такие, чтобы выполнялись условия (1). Обозначим че-
рез h(x, t) решение задачи (4), v(x, t) — решение задачи (5). Как было уже замечено, решение
u(x, t) исходной задачи (2) представимо в виде u(x, t) = h(x, t) + v(x, t), причем,

v(x, t) =



Φ+(x− t) + Φ+(x+ t)

2
+

1

2

x+t∫
x−t

Ψ+(s)ds, x > 0

Φ−(x− t) + Φ−(x+ t)

2
+

1

2

x+t∫
x−t

Ψ−(s)ds, x < 0.

Тогда h(x, T ) = φ∗(x)− v(x, T ) = φ̃(x), h′t(x, T ) = ψ∗(x)− vt(x, T ) = ψ̃(x). Рассмотрим случай
x > 0. Тогда

µ1(T + x− 1) = φ̃(x),
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µ′1(T + x− 1) = ψ̃(x).

Значит,
φ̃(t)− φ̃(t0)− (

̂̃
ψ(t)− ̂̃ψ(t0)) ≡ 0,

где ̂̃ψ(t)—какая-то первообразная для ψ̃(t), t0 ∈ (0, 1]. Выберем первообразную так, чтобы

̂̃
ψ(t0)− φ̃(t0) = 0. (10)

Тогда получим равенство
φ̃(t)− ̂̃ψ(t) = 0,

справедливое для всех t ∈ (0, 1]. С другой стороны,

2µ′1(T + x− 1) = φ̃′(x) + ψ̃(x).

Значит, при 0 < x ⩽ 1− T получим, что

φ̃′(x) + ψ̃(x) ≡ 0.

Зафиксируем любое t0 ∈ (0, 1− T ]. Тогда

φ̃(t)− φ̃(t0) +
̂̃
ψ(t)− ̂̃ψ(t0) ≡ 0,

где ̂̃ψ(t)—какая-то первообразная для ψ̃(t), t0 ∈ (0, 1− T ]. Выберем ее так, чтобы

̂̃
ψ(t0) + φ̃(t0) = 0. (11)

Тогда для всех 0 < t ⩽ 1− T получим, что

φ̃(t) +
̂̃
ψ(t) = 0.

Так как φ̃(x) = µ1(T + x− 1), то φ̃(x) ≡ 0 при x ⩽ 1− T . Следовательно, если t0 ∈ (0, 1− T ],
то φ̃(t0) = 0. Таким образом, для t0 ∈ (0, 1−T ] равенства (10), (11) эквивалентны. Получаем,
что

φ̃(t)− ̂̃ψ(t) = 0, t ∈ (0, 1] (12)

φ̃(t) +
̂̃
ψ(t) = 0, t ∈ (0, 1− T ]. (13)

Первообразная ̂̃ψ(t) для функции ψ̃(t) выбирается так, чтобы ̂̃
ψ(t0) + φ̃(t0) = 0, где t0 ∈

(0, 1− T ]. Вернувшись к исходным обозначениям, перепишем (11), (12), (13) как

φ∗(t)− v(t, T )− ψ̂∗(t) + v̂(t, T ) = 0, t ∈ (0, 1], (14)

φ∗(t)− v(t, T ) + ψ̂∗(t)− v̂(t, T ) = 0, t ∈ (0, 1− T ], (15)

φ∗(t0)− v(t0, T ) + ψ̂∗(t0)− v̂(t0, T ) = 0, t0 ∈ (0, 1− T ]. (16)

Здесь

v̂(x, t) =
Φ+(x+ t)− Φ+(x− t)

2
+

1

2
(Ψ̂+(x+ t) + Ψ̂+(x− t)),

где Ψ̂+(t) — какая-то первообразная для Ψ+(t). С учетом формулы (3), (14), (15), (16) можем
переписать в виде

φ∗(t)− ψ̂∗(t)− Φ+(t− T ) + Ψ̂+(t− T ) = 0, t ∈ (0, 1], (17)
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φ∗(t) + ψ̂∗(t)− Φ+(t+ T )− Ψ̂+(t+ T ) = 0, t ∈ (0, 1− T ], (18)

где первообразные Ψ̂+(t), ψ̂∗(t) выбираются так, чтобы

φ∗(t0) + ψ̂∗(t0)− Φ+(t0 + T )− Ψ̂+(t0 + T ) = 0, t0 ∈ (0, 1− T ]. (19)

Равенство (17) распадается на два. Если T ⩽ t ⩽ 1, то оно принимает вид

φ∗(t)− ψ̂∗(t)− φ(t− T ) + ψ̂(t− T ) = 0.

Если же 0 < t < T , получаем выражение

φ∗(t)− ψ̂∗(t)−

−

φ(T − t) + φ(t− T )
2

+ e2γ(t−T )

φ(+0)− φ(−0)
2

−
0∫

t−T

g(−s)e−2γsds

− ψ̂(T − t) = 0.

Рассмотрим равенство (18). При 0 < t ⩽ 1− T получим, что

φ∗(t) + ψ̂∗(t)− φ(t+ T )− ψ̂(t+ T ) = 0.

Из (19) следует, что первообразные ψ̂∗ и ψ̂ нужно выбирать так, чтобы

φ∗(t0) + ψ̂∗(t0)− φ(t0 + T )− ψ̂(t0 + T ) = 0,

где t0 ∈ (0, 1− T ]. Сложив равенства

µ1
′(T + x− 1) = φ̃′(x),

µ′1(T + x− 1) = ψ̃(x),

получим, что

2µ′1(T + x− 1) = φ∗′(x) + ψ∗(x)− Φ+′
(x+ T )−Ψ+(x+ T ),

откуда при 0 ⩽ t ⩽ T получим явное представление для граничного управления, имеющее
вид

µ1(t) =
1

2
(φ∗(t+ 1− T ) + ψ̂∗(t+ 1− T ) + φ(1− t)− ψ̂(1− t)).

Проведя аналогичные рассуждения, получим, что

µ2(t) =
1

2
(φ∗(T − 1− t)− ψ̂∗(T − 1− t) + φ(t− 1) + ψ̂(t− 1)).

При этом функции φ, ψ, φ∗, ψ∗ должны быть связаны между собой равенствами:

φ∗(t) + ψ̂∗(t)−

−

φ(−T − t) + φ(t+ T )

2
+ e−2γ(t+T )

φ(−0)− φ(+0)

2
+

T+t∫
0

g(s)e2γsds

+ ψ̂(−T − t) = 0,

где −T < t < 0;
φ∗(t) + ψ̂∗(t)− φ(t+ T )− ψ̂(t+ T ) = 0,
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где −1 ⩽ t ⩽ −T ;
−φ∗(t) + ψ̂∗(t) + φ(t− T )− ψ̂(t− T ) = 0,

где T − 1 ⩽ t < 0. Здесь первообразные выбираются так, чтобы

−φ∗(t0) + ψ̂∗(t0) + φ(t0 − T )− ψ̂(t0 − T ) = 0,

где t0 ∈ [T − 1, 0).
Следует отметить, что моделирование колебаний систем с особенностями изучалось также

в работах [10] – [13].
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