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Аннотация: в работе доказывается единственность классического решения матема-
тической модели, которая описывает малые вынужденные колебания системы, состоящей
из шарнирно соединённых стержней, помещённой во внешнюю среду с локализованными
особенностями. Трудности изучения данной дифференциальной модели заключается в
том, что внутренние и внешние особенности приводят к потере гладкости у решения. Эти
проблемы мы обходим используя поточечный подход, состоящий в использовании про-
изводных по мере и показавший свою эффективность не только при анализе линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с производными Радона-
Никодима, но и нелинейных.

Ключевые слова: математическая модель, стержневая система, вынужденные ко-
лебания, единственность.
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Abstract: in this paper we prove uniqueness of the classical solution of a mathematical
model that describes small forced oscillations of a system consisting of pivotally connected by
rods placed in an external environment with localized features. Difficulties in studying this
differential model is that internal and external features lead to a loss of smoothness of the
solution. These problems we avoid using the pointwise approach is to use derivatives as and
shown to be useful not only in the analysis of linear ordinary differential equations of second
order with the Radon–Nikodym, but also non-linear.
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ВВЕДЕНИЕ

В работе доказывается единственность решения математической модели
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u+ f(x, t),

u(0, t) = u′′xµ(0, t) = u′′xµ(ℓ, t) = u(ℓ, t) = 0,

u(x, 0) = φ0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = φ1(x),

(1)
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возникающей при моделировании малых вынужденных поперечных колебаний системы, со-
стоящей из растянутых стержней, соединенных шарнирно. При этом в каждой точке шар-
нирного соединения имеется пружина, реагирующая исключительно на крутящий момент;
конструкция находится во внешней среде, локальный коэффициент упругости которой равен
dQ; коэффициент p(x) характеризует материал, из которого сделаны стержни, и отвечает за
изгибную жесткость; r(x) ⩾ 0 — сила натяжения стержневой системы в точке x; функция
µ(x) имеет особенности (в виде скачков) в точках шарнирного соединения стержней; f(x, t)
— сосредоточенная сила (если таковая присутствует), приложенная к шарниру в момент вре-
мени t, или плотность силы во всех остальных точках; мера σ, порождаемая строго возрас-
тающей функцией σ(x), содержит в себе все особенности модели — это и точки шарнирного
соединения, и точки, в которых локализованы особенности внешней среды и присутствуют
сосредоточенные массы; M(x) — описывает распределение масс на системе, причем скачки
M(x) соответствуют случаю сосредоточенных масс. На концах система закреплена шарнирно.

Через S(σ) обозначим точки разрыва функции σ(x); σ-мера каждой точки ξ ∈ S(σ) равна
σ{ξ} = σ(ξ + 0)− σ(ξ − 0). В точках, принадлежащих S(σ), уравнение в (1) принимает вид

∆M(ξ)
∂2u

∂t2
(ξ, t) = −∆

((
p(x)u′′xµ

)′
x

)
(ξ, t) + ∆

(
ru′x
)
(ξ, t)− u(ξ, t)∆Q(ξ) + f(ξ, t), (2)

где слагаемое f(ξ, t) характеризует сосредоточенную силу, приложенную в точке ξ в момент
времени t. Помимо условия (2), в точке ξ «присутствуют» еще три:

u(ξ − 0, t) = u(ξ + 0, t),

p(ξ)
∆u′x(ξ, t)

∆µ(ξ)
= p(ξ − 0)u′′xµ(ξ − 0, t) = p(ξ + 0)u′′xµ(ξ + 0, t).

Далее мы будем предполагать, что S(σ) = S(µ), т. е. дополнительных особенностей, порож-
даемых внешней средой и силой, не возникает.

Решение математической модели (1) мы ищем в классе E: функций u(x, t), каждая из
которых: непрерывна на [0; ℓ] × [0;T ]; имеет непрерывные производные по переменной t до
второго порядка включительно при фиксированном x; при постоянном t u(x, t) абсолют-
но непрерывна по x на [0; ℓ]; u′x(x, t) — µ-абсолютно непрерывна на [0; ℓ]; квазипроизводная
p(x)u′′xµ(x, t) — абсолютно непрерывна на [0; ℓ];

(
pu′′xµ

)′
x
(x, t) — σ-абсолютно непрерывна на

[0; ℓ]; производные u′′′txµ(x, t) и u′′′xµt(x, t) равны почти всюду (в смысле меры [µ× t], заданной
на прямоугольнике [0; ℓ]×[0;T ]); производные u′′tx(x, t) и u′′xt(x, t) равны почти всюду в смысле
меры Лебега, определенной на [0; ℓ]× [0;T ].

Уравнение в (1) задано при всех (x, t), принадлежащих декартовому произведению [0; ℓ]σ×
[0;T ]. Множество [0; ℓ]σ строится следующим образом. Напомним, что через S(σ) мы обозна-
чили множество точек разрыва функции σ(x), порождающей на [0; ℓ] меру σ. На [0; ℓ] введем
метрику ϱ(x; y) = |σ(x) − σ(y)|. Очевидно, что метрическое пространство ([0; ℓ], ϱ) неполно.
Стандартное пополнение (с точностью до изоморфизма) этого пространства приводит к мно-
жеству [0; ℓ]σ, в котором каждая точка ξ ∈ S(σ) заменяется на тройку собственных элементов
{ξ − 0; ξ; ξ + 0}.

Проблема однозначной разрешимости, т.е. существование и единственность классическо-
го решения математической модели, реализующейся в виде начально-краевой задачи для
гиперболического уравнения, крайне важна для приложений (см., например, [1], [2], [3]), и
особенно остра в случае наличия особенностей у объекта, которые приводят к потере глад-
кости решения. В то же время, применение теории обобщенных функций приводит к ряду
трудно разрешимых задач. Во-первых, возникает проблема умножения обобщенной функции
(и ее производных) на разрывную (эта проблема в полном объеме не решена до сих пор), во-
вторых, обсуждается только слабая разрешимость уравнения (в тоже время для приложений
важно знать значение решения (и его производных) в каждой точке).
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При решении данного вопроса мы используем поточечный подход с применением произ-
водных по мере, предложенный Ю. В. Покорным [4] для одномерных граничных задач. Этот
подход показал свою эффективность и для линейных уравнений второго порядка с непрерыв-
ными решениями [5], [6], [7], [8], [9], [10], и для нелинейных краевых задач с непрерывными
решениями [11], [12], и для граничных задач второго порядка с разрывными решениями [13],
и для дифференциальных уравнений четвертого порядка с производными по мере [14], [15].

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема 1. Если функции p(x), Q(x), µ(x) σ-абсолютно непрерывны на [0; ℓ] и inf
[0;ℓ]

p(x) > 0,

то математическая модель (1) не может иметь двух различных решений в классе E.

Предположим, что существуют два различных на [0; ℓ] × [0;T ] решения u1(x, t) и u2(x, t)
математической модели (1). Пусть (x∗, T ∗) — точка, в которой решения u1(x, t) и u2(x, t)
различны. Разность u(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) является решением модели
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u(0, t) = u′′xµ(0, t) = u′′xµ(ℓ, t) = u(ℓ, t) = 0,

u(x, 0) = 0,
∂u
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(x, 0) = 0.

Тождество
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умножим на
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∂t
, проинтегрируем по прямоугольнику [0; ℓ]× [0;T ∗] по мере [σ× t] и разобьем

полученный интеграл на сумму четырех:
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Первый интеграл в левой части равенства (3):
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так как u′t(x, 0) = 0. Во втором интеграле поменяем порядок интегрирования (что возможно
в силу теоремы Фубини), и внутренний интеграл дважды проинтегрируем по частям:
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= −
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(здесь мы воспользовались равенствами
(
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)′
x
(0, t) =

(
pu′′xµ

)′
x
(ℓ, t) = 0 и свойствами функ-

ции, принадлежащей классу E). Применяя к интегралу в правой части (4) теорему Фубини,
получим:
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так как u′′xµ(x, 0) = 0.
Аналогично преобразуем третий интеграл в равенстве (3):
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так как почти всюду u′′xt = u′′tx и u′x(x, 0) = 0. Наконец, четвертый интеграл —
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Окончательно, (3) принимает вид
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Но в правой части последнего равенства, в силу условий, стоит сумма неотрицательных сла-

гаемых, следовательно, каждое из них равно нулю. Из равенства
ℓ∫

0

p(x)
(
u′′xµ(x, T

∗)
)2
dµ = 0

вытекает, что p(x)
(
u′′xµ(x, T

∗)
)2

= 0 почти всюду (в смысле меры µ). Тогда и u′′xµ(x, T ∗) = 0 по-
чти всюду, следовательно, в силу µ-абсолютной непрерывности u′x(x, T ∗) на [0; ℓ] и абсолютной
непрерывности u(x, T ∗) на [0; ℓ], при некоторых постоянных C1 и C2 имеем u(x, T ∗) = C1+C2x,
что, с учетом граничных условий u(0, t) = u(ℓ, t) = 0, нам дает тождество u(x, T ∗) ≡ 0. По-
лученное противоречие доказывает единственность решения математической модели (1).

Замечание 1. Выше мы показали единственность решения математической модели (1) с
шарнирно закрепленными концами. Такой же результат можно гарантировать и в случае
защемленных концов (граничные условия: u(0, t) = u′x(0, t) = u(ℓ, t) = u′x(ℓ, t) = 0).
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