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Аннотация: статья посвящена исследованию свойств нового класса весовых псевдо-
дифференциальных операторов с переменным символом. Псевдодифференциальные опе-
раторы, рассмотренные в статье, построены по специальному интегральному преобразо-
ванию, переводящему производные с весом в операцию умножения. Потребность в таких
псевдодифференциальных операторах возникла при исследовании краевых задач для вы-
рождающихся дифференциальных уравнений. В статье доказана теорема об ограничен-
ности рассмотренных псевдодифференциальных уравнений в специальных функциональ-
ных пространствах типа пространств С.Л. Соболева, нормы в которых зависят от ком-
плексного параметра. Также доказана теорема о композиции этих псевдодифференциаль-
ных операторов. Показано, что суперпозиция рассмотренных псевдодифференциальных
операторов не выводит из класса этих операторов.
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ренциальный оператор, псевдодифференциальный оператор с вырождением, композиция
псевдодифференциальных операторов. ограниченность псевдодифференциальных опера-
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SOME PROPERTIES OF A CLASS OF
PSEUDODIFFERENTIAL OPERATORS WITH

DEGENERATION
A. D. Baev, P. A. Kobylinskii

Abstract: The article investigates the properties of a new class of weighted pseudo-
differential operators with variable symbol. Pseudodifferential operators, discussed in the
article, are built on a special integral transformation carrying derivatives with weight in the
operation of multiplication. The need for such pseudodifferential operators emerged in the
study of boundary value problems for degenerate differential equations. We proved that the
boundedness of pseudo-differential equations considered in special functional spaces of type
spaces SL Sobolev norms which depend on a complex parameter. Also prove a theorem on the
composition of pseudodifferential operators. Shown that the composition of pseudodifferential
operators is not considered out of the class of these operators.

Keywords: Fourier transform, weight conversion, pseudodifferential operator,
pseudodifferential operator with degeneration, the composition of pseudodifferential
operators. boundedness of pseudodifferential operators.

ВВЕДЕНИЕ

При исследовании математических моделей, в которых граница области оказывает су-
щественное влияние на процессы, происходящие вблизи границы, используются вырождаю-
щиеся эллиптические уравнения. В этом случае на границе области может меняться как тип
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уравнений, так и их порядок. Такие уравнения используются при исследовании стационарных
процессов конвекции — диффузии в неоднородных анизотропных средах, характерных тем,
что при приближении к границе коэффициент диффузии стремится к нулю. К таким уравне-
ниям приводит математическое моделирование процессов фильтрации идеального баротроп-
ного газа в неоднородной анизотропной пористой среде, процессов фильтрации двухфазных
жидкостей, в том числе, процессов вытеснения нефти водой из пористой среды. Подобные
уравнения возникают при математическом моделировании процесса распространения приме-
си в жидкокристаллическом растворе, находящемся в электрическом поле, при исследовании
стационарной задачи о контакте мягкой оболочки с препятствием. Такие уравнения явля-
ются также обобщением сингулярно возмущенных уравнений конвекции – диффузии. Кроме
того, известно, что нахождение решения краевой задачи для эллиптического уравнения эк-
вивалентно минимизации некоторого функционала. В теории управления задача о минимуме
некоторого функционала соответствует задаче об оптимальном управлении. Вырождающим-
ся эллиптическим уравнениям соответствуют вырожденные или особые оптимальные управ-
ления.

Основная трудность при исследовании краевых задач для вырождающихся эллиптиче-
ских уравнений состоит в том, что младшие (в смысле теории регулярных эллиптических
операторов) члены уравнения влияют на постановку граничных задач и их коэрцитивную
разрешимость. В связи с этим краевые задачи для вырождающихся эллиптических уравне-
ний в обычных соболевских пространствах не являются коэрцитивными.

Первые результаты о коэрцитивной разрешимости краевых задач для вырождающих-
ся эллиптических уравнений второго порядка принадлежат М. В. Келдышу [1]. В работах
О. А. Олейник [2], С. Г. Михлина [3] и М. И. и М. И. Вишика [4] были построены обобщен-
ные решения вырождающихся эллиптических уравнений второго порядка. Фундаментальные
результаты по изучению асимптотических свойств решений линейных и нелинейных эллип-
тических и параболических уравнений и систем с вырождением были получены В. А. Кон-
дратьевым [5], [6]. Затем был разработан метод “эллиптической регуляризации”, который был
применен О. А. Олейник [7] и Дж. Коном и Л. Ниренбергом [8] для исследования эллиптико–
параболических уравнений второго порядка. В работах В. П. Глушко [9], [10] была установ-
лена коэрцитивная разрешимость общих краевых задач для вырождающихся эллиптических
уравнений второго порядка в специальных весовых пространствах типа пространств С. Л. Со-
болева с весом. Задача Дирихле для линейного эллиптического уравнения второго порядка
с согласованным вырождением исходных данных в произвольной выпуклой области была
исследована в работе В. А. Рукавишникова, А. Г. Ереклинцева [11], а с несогласованным
вырождением — в работе В. А. Рукавишникова [12].

Исследование вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (при “степен-
ном” характере вырождения) было начато в работах М. И. Вишика и В. В. Грушина [13], [14].
Затем ряд результатов для некоторых классов вырождающихся эллиптических уравнений вы-
сокого порядка был получен В. П. Глушко [15], Х. Леопольдом [16], С. З. Левендорским [17],
С. А. Исхоковым [18]. Отметим, что существенным условием работы [17] является условие
принадлежности основной весовой функции α(t) пространству С∞(R1).

Дальнейшее развитие теории коэрцитивной разрешимости вырождающихся уравнений по-
требовало развития теории псевдодифференциальных операторов. Одним из направлений
развития этой теории стало исследование весовых псевдодифференциальных операторов, по-
строенных по специальному интегральному преобразованию Fα, введенному в [19]. Исполь-
зование весовых псевдодифференциальных операторов с постоянным символом позволило
доказать коэрцитивные априорные оценки и теоремы о существовании решений общих кра-
евых задач для вырождающихся эллиптических уравнений высокого порядка (см. [19]). Ис-
следование весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом позволило
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исследовать новые классы вырождающихся уравнений высокого порядка (см. [20], [21]).
В настоящей статье получены теоремы об ограниченности и композиции одного класса

весовых псевдодифференциальных операторов с переменным символом, зависящим от ком-
плексного параметра.

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКИ ТЕОРЕМ

Рассмотрим функцию α(t), t ∈ R1
+, которая обращается в нуль вместе со своей производной

при t = 0. Предположим, что эта функция принимает положительные значения при t > 0 и
стабилизируется на константу при t ⩾ d при некотором d > 0.

Следуя [19], введём интегральное преобразование следующего вида

Fα[u(t)](η) =

+∞∫
0

u(t) exp(iη

d∫
t

dρ

α(ρ)
)

dt√
α(t)

. (1)

Это преобразование определено на функциях u(t) ∈ C∞
0 (R1

+). Можно показать, преобра-
зование (1) связано с преобразованием Фурье

Fτ→η[u] =

+∞∫
−∞

u(τ) exp(iητ)dτ, η ∈ R1

следующим равенством
Fα[u(t)](η) = Fτ→η[uα(τ)], (2)

где uα(τ) =
√
α(t)u(t)

∣∣∣
t=φ−1(τ)

, t = φ−1(τ) - функция, обратная к функции τ = φ(t) =
d∫
t

dρ
α(ρ) .

В [19] показано, что для преобразования Fα справедлив аналог равенства Парсеваля
∥Fα[u](η)∥L2(R1) =

√
2π ∥u∥L2(R1

+). Равенство Парсеваля дает возможность определить по
непрерывности преобразование Fα на функциях из пространства L2(R

1
+). В [19] показано

также, что обратное к Fα преобразование можно записать на функциях из L2(R
1) в виде

F−1
α [w(η)](t) =

1√
α(t)

F−1
η→τ [w(η)]

∣∣∣∣∣
τ=φ(t)

.

Можно показать, что преобразование Fα переводит оператор весового дифференцирования
Dα,t =

1
i

√
α(t)∂t

√
α(t), ∂t =

∂
∂t , в оператор умножения на двойственную переменную.

Определение 1. Пространство Hs,α(R
n
+) (s — действительное число) состоит из всех

функций v(x, t), для которых конечна норма

∥v∥2s,α,p =
∫
Rn

(1 + |ξ|2 + η2)s |FαFx→ξ[v(x, t)]|2 dξdη.

Предположим, что выполнено следующее условие.
Условие 1. Существует число ν ∈ (0,1] такое, что |α′(t)α−ν(t)| ⩽ c < ∞ при всех t ∈

[0,+∞). Кроме того, α(t) ∈ Cs1 [0,+∞) для некоторого s1 ⩾ 2N − |σ|, где N ⩾ max
0⩽p1⩽l

{2p1 +
5
2
−p1
ν + 1, σ + 1}, σ — некоторое действительное число.
Определим весовой псевдодифференциальный оператор (п. д. о.) по формуле

P (t,Dx, Dα,t)v(x, t) = F−1
α F−1

ξ→x[p(t, ξ, η)Fx→ξFα[v(x, t)]]. (3)
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Здесь Fx→ξ = Fx1→ξ1Fx2→ξ2 . . . Fxn−1→ξn−1 преобразование Фурье, переводящее переменную
x ∈ Rn−1 в переменную ξ ∈ Rn−1. F−1

ξ→x — обратное преобразование Фурье.
Определим класс символов весового псевдодифференциального оператора.
Определение 2. Будем говорить, что символ p (t, ξ, η) весового псевдодифференциально-

го оператора P (t,Dx, Dα,t) принадлежит классу символов Sσα,ρ,δ(Ω), где Ω ⊂ R̄1
+ — открытое

множество, σ — действительное число, если функция p (t, ξ, η) является бесконечно диффе-
ренцируемой функцией по переменной t ∈ Ω и по переменной η ∈ R1. Причем, при всех
j = 0, 1, 2, . . ., l = 0, 1, 2, . . . справедливы оценки∣∣∣∣∣

(
α(t)

∂

∂t

)j ∂l

∂ηl
p (t, ξ, η)

∣∣∣∣∣ ⩽ cm,l

(
1 + |ξ|2 + |η|2

) 1
2
(σ−lρ+jδ)

с константами cm,l > 0, не зависящими от ξ ∈ Rn−1, η ∈ R1, t ∈ Ω.
Доказаны следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть P (t,Dx, Dα,t) и Q(t,Dx, Dα,t) — весовые псевдодифференциальные опе-

раторы с символами p(t, ξ, η) и q(t, ξ, η), принадлежащими соответственно классам Sm1
α,ρ,0(Ω)

и Sm2
α,ρ,0(Ω) (m1 и m2 — действительные числа). Пусть выполнено условие 1 при σ =

max{m1,m2}. Тогда для любого N ⩾ 0 существует такое N1 > 0 и такой символ TN1(t, ξ, η) ∈
S−N
α,ρ,0(Ω), что справедливо равенство

P (t,Dx, Dα,t)Q(t,Dx, Dα,t)−
N1−1∑
j=1

Rj(t,Dx, Dα,t) = TN1(t,Dx, Dα,t).

Здесь TN1(t,Dx, Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор с символом
TN1(t, ξ, η), а Rj(t,Dx, Dα,t) — весовой псевдодифференциальный оператор с символом

rj(t, ξ, η) =
1

j!
∂jηλ(t, ξ, η) · (α(t)∂t)jq(t, ξ, η).

Теорема 2. Пусть p(t, ξ, η) ∈ Smα,ρ,0(Ω), m — действительное число. Пусть выполнено
условие 1 при σ = m. Тогда весовой псевдодифференциальный оператор P (t,Dx, Dα,t) для
любого действительного s есть ограниченный оператор из Hs+m,α(R

n
+) в Hs,α(R

n
+).

При ρ = 1, δ = 0 утверждения, аналогичные теоремам 1 и 2, были доказаны в [20], при
ρ = 0, δ ∈ [0; 1) аналогичные утверждения были доказаны в [24].
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