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Аннотация: в работе исследуется задача о стабилизации положения равнове-
сия управляемых механических систем, моделируемых неавтономными функционально-
дифференциальными уравнениями запаздывающего типа с конечным запаздыванием. За-
дача решается на основе метода предельных уравнений с использованием функционала
Ляпунова со знакопостоянной производной.

Ключевые слова: стабилизация, запаздывающая обратная связь, предельные урав-
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Abstract: in the work a problem of stabilization of controlled systems simulated with non-
autonomous functional-differential equations of delayed type with final delay is investigated.
The problem is solved on the basis of the limit equations method and a Lyapunov’s functional
with a constant-sign derivative.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] было предложено решение задачи о стабилизации управляемой механической
системы на основе ПИД (пропорционально-интегрально-дифференциальных)–регуляторов,
при этом использовались знакоопределенные функционалы Ляпунова со знакоопределенной
производной. Использование функционалов Ляпунова со знакопостоянной производной поз-
воляет получить, в отличие от [1], более простые условия, как для конечного последействия
(запаздывания), так и для бесконечного. В настоящей работе предложены различные типы
регуляторов с конечным последействием и, в частности, показывается, что можно стаби-
лизировать систему до равномерной асимптотической устойчивости на основе управления,
которое зависит только от координат системы.

Рассмотрим управляемую механическую систему со стационарными, голономными, иде-
альными связями, положение которой определяется n обобщенными координатами q =
(q1, q2, . . . , qn)

T .
Кинетическая энергия такой системы представима в виде:

T =
1

2
q̇TA (q) q̇.

Здесь A(q) — матрица размерности n× n является положительно-определённой.
Движения рассматриваемой системы определяются уравнениями Лагранжа:

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= Q, (1)
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где Q — матрица-столбец размерности n× 1 обобщенных сил, действующих на систему.
Допустим, что в цепи обратной связи производится постоянное измерение обобщенных

координат и (или) обобщенных скоростей таким образом, что возможно формирование в
момент t управления Q, зависящего от состояния системы на отрезке [t− h, t], h = const > 0,
Q = Q(t, qt, q̇t) (через qt обозначена функция, задаваемая для непрерывного отображения
q : R+ → Rn равенством qt = q(t+ s), −h 6 s 6 0).

Рассмотрим задачу об определении управления Q = Q(t, qt, q̇t), Q(t, 0, 0) ≡ 0, обеспечива-
ющего асимптотическую устойчивость положения равновесия q = q̇ = 0 системы (1).

2. УПРАВЛЕНИЕ, ЗАВИСЯЩЕЕ ТОЛЬКО ОТ КООРДИНАТ
СИСТЕМЫ

Первый тип управления

Предположим, что управление имеет вид:

Q (t, qt) = −C(t)q(t) +

0∫

−h

F (t, s)q(t+ s)ds. (2)

Такой регулятор зависит только от координат системы и времени.
Полагаем:

M(t) = C(t)−
0∫

−h

F (t, s)ds.

Тогда управление Q можно представить в виде:

Q(t, qt) = −M(t)q(t) +

0∫

−h

F (t, s)(q(t+ s)− q(t))ds. (3)

C учетом (3) система (1) примет вид:

d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q
= −M(t)q(t) +

0∫

−h

F (t, s)(q(t+ s)− q(t))ds. (4)

Докажем следующую теорему.
Теорема 2.1. Пусть выполняются следующие условия:

1) матрицы C(t) и F (t, s) являются ограниченными симметричными матрицами размер-
ностей n× n при t ∈ R+, s ∈ [−h, 0];

2) матрица M(t) является положительно определенной матрицей, ограниченной и равно-
мерно непрерывной при t ∈ R+;

3) матрица F (t, s) непрерывно дифференцируема по t и s, равномерно непрерывная при
t ∈ R+, s ∈ [−h, 0], причем:

F (t, s) > 0,
∂F (t, s)

∂s
− ∂F (t, s)

∂t
> a0E, a0 = const > 0, Ṁ(t) 6 0, t ∈ R+, s ∈ [−h, 0] .
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Тогда управление вида (2) решает задачу о равномерной асимптотической устойчивости
положения равновесия q = q̇ = 0 системы (1).

Доказательство. Возьмем функционал Ляпунова в виде:

V (t, qt, q, q̇) =
1

2
qT (t)M(t)q(t) +

1

2
q̇T (t)Aq̇(t) +

1

2

0∫

−h

(q(t+ s)− q(t))TF (t, s)(q(t + s)− q(t))ds.

Этот функционал является определенно-положительным по q и q̇:

V > ω0 · |q̇|2 + ω1(|q|), где |q̇|2 = q̇21 + . . .+ q̇2n, ω0 = const > 0,

ω1 — функция типа Хана. Кроме того, этот функционал допускает бесконечно малый высший
предел по ‖qt‖ = sup(|q(t+ s)|, s ∈ [−h, 0]), ‖q̇t‖ = sup(|q̇(t+ s)|, s ∈ [−h, 0]):

V 6 ω2(‖qt‖) + ω3(‖q̇t‖),

где функции ω2 и ω3 есть функции типа Хана.
Тогда производная функционала в силу системы (4) будет иметь оценку:

dV

dt
=

1

2
qT Ṁ(t)q − 1

2
(q(t− h)− q(t))TF (t,−h)(q(t − h)− q(t))−

− 1

2

0∫

−h

(q(t+ s)− q(t))T (
∂F (t, s)

∂s
− ∂F (t, s)

∂t
)(q(t+ s)− q(t))ds 6

6 −a0
2

0∫

−h

(q(t+ s)− q(t))T (q(t+ s)− q(t))ds 6 0.

Полагаем:

W (q) =
a0
2

0∫

−h

(q(t+ s)− q(t))T (q(t+ s)− q(t))ds.

При сделанных предположениях предельная система к (4) будет иметь следующий вид [2]:

d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q
= −M∗(t)q(t) +

0∫

−h

F ∗(t, s)(q(t + s)− q(t))ds. (5)

Здесь матрицы в правой части (5) для каждой последовательности tn → +∞, n → ∞,
определяются следующим образом:

M∗(t) = lim
tn→+∞

M(t+ tn), F ∗(t, s) = lim
tn→+∞

F (t+ tn, s), t ∈ R+, s ∈ [−h, 0].

Множество

{W (q) = 0 } = {q(t+ s) = q(t), ∀s ∈ [−h, 0] , ∀t ∈ R} ≡ {q(t) = c = const, ∀t ∈ R} .

Это множество содержит из решений (5) только нулевое решение q = q̇ = 0. По теореме 4.5
из [3] получаем, что положение равновесия q = q̇ = 0 равномерно асимптотически устойчиво.
Теорема доказана.
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Замечание 2.1. Если на систему (1) действуют потенциальные силы −∂Π
∂q (t, q) = −C(t)q,

тогда в условиях теоремы 2.1 стабилизирующее управление для системы (1) можно опреде-
лить в следующем виде:

Q (t, qt) =

0∫

−h

F (t, s)q(t+ s)ds.

Второй тип управления

Предположим теперь, что управление имеет вид:

Q (t, qt) = −F0(t)q(t) +C0(t)q(t− h). (6)

Выполним следующее преобразование:

Q = −F0(t)q(t) + C0(t)q(t− h) = −(F0(t)− C0(t))q(t) −
0∫

−h

C0(t)q̇(t+ s)ds.

Таким образом, изучение управления вида (6) можно свести к изучению ПИД-регулятора
типа:

Q (t, q̇t, q) = −F (t)q(t)−
0∫

−h

C(t, s)q̇(t+ s)ds. (7)

Для упрощения последующих преобразований предположим, что матрица A не зависит
от q. С учетом этого и (7) система (1) примет вид:

Aq̈ = −F (t)q(t)−
0∫

−h

C(t, s)q̇(t+ s)ds. (8)

Проведем некоторые преобразования второго слагаемого в регуляторе (7).

0∫

−h

C(t, s)q̇(t+ s)ds =

0∫

−h

C(t, s)(q̇(t)−
t∫

t+s

q̈(τ)dτ)ds =

= (

0∫

−h

C(t, s)ds)q̇(t)−
0∫

−h

C(t, s)(

t∫

t+s

q̈(τ)dτ)ds.

Выразим теперь из (8) q̈. Это возможно, так как матрица A невырожденная. Получаем:

q̈ = −A−1F (t)q(t)−A−1

0∫

−h

C(t, s)q̇(t+ s)ds. (9)

С учетом (9) получаем, что система (8) примет вид:

Aq̈ = −C1(t)q(t)− (

0∫

−h

C(t, s)ds)q̇(t) +

0∫

−h

C(t, s)A−1

t∫

t+s

F (τ)

t∫

τ

q̇(u)dudτds−

−
0∫

−h

C(t, s)A−1

t∫

t+s

0∫

−h

C(τ, u)q̇(τ + u)dudτds. (10)
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Здесь C1(t) = −F (t) +
0∫

−h
C(t, s)A−1

t∫
t+s

F (τ)dτds.

Теорема 2.2. Пусть матрицы F (t),C(t, s) и C1(t) являются положительно определенными
матрицами, ограниченными и равномерно непрерывными размерностей n× n, C1(t) диффе-
ренцируема при t ∈ R+, s ∈ [−h, 0] , причем справедливы следующие неравенства:

max
(i,j)

|Fij | 6 f1 = const, max
(i,j)

|Cij| 6 c1 = const, max
(i,j)

|Aij | 6 a1 = const,

1

2h
C−1
1

0∫

−h

C(t, s)ds− 1

4h
C−1
1 Ċ1C

−1
1 A > (

c1a1n
3h2(f1 + c1)

2
+ ε0)E, ε0 = const > 0, C−1

1 A > 0.

Тогда управление вида (6) (соответственно управление вида (7)) решает задачу о равно-
мерной асимптотической устойчивости положения равновесия q = q̇ = 0 системы (1).

Доказательство. Возьмем функционал Ляпунова в виде:

V (t, q, q̇t) =
1

2
qT (t)q(t) +

1

2
q̇T (t)(C−1

1 A)q̇(t) + λ

0∫

−2h

0∫

s

q̇T (t+ u)q̇(t+ u)duds.

Здесь λ = c1a1n3h2(f1+c1)
2 .

Производная функционала в силу системы (10) будет иметь оценку:

dV

dt
6 −2hε0 · q̇T (t)q̇(t) 6 0.

Полагаем:
W (q̇) = 2hε0q̇

T (t)q̇(t).

При сделанных предположениях, предельная система к (8) будет иметь следующий вид:

Aq̈ = −F ∗(t)q(t)−
0∫

−h

C∗(t, s)q̇(t+ s)ds. (11)

Повторяя рассуждения доказательства предыдущей теоремы, получаем, что положение
равновесия q = q̇ = 0 равномерно асимптотически устойчиво.

Замечание 2.2. Если на систему (1) действуют потенциальные силы −F0q(t), тогда в
условиях теоремы 2.2 стабилизирующее управление для системы (1) можно определить в
виде:

Q (t, qt) = C0(t)q(t− h).

3. УПРАВЛЕНИЯ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ КООРДИНАТ И СКОРОСТЕЙ

Третий тип управления

Предположим теперь, что управление имеет вид ПИД–регулятора:

Q (t, qt, q̇) = −F (t)q̇(t)−
0∫

−h

C(t, s)q(t+ s)ds. (12)
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Проведем некоторые преобразования второго слагаемого в регуляторе:

0∫

−h

C(t, s)q(t+ s)ds =

0∫

−h

C(t, s)(q(t)−
t∫

t+s

q̇(u)du)ds =(

0∫

−h

C(t, s)ds)q(t)−
0∫

−h

C(t, s)(

t∫

t+s

q̇(u)du)ds.

Тогда система (1) примет вид:

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= −F (t)q̇(t)− (

0∫

−h

C(t, s)ds)q(t) +

0∫

−h

C(t, s)(

t∫

t+s

q̇(u)du)ds. (13)

Теорема 3.1. Пусть матрицы F (t) и C(t, s) являются положительно определенными
матрицами, ограниченными и равномерно непрерывными размерностей n × n при t ∈ R+,
s ∈ [−h, 0] , причем:

max
(i,j)

|Cij| 6 L = const, f(t) > Lh2n+ ε0,

0∫

−h

∂C(t, s)

∂t
ds 6 0, t ∈ R+, ε0 = const > 0,

где f(t) есть минимальное собственное значение матрицы F (t).
Тогда управление вида (12) решает задачу о равномерной асимптотической устойчивости

положения равновесия q = q̇ = 0 системы (1).
Доказательство. Возьмем функционал Ляпунова в виде:

V (t, qt, q̇) =
1

2
qT (t)(

0∫

−h

C(t, s)ds)q(t) +
1

2
q̇T (t)Aq̇(t) +

Lhn

2

0∫

−h

0∫

s

q̇T (t+ u)q̇(t+ u)duds.

Тогда производная функционала в силу системы (13) будет иметь оценку:

dV

dt
6 −ε0q̇T (t)q̇(t) 6 0.

Полагаем:
W (q̇) = ε0q̇

T (t)q̇(t).

При сделанных предположениях, предельная система к (13) будет иметь следующий вид:

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= −F ∗(t)q̇(t)−

0∫

−h

C∗(t, s)q(t+ s)ds. (14)

Множество {W (q̇) = 0} = {q̇ = 0} содержит из решений (14) только нулевое решение
q = q̇ = 0. Повторяя рассуждения доказательства теоремы 2.1, получаем, что положение
равновесия q = q̇ = 0 равномерно асимптотически устойчиво. Теорема доказана.

Замечание 3.1. Если на систему (1) действуют диссипативные силы −F (t)q̇, тогда в
условиях теоремы 3.1 стабилизирующее управление для системы (1) можно определить в
виде:

Q (t, qt) = −
0∫

−h

C(t, s)q(t+ s)ds.
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Четвертый тип управления

Определим управление в виде:

Q (t, qt, q̇) = −F (t)q̇(t)− C(t)q(t− h). (15)

С учетом (15) система (1) примет вид:

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= −F (t)q̇(t)−C(t)q(t− h). (16)

Теорема 3.2. Пусть матрицы F (t) и C(t) являются положительно определенными мат-
рицами, ограниченными и равномерно непрерывными размерностей n × n, C(t) дифферен-
цируема при t ∈ R+, причем:

L = max
(i,j)

|Cij | <
µ

hn
, Ċ(t) 6 0, t ∈ R+,

где µ есть минимальное собственное значение матрицы F (t) при t ∈ R+.
Тогда управление вида (12) решает задачу о равномерной асимптотической устойчивости

положения равновесия q = q̇ = 0 системы (1).
Доказательство. Возьмем функционал Ляпунова в виде:

V (qt, q̇) =
1

2
qT (t)C(t)q(t) +

1

2
q̇T (t)Aq̇(t) +

µ

2h

0∫

−h

0∫

s

q̇T (t+ u)q̇(t+ u)duds.

Тогда производная функционала в силу системы (16) будет иметь оценку:

dV

dt
6 −1

2
(µ − Lnh)q̇T (t)q̇(t) 6 0.

Полагаем:

W (q̇) =
1

2
(µ− Lnh)q̇T (t)q̇(t).

При сделанных предположениях предельная система к (16) будет иметь следующий вид:

d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= −C∗(t)q(t)− F ∗(t)q̇(t) + C∗(t)

0∫

−h

q(t+ s)ds. (17)

Множество {W (q̇) = 0 } = {q̇ = 0} содержит из решений (17) только нулевое решение q =
q̇ = 0. Повторяя рассуждения доказательства предыдущей теоремы, получаем, что положение
равновесия q = q̇ = 0 равномерно асимптотически устойчиво.

Теорема 3.3. Пусть матрицы F (t) и C(t) являются положительно определенными мат-
рицами, ограниченными и равномерно непрерывными размерностей n × n, C(t) дифферен-
цируема при t ∈ R+, причем:

C−1A > 0, C−1F +
1

2
C−1ĊC−1A > (h+ ε0)E, ε0 = const > 0, t ∈ R+.

Тогда управление вида (12) решает задачу о равномерной асимптотической устойчивости
положения равновесия q = q̇ = 0 системы (1).

Доказательство. Возьмем функционал Ляпунова в виде:

V (qt, q̇) =
1

2
qT (t)q(t) +

1

2
q̇T (t)C−1Aq̇(t) +

1

2

0∫

−h

0∫

s

q̇T (t+ u)q̇(t+ u)duds.
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Его производная, в силу системы (16), будет иметь оценку:

dV

dt
6 −ε0q̇T (t)q̇(t) 6 0.

Полагаем W (q̇) = ε0q̇
T (t)q̇(t). Повторяя рассуждения доказательства предыдущей теоре-

мы, получаем, что положение равновесия q = q̇ = 0 равномерно асимптотически устойчиво.
Теорема доказана.

Замечание 3.2. Если на систему (1) действуют диссипативные силы −F (t)q̇, тогда в
условиях теорем 3.2 и 3.3 стабилизирующее управление для системы (1) можно определить
в виде:

Q (t, qt) = −C(t)q(t− h).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в настоящей работе предложены различные типы регуляторов и, в част-
ности, показывается, что можно стабилизировать систему до равномерной асимптотической
устойчивости на основе управления, которое зависит только от координат системы.

Полученные результаты развивают и дополняют результаты из [1], [4], [5].
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