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Аннотация: в настоящей работе доказывается существование решения и компакт-
ность множества всех решений задачи управляемости для системы описываемой полули-
нейным функционально-дифференциальным включением дробного порядка с бесконеч-
ным запаздыванием и импульсными характеристиками в банаховом пространстве. Статья
состоит из введения и четырех параграфов. Во введении обосновывается актуальность
данной проблематики и излагается история вопроса. Во втором параграфе описывается
постановка задачи. Третий параграф состоит из четырех подпунктов, в которых приво-
дятся предварительные сведения. В четвертом параграфе формулируется и доказывается
основной результат работы (Теорема 4.1). В последнем параграфе в качестве приложения
мы рассматриваем задачу управляемости для процесса дробной диффузии..
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мера некомпактности, неподвижная точка, уплотняющее мультиотображение, дробная
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Abstract: in this paper we prove the existence of solutions and the compactness of the set
of all solutions of the controllability problem for semilinear functional differential inclusion of
fractional order with infinite delay and impulse characteristics in a Banach space. The paper
consists of an introduction and four sections. In the introduction the urgency of this problem
is justified. In the second section we describe the setting of the problem. The third section
consists of four sub-sections dedicated to the preliminaries. In the fourth section we formulate
and prove our main result (Theorem 4.1). In the last section as application we consider the
controllability problem for a fractional diffusion process.

Keywords: fractional derivative, differential inclusions, the problem of controllability,
measure of noncompactness, fixed point, condensing multimap, the impulsive characteristics,
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1. ВВЕДЕНИЕ

Теория дифференциальных уравнений дробного порядка берет свое начало от идей Лейб-
ница и Эйлера, но лишь в последнее время интерес к этой тематике значительно усилился,
благодаря интересным приложениям в различных разделах прикладной математики, физи-
ки, инженерии, биологии, экономики и др. (см., например, монографии [5], [7], [11], [14], [18],
[22], [26], [28], [29], статьи [19], [21], [23] и др.).

В настоящей работе мы рассматриваем задачу управляемости для системы описываемой
полулинейным функционально-дифференциальным включением дробного порядка с беско-
нечным запаздыванием в банаховом пространстве.
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Мы предполагаем также, что изучаемая в данной работе система содержит импульсные
характеристики. Отметим, что импульсные дифференциальные уравнения и включения явля-
ются удобной моделью для описания динамических систем, подверженным скачкообразным
изменениям своего состояния (см. монографии [8], [9], [14], [25]).

В данной работе, применяя теорию топологической степени уплотняющих многозначных
отображений (см. [16]), мы доказываем (см. Теорему 4.1) существование решения и компакт-
ность множества решений задачи управляемости для системы описываемой полулинейным
функционально-дифференциальным включением указанного класса. В качестве примера рас-
сматривается задача управляемости для процесса дробной диффузии.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть E - банахово пространство. Для разбиения отрезка [0, T ] точками 0 < t1 < . . . <
tm < T , m > 1 и функции c : [0, T ] → E обозначим

c(t+k ) = lim
h→0+

c(tk + h),

c(t−k ) = lim
h→0−

c(tk + h),

для 1 6 k 6 m.
Мы будем рассматривать задачу управляемости для системы описываемой, полулиней-

ным функционально-дифференциальным включением с дробной производной в банаховом
пространстве E следующего вида:

Dαy(t) ∈ Ay(t) + F (t, yt, y(t)) +Bu(t), t ∈ [0, T ] \ {t1, . . . , tm} , (2.1)

с начальным условием:
y(s) = ϑ(s), s ∈ (−∞, 0], (2.2)

где Dα, 0 < α < 1, — дробная производная Римана—Лиувилля, A : D(A) ⊂ E → E — ли-
нейный замкнутый оператор в E, порождающий сильно непрерывную полугруппу eAt, t > 0,
F : [0, T ] × B × E ⊸ E — мультиотображение с непустыми выпуклыми компактными зна-
чениями. Здесь B обозначает фазовое пространство бесконечных запаздываний (см. п. 3) и
yt ∈ B характеризует предысторию функции до момента t ∈ [0, T ], то есть yt(θ) = y(t + θ),
θ ∈ (−∞, 0]. Начальная функция ϑ ∈ B, и функция управления u(·) рассматривается в
Lp(I, U), p > 1/α, где U — гильбертово пространство управлений. Оператор B : U → E
предполагается ограниченным и линейным.

Предполагается, что сужение искомой функции y : (−∞, T ] → E на [0, T ] принадлежит
пространству PC([0, T ];E) функций z : [0, T ] → E, непрерывных на [0, T ] \ {t1, . . . , tm} и
таких, что левые и правые пределы z(t−k ) и z(t+k ), 1 6 k 6 m, существуют и z(t−k ) = z(tk).

Нетрудно видеть, что пространство PC([0, T ];E), снабженное нормой

‖z‖PC = sup
t∈[0,T ]

‖y(t)‖E ,

является банаховым пространством и что классическое пространство C([0, T ];E) является
его замкнутым подпространством.

Для удобства обозначим t0 = 0, tm+1 = T . Тогда для z ∈ PC([0, T ];E) обозначим ẑk ∈
C([tk, tk+1];E), k = 0, . . . ,m, — функции, заданные соотношениями: ẑk(t) = zk(t), t ∈ (tk, tk+1];
ẑk(tk) = zk(t

+
k ). Более того, для множества D ⊂ PC([0, T ];E) обозначим D̂k, k = 0, . . . ,m,

множества D̂k = {ẑk : z ∈ D}.
Нетрудно проверить следующее утверждение.
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Лемма 2.1. Множество D ⊂ PC([0, T ];E) относительно компактно в PC([0, T ];E) то-
гда и только тогда, когда каждое множество D̂k, k = 0, . . . ,m, относительно компактно
в C([tk, tk+1];E).

Из данного предложения и классической теоремы Арцела-Асколи вытекает следующий
критерий относительной компактности множества в пространстве PC([0, T ];E).

Лемма 2.2. Множество D ⊂ PC([0, T ];E) относительно компактно в PC([0, T ];E) то-
гда и только тогда, когда D равностепенно непрерывно на каждом промежутке (tk, tk+1),
k = 0, . . . ,m, и множество D(t) = {z(t) : z ∈ D} относительно компактно в E для
t ∈ [0, T ] \ {t1, . . . , tm}.

Наконец, будем полагать, что искомая функция удовлетворяет в моменты t1, . . . , tm усло-
виям импульсных воздействий:

y(t+k ) = y(tk) + Ik(y(tk)), k = 1, . . . ,m, (2.3)

где Ik : E → E — непрерывные импульсные функции.

3. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

3.1. Дробные первообразная и производная

Определение 3.1. (см. например [26], [28]). Дробной первообразной порядка α ∈ (0, 1) от
функции g ∈ L1([0, T ];E), называется функция Iα0 g следующего вида:

Iα0 g(t) =
1

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1g(s) ds,

где Γ— гамма-функция Эйлера

Γ(α) =

∞∫

0

xα−1e−xdx.

Определение 3.2. Дробной производной Римана—Лиувилля порядка α ∈ (0, 1) от функ-
ции g ∈ L1([0, T ];E), называется функция Dα

0 g следующего вида:

Dα
0 g(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

t∫

0

(t− s)−αg(s) ds.

3.2. Многозначные отображения

Пусть E — банахово пространство. Введем следующие обозначения:
P (E) = {A ⊆ E : A 6= ∅} — множество всех непустых подмножеств E .
Pv(E) = {A ∈ P (E) : A выпукло} ;
K(E) = {A ∈ P (E) : A компактно} ;
Kv(E) = {Pv(E) ∩K(E)} — множество всех непустых компактных и выпуклых подмно-

жеств E .
Определение 3.3 (см. например [1], [16]). Пусть (A,>)— некоторое частично упорядо-

ченное множество. Функция β : P(E) → A называется мерой некомпактности (МНК) в E ,
если для любого Ω ∈ P(E) выполняется:

β(coΩ) = β(Ω),
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где coΩ обозначает замыкание выпуклой оболочки Ω.
Мера некомпактности β называется:
1) Монотонной, если для любых Ω0,Ω1 ∈ P(E), из Ω0 ⊆ Ω1 следует, что β(Ω0) 6 β(Ω1).
2) Несингулярной, если для любого a ∈ E и любого Ω ∈ P(E) выполнено β({a}∪Ω) = β(Ω).
Если A— конус в банаховом пространстве, то β называется:
3) Правильной, если для любого относительно компактного множества Ω ∈ P(E), β(Ω) = 0.
4) Вещественной, если A— множество вещественных чисел R, с естественным упорядоче-

нием.
Примером вещественной меры некомпактности, обладающей всеми выше перечисленными

свойствами, является мера некомпактности Хаусдорфа χ(Ω):

χ(Ω) = inf{ε > 0,при которых Ω имеет конечную ε-сеть в E }.

Отметим, что мера некомпактности Хаусдорфа удовлетворяет условию полуоднородности,
т. е.:

χ(λΩ) = |λ|χ(Ω),
для любого λ ∈ R, и любого Ω ∈ P(E).

Нам понадобятся следующие меры некомпактности в пространстве PC([0, T ];E):
(1) модуль послойной некомпактности:

ψ : P (PC([0, T ];E)) → R+,

ψ(D) = sup
t∈[0,T ]

χ(D(t)),

где χ— мера некомпактности Хаусдорфа в E и D(t) = {u(t), u ∈ D};
(2) модуль равностепенной непрерывности:

modC : P (PC([0, T ];E)) → R+,

modC(D) = max
16k6m

modC(D̂k),

где
modC(D̂k) = lim

δ→0
sup
y∈D̂k

max
|t1−t2|6δ

‖y(t1)− y(t2)‖.

Нетрудно видеть, что обе меры некомпактности удовлетворяют всем вышеперечисленным
свойствам, кроме свойства правильности.

Пусть L : E → E — ограниченный линейный оператор, тогда χ-норма L определяется как

‖L‖(χ) = χ
(
L(∆)

)
,

где ∆ ⊂ E — единичный шар E. Нетрудно видеть, что ‖L‖(χ) 6 ‖L‖.
Определение 3.4 (см. например [2], [16]). Пусть X - метрическое пространство. Много-

значное отображение (мультиотображение) F : X → P (E) называется:
(i) полунепрерывным сверху (п.н.с.), если F−1(V ) = {x ∈ X : F(x) ⊂ V } — открытое под-

множество X для любого открытого множества V ⊂ E ,
(ii) замкнутым, если график ΓF = {(x, y) : y ∈ F(x)} — замкнутое подмножество X × E ,
(iii) компактным, если F(X) — относительно компактно в E ,
(iv) квазикомпактным, если сужение на любое компактное подмножество A ⊂ X компакт-

но.
Нам понадобится в дальнейшем следующее утверждение (см. [16]).
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Лемма 3.1. Пусть X и Y — метрические пространства и F : X → K(Y ) — замкнутое
квазикомпактное мультиотображение, тогда F — п.н.с.

Определение 3.5 (см. [1], [16]). Мультиотображение F : X ⊆ E → K(E) называется
уплотняющим относительно МНК β (β–уплотняющим), если для любого ограниченного
множества Ω ⊆ X не являющегося относительно компактным выполнено:

β(F (Ω)) 6> β(Ω).

Пусть D ⊂ E — непустое замкнутое выпуклое подмножество E , а UD — непустое открытое
подмножество D. Обозначим через UD и ∂UD замыкание и границу UD соответственно. Из
теории топологической степени для уплотняющих мультиотображений вытекает следующая
теорема (см. [16]).

Теорема 3.1. Пусть UD — открытая окрестность точки a ∈ D и F : UD → Kv(D) —
п.н.с. β–уплотняющее мультиотображение, удовлетворяющее граничному условию:

x− a /∈ λ(F(x) − a)

для всех x ∈ ∂UD и 0 < λ 6 1. Тогда множество неподвижных точек F : Fix F := {x : x ∈
F(x)} — непустое компактное множество.

3.3. Измеримые мультифункции

Напомним некоторые понятия (см., например, [2], [16]). Пусть E - банахово пространство.
Определение 3.6. Мультифункция G : [0, T ] → K(E), для p > 1, называется:
• Lp–интегрируемой, если она допускает Lp — интегрируемое сечение по Бохнеру, т.е.

существует функция g ∈ Lp ([0, T ];E), такая, что g(t) ∈ G(t) для п. в. t ∈ [0, T ];
• Lp–интегрально ограниченной, если существует функция ξ ∈ Lp([0, T ]) такая, что:

‖G(t)‖ := sup {‖g‖E : g ∈ G(t)} 6 ξ(t)

для п. в. t ∈ [0, T ].
Множество всех Lp — интегрируемых сечений мультифункции G : [0, T ] → K(E) обозна-

чается SpG.
Мультифункция G называется измеримой, если G−1(V ) измеримо (относительно меры Ле-

бега на отрезке [0, T ]) для любого открытого подмножества V ⊂ E. Мультифункция G назы-
вается сильно измеримой, если существует последовательность ступенчатых мультифункций
Gn : [0, T ] → K(E) такая, что:

lim
n→∞

H(Gn(t), G(t)) = 0,

для п. в. t ∈ [0, T ], где H — хаусдорфова метрика в K(E).
Отметим, что в случае сепарабельного пространства E, понятия измеримой и сильно изме-

римой мультифункции совпадают. Если G сильно измерима и Lp — интегрально ограничена,
то она Lp — интегрируема. Для Lp–интегрируемой мультифункции G определен многознач-
ный интеграл

t∫

0

G(s)ds :=





t∫

0

g(s)ds : g ∈ SpG



 ,

для любого t ∈ [0, T ].
Лемма 3.2 (см. [16], Теорема 4.2.3). Пусть E — сепарабельное банахово пространство.

Пусть G : [0, T ] → P (E)Lp — интегрируемая и Lp–интегрально ограниченная мультифунк-
ция такая, что

χ(G(t)) 6 q(t),
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для п. в. t ∈ [0, T ], где q ∈ Lp+([0, T ]). Тогда

χ(

t∫

0

G(s)ds) 6

t∫

0

q(s)ds,

для всех t ∈ [0, T ]. В частности, если мультифункция G : [0, T ] → K(E) измерима и Lp–
интегрально ограничена, то функция χ(G(·)) интегрируема, причем:

χ(

t∫

0

G(s)ds) 6

t∫

0

χ(G(s))ds,

для всех t ∈ [0, T ].

3.4. Фазовое пространство

Мы будем использовать слегка модифицированное понятие фазового пространства B, вве-
денное Хейлом и Като (см. [13], [15]). Полагаем, что B — линейное пространство с полунормой
|·|B , состоящее из функций, отображающих (−∞; 0] в E и удовлетворяющих нижеследующим
аксиомам.

Если функция v : (−∞;T ] → E такова, что v|[0,T ] ∈ PC([0, T ];E) и v0 ∈ B, то
(B1) vt ∈ B для всех t ∈ [0, T ],
(B2) функция t 7→ vt непрерывна на [0, T ] \ {t1, . . . , tm} ,
(B3) |vt|B 6 K(t)sup {‖v(s)‖E : 0 6 s 6 t} + M(t) |v0|B , где M,K : [0, T ] → [0,∞), K(·) -

непрерывно, M(·) - ограничено и эти функции не зависят от v.
Мы можем рассмотреть следующие примеры фазовых пространств удовлетворяющих всем

вышеперечисленным свойствам.
Для r > 0 обозначим через C([−r, 0];E) пространство всех кусочно-непрерывных функ-

ций ψ : [−r, 0] → E с конечным набором точек разрыва {t∗} на интервале [−r, 0], таких,
что все значения ψ(t−∗ ) и ψ(t+∗ ) конечны. Рассматривая C([−r, 0];E) как подпространство
пространства всех измеримых функций, мы можем рассматривать его как нормированное
пространство с нормой:

‖ψ‖C([−r,0];E) =

0∫

−r

‖ψ(τ)‖ dτ.

Пример 1. Для некоторого ν > 0, пусть B = PCν - пространство функций ψ : (−∞, 0] → E,
таких, что:

(i) ψ|[−r,0] ∈ C([−r, 0];E) для всех r > 0;

(ii) интеграл
∫ 0
−∞ eνθ ‖ψ(θ)‖ dθ конечен.

Тогда мы можем положить:

|ψ|B =

0∫

−∞

eνθ ‖ψ(θ)‖ dθ.

Пример 2 (Пространство с "затухающей памятью"). Пусть B = PCρ — пространство функ-
ций ψ : (−∞, 0] → E, таких, что:

(a) ψ ∈ C([−r, 0];E) для некоторого r > 0;
(b) ψ интегрируема по Лебегу на (−r, 0] и существует положительная измеримая по Лебегу

функция ρ : (−∞,−r) → R+, такая, что ρψ интегрируема по Лебегу на (−∞,−r); более
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того, существует локально ограниченная функция P : (−∞, 0] → R+, такая, что для всех
ξ 6 0, ρ(ξ + θ) 6 P (ξ)ρ(θ) для п. в. θ ∈ (−∞,−r). Тогда определим

|ψ|B =

−r∫

−∞

ρ(θ) ‖ψ(θ)‖ dθ +
0∫

−r

‖ψ(τ)‖ dτ.

Простой пример такого пространства задается функциями ρ = eµθ, µ ∈ R.

4. ТЕОРЕМА ОБ УПРАВЛЯЕМОСТИ

Пусть E — сепарабельное банахово пространство. Обозначим I = [0, T ] \ {t1, . . . , tm} . Рас-
смотрим мультиоператор F : I ×B × E → Kv(E), удовлетворяющий следующим условиям.

(F1) Мультифункция F (·, ϑ, y) : [0, T ] → Kv(E) допускает измеримое сечение для всех
(ϑ, y) ∈ B × E;

(F2) Мультиотображение F (t, ·, ·) : B × E → Kv(E) - п.н.с. для п. в. t ∈ I;
(F3) Существует функция w ∈ L∞([0, T ]) такая, что:

‖F (t, ϑ, y)‖ := sup {‖f‖E : f ∈ F (t, ϑ, y)} 6 w(t)(1 + |ϑ|B + ‖y‖E), п. в. t ∈ I,

для всех (ϑ, y) ∈ B × E.
Пусть CE(−∞;T ] — линейное пространство функций y : (−∞;T ] → E, таких, что y0 ∈ B и

y = y|[0,T ] ∈ PC([0, T ];E), с полунормой:

‖y‖CE(−∞;T ] = |y0|B + ‖y‖PC .

Для y ∈ CE(−∞;T ] рассмотрим мультифункцию:

ΦF : [0, T ] → Kv(E), ΦF (t) = F (t, yt, y(t)).

Ясно, что функции t ∈ [0, T ] → yt ∈ B и y : [0, T ] → E кусочно-непрерывны. Тогда (см.,
например, [2], Теорема 1.5.22) мультифункция ΦF , является Lp - интегрируемой, для любого
p > 1.

Пусть PF : CE(−∞;T ] ⊸ Lp([0, T ];E) — суперпозиционный мультиоператор, заданный
следующим образом:

PF (y) = SpΦF
.

Следуя [2], Теорема 1.5.30 и Замечание 1.5.32, можно установить следующее свойство за-
мкнутости суперпозиционного мультиоператора.

Лемма 4.1. Пусть {yn} - последовательность в CE(−∞;T ], сходящаяся к y∗ ∈
CE(−∞;T ]. Предположим, что существует последовательность {ϕn} ⊂ Lp([0, T ];E), ϕn ∈
PF (yn) слабо сходящаяся к функции ϕ∗. Тогда ϕ∗ ∈ PF (y∗).

Наложим на мультифункцию F следующее условие регулярности, выраженное в терминах
мер некомпактности:

(F4) Существует функция µ ∈ L∞([0, T ]) такая, что для любых ограниченных множеств
Ω ⊂ B и Q ⊂ E, мы имеем:

χE(F (t,Ω, Q)) 6 µ(t)(ψ(Ω) + χE(Q)), п. в. t ∈ I,

где χE — мера некомпактности Хаусдорфа в E, ψ(Ω) = supθ60 χE(Ω(θ)); Ω(θ) = {q(θ), q ∈ Ω} ,
θ ∈ (−∞, 0].

Нетрудно видеть, что в случае, когда пространство E конечномерно, условие (F4) вытекает
из (F3).
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Если dim(E) = +∞, то частным случаем выполнения условия (F4) является ситуация,
когда мультиотображение F (t, ·, ·) : B × E → Kv(E) — вполне полунепрерывно сверху для
п. в. t ∈ [0, T ], т.е. оно п.н.с. и преобразует каждое ограниченное множество в относительно
компактное.

На оператор A, функцию ϑ и импульсные функции Ik из задачи (2.1)–(2.3) мы наклады-
ваем следующие условия:

(A) A : D(A) ⊂ E → E — линейный замкнутый оператор в E, порождающий сильно
непрерывную полугруппу eAt, где t > 0.

Заметим, что из условия (A) следует, что существует константа J > 1, такая что
‖eAt‖L(E) 6 J, для любого t ∈ [0, T ].

(ϑ) ϑ ∈ B — заданная функция.
(I1) функции Ik : E → E, 1 6 k 6 m, являются вполне непрерывными.
(I2) функции Ik, 1 6 k 6 m, являются глобально ограниченными, т. е. существует такое

N > 0, что ‖Ikx‖ 6 N для всех x ∈ E.
Определение 4.1. Интегральным решением на (−∞, T ] задачи (2.1)-(2.3), называется

функция y ∈ CE(−∞, T ] вида:

y(t) =





ϑ(t), t ∈ (−∞, 0];

eAt
(
ϑ(0) +

∑
tk<t

Ik(y(tk))
)
+

+ 1
Γ(α)

t∫
0

eA(t−s)(t− s)α−1ϕ(s)ds+

+ 1
Γ(α)

t∫
0

eA(t−s)(t− s)α−1Bu(s)ds, t ∈ [0, T ],

где ϕ ∈ PF (y) и u ∈ Lp(I, U).
Наша основная задача управляемости, может быть описана следующим образом.
Для заданной начальной функции ϑ(·) ∈ B и заданного x1 ∈ E мы будем рассматривать

существование решения y ∈ CE(−∞, T ] и управления u ∈ Lp(I, U) таких, что: y(t) = ϑ(t),
t ∈ (−∞, 0] и

y(T ) = x1. (2.4)

Сделаем стандартное предположение о разрешимости соответствующей линейной задачи
управляемости, то есть будем полагать, что линейный оператор управления W : Lp(I, U) → E
следующего вида:

Wu =
1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−s)(T − s)α−1Bu(s)ds,

имеет обратный ограниченный оператор W−1 : E → Lp(I, U)/KerW. Заметим, что (см. [6])
без ограничения общности, можно считать W−1 : E → Lp(I, U).

Будем считать, что оператор W−1 удовлетворяет следующему условию регулярности:
(W ) Найдется функция γ ∈ L∞(I,E) такая, что для любого ограниченого множества

Ω ⊂ E, мы имеем:

χU

(
W−1(Ω)(t)

)
6 γ(t)χE(Ω) для п. в. t ∈ I,

где χU - мера некомпактности Хаусдорфа в U.
Пусть M1, M2 - константы, такие что:

‖B‖ 6M1,
∥∥W−1

∥∥ 6M2.

Для нахождения интегральных решений задачи (2.1) - (2.4), рассмотрим отображение

S : Lp([0, T ];E) → C([0, T ];E),
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S(ϕ)(t) =
1

Γ(α)

t∫

0

eA(t−s)(t− s)α−1
[
ϕ(s) +BW−1

(
x1 − eATϑ(0)−

− 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1ϕ(τ)dτ
)
(s)
]
ds.

Рассмотрим мультиоператор G : CE(−∞, T ] ⊸ CE(−∞, T ], заданный следующим образом:

G(y) = g(y) + S ◦ PF (y) + Ξ(y),

где

g(y)(t) =

{
ϑ(t), t ∈ (−∞, 0];

eAt
(
ϑ(0) +

∑
tk<t

Ik(y(tk))
)
, t ∈ [0, T ],

Ξ(y) = − 1

Γ(α)

t∫

0

eA(t−s)(t− s)α−1BW−1

(
m∑

k=1

eATIk(y(tk))
)
(s)ds.

Применяя теорему Арцела-Асколи, свойства (A) и (I1) несложно проверить следующее
утверждение.

Лемма 4.2. Оператор g вполне непрерывен.
Снова применяя свойства (A), (I1) и непрерывность операторов B,W−1 можно установить

следующую лемму.
Лемма 4.3. Оператор Ξ вполне непрерывен.
Нетрудно видеть, что функция y ∈ CE(−∞;T ] — интегральное решение задачи (2.1)-(2.4)

на интервале (−∞;T ], тогда и только тогда, когда она является неподвижной точкой муль-
тиоператора G. Нашей задачей является показать, что G имеет неподвижную точку.

С этой целью рассмотрим сужение оператора G на выпуклое замкнутое подмножество
D ⊂ PC([0, T ];E), определенное как

D = {v ∈ PC([0, T ];E), y(0) = ϑ(0)} ,

полагая G(v) = G(v[ϑ]), где

v[ϑ](t) =

{
ϑ(t), t ∈ (−∞, 0];
v(t), t ∈ (0, T ].

Определение 4.2. (см. [16]) Последовательность функций {ξn} ⊂ Lp([0, T ];E) называется
полукомпактной, если она Lp - интегрально ограничена, т.е.

‖ξn(t)‖E 6 ν(t) для всех n = 1, 2, . . . и п. в. t ∈ [0, T ],

где ν ∈ Lp([0, T ]), и множество {ξn(t)} относительно компактно в E для п. в. t ∈ [0, T ].
Лемма 4.4. Оператор S обладает следующими свойствами:
(S1) существует константа C такая, что:

‖S(ξ)− S(η)‖C([0,T ];E) 6 C ‖ξ − η‖Lp , ξ, η ∈ Lp([0, T ]).

(S2) для каждого компактного множества K ⊂ E и последовательности {ξn} ⊂
Lp([0, T ];E) такой, что {ξn(t)} ⊂ K для п. в. t ∈ [0, T ], слабая сходимость ξn ⇀ ξ0, вле-
чет сходимость S(ξn) → S(ξ0) в C([0, T ];E).
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Доказательство. Представим оператор S в виде

S(ϕ) = S1(ϕ) + S2(ϕ), (4.1)

где

S1(ϕ) =
1

Γ(α)

t∫

0

eA(t−s)(t− s)α−1ϕ(s) ds,

S2(ϕ) =
1

Γ(α)

t∫

0

eA(t−s)(t−s)α−1BW−1
(
x1−eATϑ(0)−

1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1ϕ(τ)dτ
)
(s)ds.

(S1) Используя неравенство Гельдера, мы имеем:

‖S1(ξ)(t)− S2(η)(t)‖E 6
1

Γ(α)

t∫

0

eA(t−s)(t− s)α−1 ‖ξ(s)− η(s)‖E ds 6

6
J

Γ(α)




t∫

0

(t− s)(α−1)p/p−1ds




p−1
p



t∫

0

‖ξ(s)− η(s)‖pE ds




1
p

.

Тогда
‖S1(ξ)− S1(η)‖C([0,T ];E) 6 C ′ ‖ξ − η‖Lp ,

где

C ′ =

[
p− 1

αp− 1

] p−1
p JT

α− 1
p

Γ(α)
.

‖S2(ξ)(t)− S2(η)(t)‖E =

=

∥∥∥∥∥∥
1

Γ(α)

t∫

0

eA(t−s)(t− s)α−1BW−1
( 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1 (η(τ)− ξ(τ)) dτ
)
(s)ds

∥∥∥∥∥∥
E

6

6
JM1

Γ(α)




t∫

0

(t− s)(α−1)p/p−1ds




p−1
p

×

×




t∫

0

∥∥∥∥∥∥
W−1

( 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1 (η(τ) − ξ(τ)) dτ
)
(s)

∥∥∥∥∥∥

p

E

ds




1
p

6

6 C ′M1

∥∥∥∥∥∥
W−1

( 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1 (η(τ)− ξ(τ)) dτ
)
∥∥∥∥∥∥
L1

6

6 C ′M1
p
√
T

∥∥∥∥∥∥
W−1

( 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1 (η(τ) − ξ(τ)) dτ
)
∥∥∥∥∥∥
Lp

6

6 C ′M1M2
p
√
T

1

Γ(α)

∥∥∥∥∥∥

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1 (η(τ) − ξ(τ)) dτ

∥∥∥∥∥∥
E

6
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6 C ′M1M2
p
√
T

1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1 ‖η(τ) − ξ(τ)‖E dτ 6

6 C ′M1M2
p
√
T

J

Γ(α)




T∫

0

(T − τ)(α−1)p/p−1dτ




p−1
p



T∫

0

‖ξ(τ)− η(τ)‖pE dτ




1
p

6

6 C ′2M1M2
p
√
T ‖ξ − η‖Lp .

Используя полученные неравенства для операторов S1 и S2, мы имеем:

‖S(ξ)− S(η)‖C([0,T ];E) 6 C ‖ξ − η‖Lp , ξ, η ∈ Lp([0, T ]),

где C = C ′(1 + C ′M1M2
p
√
T ).

(S2) Представим оператор S2 в виде:

S2(ϕ) = S1
(
BW−1

(
x1 − eATϑ(0)− ζS1(ϕ)

))
, (4.2)

где ζ : C([0, T ];E) → E, ζy = y(T ) — ограниченный линейный оператор. Тогда, учитывая, что
операторы W−1, B и S1 являются ограниченными и линейными, сведем проверку к оператору
S1.

Применяя Лемму 3.2, мы получим:

χ ({S1(ξn)(t)}) 6
1

Γ(α)

t∫

0

eA(t−s)(t− s)α−1χ ({ξn(s)}) ds = 0.

Это означает, что последовательность {S1(ξn)(t)}∞n=1 ⊂ E относительно компактна для
каждого t ∈ [0, T ].

С другой стороны, если мы возьмем t′, t′′ ∈ [0, T ], такие, что 0 < t′ < t′′ 6 T и достаточно
малое число ε > 0, то мы получим следующую оценку:

‖S1(ξn)(t′′)− S1(ξn)(t
′)‖E 6

6
1

Γ(α)

∥∥∥∥∥

t′′∫

0

(t′′ − s)α−1eA(t
′′−s)ξn(s)ds −

t′∫

0

(t′ − s)α−1eA(t
′−s)ξn(s)ds

∥∥∥∥∥
E

6

6
1

Γ(α)

∥∥∥∥∥∥

t′−ε∫

0

[(t′′ − s)α−1eA(t
′′−s) − (t′ − s)α−1eA(t

′−s)]ξn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
E

+

+
1

Γ(α)

∥∥∥∥∥∥

t′∫

t′−ε

[(t′′ − s)α−1eA(t
′′−s) − (t′ − s)α−1eA(t

′−s)]ξn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
E

+

+
1

Γ(α)

∥∥∥∥∥∥

t′′∫

t′

(t′′ − s)α−1eA(t
′′−s)ξn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
E

6

6
1

Γ(α)

∥∥∥∥∥∥

t′−ε∫

0

[(t′′ − s)α−1 − (t′ − s)α−1]eA(t
′−s)ξn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
E

+
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+
1

Γ(α)

∥∥∥∥∥∥

t′−ε∫

0

(t′′ − s)α−1eA(t
′−ε−s)[eA(t

′′−t′+ε) − eAε]ξn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
E

+

+
1

Γ(α)

∥∥∥∥∥∥

t′∫

t′−ε

[(t′′ − s)α−1eA(t
′′−s) − (t′ − s)α−1eA(t

′−s)]ξn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
E

+

+
1

Γ(α)

∥∥∥∥∥∥

t′′∫

t′

(t′′ − s)α−1eA(t
′′−s)ξn(s)ds

∥∥∥∥∥∥
E

6

6
J

Γ(α)

( t′−ε∫

0

[(t′′ − s)α−1 − (t′ − s)α−1]ξn(s) ds+ ‖eA(t′′−t′+ε) − eAε‖L(E)

t′−ε∫

0

(t′′ − s)α−1ξn(s) ds+

+

t′∫

t′−ε

(t′′ − s)α−1ξn(s) ds +

t′∫

t′−ε

(t′ − s)α−1ξn(s) ds +

t′′∫

t′

(t′′ − s)α−1ξn(s) ds

)
.

Поскольку {ξn(s)} ⊂ K для п. в. s ∈ [0, T ], правая часть последнего неравенства, в силу
малости ε, равномерно, относительно n, стремится к 0, при t′′ → t′. Поэтому последователь-
ность {S1(ξn)} равностепенно непрерывна. Из теоремы Арцела-Асколи, мы получаем, что
последовательность {S1(ξn)} ⊂ C([0, T ];E) относительно компактна.

Из свойства (S1) вытекает, что S1 : Lp([0, T ];E) → C([0, T ];E) — ограниченный линейный
оператор. Тогда этот оператор непрерывен относительно топологии слабой секвенциальной
сходимости, то есть слабая сходимость ξn ⇀ ξ0 влечет S1(ξn)⇀ S1(ξ0). Поскольку последова-
тельность {S1(ξn)} относительно компактна, мы приходим к заключению, что S1(ξn) → S1(ξ0)
в C([0, T ];E). Лемма доказана.

Используя представление (4.2) и доказательство Леммы 4.4, можно установить следующие
технические результаты, доказательство которых может быть проведено по той же схеме как
и в работе [3].

Лемма 4.5. Пусть {ξn} — полукомпактная последовательность в Lp([0, T ];E). Тогда
{ξn} слабо компактна в Lp([0, T ];E) и множество {S(ξn)} — относительно компактно в
C([0, T ];E). Более того, если ξn ⇀ ξ0, то S(ξn) → S(ξ0).

Лемма 4.6. При выполнении условий (F1) − (F4) и (I1)− (I2), мультиоператор

G = g + S ◦ PF + Ξ

замкнутый, с компактными значениями.
Лемма 4.7. Мультиоператор G — п.н.с.
Доказательство. Используя Лемму 3.1 и Лемму 4.6, достаточно доказать, что G — ква-

зикомпактное мультиотображение. Снова используя полную непрерывность g и Ξ, сведем
проверку к мультиоператору S ◦ PF . Пусть Y ⊂ D — компактное множество, докажем,
что S ◦ PF (Y) — относительно компактное подмножество C([0, T ];E). Предположим, что
{zn} ⊂ S ◦ PF (Y), тогда zn = S(ξn), где ξn ∈ PF (vn[ϑ]) для некоторой последовательности
vn ⊂ Y. Согласно свойствам (F3), (F4) последовательность ξn полукомпактна и, следователь-
но, слабо компактна в Lp([0, T ];E).

Согласно Лемме 4.5, последовательность zn относительно компактна в C([0, T ];E). Лемма
доказана.

Теперь введем векторную меру некомпактности ν(Ω) :

ν : P (PC([0, T ];E)) → R
2
+,
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со значениями в конусе R
2
+, заданную как

ν(Ω) = (ψ(Ω),modC (Ω)).

Пусть J (χ) = supt∈[0,T ] ‖eAt‖(χ) и M (χ)
1 = supt∈[0,T ] ‖B‖(χ) .

Лемма 4.8. Для того чтобы оператор G был уплотняющим относительно меры неком-
пактности ν, достаточно чтобы

V :=
2Tα ‖µ‖∞ J (χ)

Γ(α+ 1)

(
1 +

2Tα ‖µ‖∞ J (χ)M
(χ)
1 ‖γ‖∞

Γ(α+ 1)

)
< 1. (4.3)

Доказательство. Из полной непрерывности операторов g, Ξ и свойств монотонности,
алгебраической полуаддитивности и правильности меры некомпактности ν следует, что нам
достаточно проверить свойство уплотняемости лишь для мультиоператора S ◦ PF . Пусть
Ω ⊂ D — непустое ограниченное множество и

ν(G(Ω)) > ν(Ω), (4.4)

покажем, что Ω— относительно компактное множество.
Используя представление (4.1) из доказательства Леммы 4.4, для доказательства утвер-

ждения теоремы, будем рассматривать отдельно операторы S1 и S2.
Пусть Ωt = {yt; y ∈ Ω}. Рассмотрим оператор S1 и многозначную функцию s ∈ [0, t] ⊸

G1(s) ⊂ E,

G1(s) =
{
(t− s)α−1eA(t−s)ϕ(s), ϕ ∈ PF (y)

}
.

Она интегрально ограничена функцией:

s→ (t− s)α−1Jw(s)
(
1 + C1 + C2

)
,

где C1 = sups∈[0,t] supy∈Ω |ys|B , C2 = sups∈[0,t] supy∈Ω ‖y(s)‖E .
Оценим χE

(
G1(s)

)
:

χE

(
G1(s)

)
6 (t− s)α−1‖eA(t−s)‖(χ)χE

(
{ϕ(s), ϕ ∈ PF (y)}

)
6

6 (t− s)α−1J (χ)µ(s)
(
χE(Ω(s)) + ψ(Ωs)

)
6 2(t− s)α−1J (χ) ‖µ‖∞ ψ(Ω).

Оценим теперь χE
(
S1(Ω)(t)

)
, t ∈ [0, T ]:

χE

(
S1(Ω)(t)

)
= χE

(
{S1 ◦ PF (Ω)(t)}

)
6 χE


 1

Γ(α)

t∫

0

G1(s)ds


 6

6
2

Γ(α)
J (χ) ‖µ‖∞ ψ(Ω)

t∫

0

(t− s)α−1ds 6
2

Γ(α)
J (χ) ‖µ‖∞

tα

α
ψ(Ω) 6

2Tα

Γ(α+ 1)
J (χ) ‖µ‖∞ ψ(Ω).

Рассмотрим теперь оператор S2 и многозначную функцию s ∈ [0, t] ⊸ G2(s) ⊂ E,

G2(s)=



e
A(t−s)(t−s)α−1BW−1

(
x1−eATϑ(0)−

1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T−τ)α−1ϕ(τ)dτ
)
(s) :ϕ∈PF (y)



.

118 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2014. № 1



О задаче управляемости для полулинейного функционально-дифференциального. . .

Она интегрально ограничена функцией

s→ J(t− s)α−1M1M2

(
‖x1‖E + J ‖ϑ(0)‖B +

J

Γ(α)

T∫

0

(T − τ)α−1w(τ)
(
1 + C1 + C2

)
dτ
)

Оценим χE

(
G2(s)

)
:

χE

(
G2(s)

)
6J (χ)M

(χ)
1 (t−s)α−1γ(s)χE







1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1ϕ(τ)dτ : ϕ ∈ PF (y)






6

6

(
J (χ)

)2
M

(χ)
1 (t− s)α−1γ(s)

2Tα ‖µ‖∞
αΓ(α)

ψ(Ω) 6
2Tα

(
J (χ)

)2
M

(χ)
1 ‖γ‖∞ ‖µ‖∞

Γ(α+ 1)
(t− s)α−1ψ(Ω).

Оценим χE

(
S2(Ω)(t)

)
, t ∈ [0, T ]:

χE

(
S2(Ω)(t)

)
= χE

(
{S2 ◦ PF (Ω)(t)}

)
6 χE


 1

Γ(α)

t∫

0

G2(s)ds


 6

6
2Tα

(
J (χ)

)2
M

(χ)
1 ‖γ‖∞ ‖µ‖∞

Γ(α)Γ(α + 1)
ψ(Ω)

t∫

0

(t− s)α−1ds 6
4T 2α

(
J (χ)

)2
M

(χ)
1 ‖γ‖∞ ‖µ‖∞

Γ2(α+ 1)
ψ(Ω).

Таким образом, получаем:

χE

(
G(Ω)(t)

)
6

2Tα

Γ(α+ 1)
J (χ) ‖µ‖∞ ψ(Ω) +

4T 2α
(
J (χ)

)2
M

(χ)
1 ‖γ‖∞ ‖µ‖∞

Γ2(α+ 1)
ψ(Ω) = V ψ(Ω),

а следовательно,

ψ
(
G(Ω)

)
6 V ψ(Ω). (4.5)

Сравнивая (4.4) с (4.5) получаем, что ψ(Ω) = 0. Из доказательства Леммы 4.4, следует,
что множество S ◦PF (Ω) — равностепенно непрерывно, теперь воспользовавшись Леммой 4.2
и Леммой 4.3, мы имеем:

modC

(
G(Ω)

)
= 0,

значит ν(Ω) = (0, 0). Тогда мы заключаем, что Ω— относительно компактное множество, а
оператор G является уплотняющим относительно меры некомпактности ν. Лемма доказана.

Замечание. Отметим следующие частные случаи выполнения условия (4.3):
1) ‖µ‖∞ = 0, то есть F вполне полунепрерывно сверху по второму и третьему аргументам

в совокупности;
2) J (χ) = 0, то есть полугруппа eAt компактна.
Нам понадобится следующая модифицированная версия неравенства Беллмана-Гронуолла

(см. [27]).
Лемма 4.9. Пусть h(t), q(t) и z(t) — неотрицательные, интегрируемые на [a, b] функции,

удовлетворяющие неравенству:

z(t) 6 q(t) +

t∫

a

h(s)y(s)ds, t ∈ [a, b],
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тогда выполняется следующее неравенство:

z(t) 6 q(t) +

t∫

a

exp





t∫

a

h(θ)dθ



h(s)q(s)ds, t ∈ [a, b].

Мы можем сформулировать теперь основной результат этой работы.
Теорема 4.1. При выполнении условий (A), (F1) − (F4), (ϑ), (W ), (I1) − (I2), и (4.3)

множество решений задачи (2.1)-(2.4) на CE(−∞;T ] — непусто и компактно.
Доказательство. Обозначим y∗ ∈ D функцию

y∗(t) = eAtϑ(0).

Покажем, что множество решений y ∈ D семейства включений

y − y∗ ∈ λ(G(y) − y∗), 0 < λ 6 1,

априори ограничено.
Применяя условие (F3), мы получаем оценку:

‖y(t)− y∗(t)‖E 6 λ
∥∥eAt

∥∥
E

∥∥∥∥∥
∑

tk<t

Ik(y(tk))
∥∥∥∥∥
E

+
λ

Γ(α)

t∫

0

∥∥∥eA(t−s)
∥∥∥
E
(t− s)α−1 ‖ϕ(s)‖E ds+,

+
λ

Γ(α)

t∫

0

∥∥∥eA(t−s)
∥∥∥
E
(t− s)α−1

∥∥∥∥∥∥
BW−1


x1 − eATϑ(0)−

− 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1ϕ(τ)dτ


 (s)

∥∥∥∥∥∥
E

ds+

+
λ

Γ(α)

t∫

0

∥∥∥eA(t−s)
∥∥∥
E
(t− s)α−1

∥∥∥∥∥BW
−1

(
m∑

k=1

eATIk (y(tk))
)
(s)

∥∥∥∥∥
E

ds,

где ϕ ∈ PF (y[ϑ]).
Применяя свойство (I2) и неравенство Гельдера, получаем оценку:

‖y(t)‖E 6 J (‖ϑ(0)‖E +mN ) +
J

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1 ‖ϕ(s)‖E ds+,

+
JM1

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1

∥∥∥∥∥∥
W−1


x1 − eATϑ(0) − 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1ϕ(τ)dτ


 (s)

∥∥∥∥∥∥
U

ds+

+
JM1

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1

∥∥∥∥∥W
−1

(
m∑

k=1

eATIk (y(tk))
)
(s)

∥∥∥∥∥
U

ds 6

6 J (‖ϑ(0)‖E +mN ) +
J

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1 ‖ϕ(s)‖E ds+
JM1

Γ(α)




t∫

0

(t− s)(α−1)p/p−1ds




p−1
p

×
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×




t∫

0

∥∥∥∥∥∥
W−1


x1 − eATϑ(0)− 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1ϕ(τ)dτ


 (s)

∥∥∥∥∥∥

p

U

ds




1
p

+

+
JM1

Γ(α)




t∫

0

(t− s)(α−1)p/p−1ds




p−1
p



t∫

0

∥∥∥∥∥W
−1

(
m∑

k=1

eATIk (y(tk))
)
(s)

∥∥∥∥∥

p

U

ds




1
p

6

6 J (‖ϑ(0)‖E +mN ) +
J

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1 ‖ϕ(s)‖E ds+

+
JM1C

′

Γ(α)



∥∥∥∥∥∥
W−1


x1 − eATϑ(0)− 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1ϕ(τ)dτ



∥∥∥∥∥∥

p

L1




1
p

+

+
JM1C

′

Γ(α)

[∥∥∥∥∥W
−1

(
m∑

k=1

eAT Ik (y(tk))
)∥∥∥∥∥

p

L1

] 1
p

6

6 J (‖ϑ(0)‖E +mN ) +
J

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1 ‖ϕ(s)‖E ds+

+
JM1C

′ p
√
T

Γ(α)

∥∥∥∥∥∥
W−1


x1 − eATϑ(0)− 1

Γ(α)

T∫

0

eA(T−τ)(T − τ)α−1ϕ(τ)dτ



∥∥∥∥∥∥
Lp

+

+
JM1C

′ p
√
T

Γ(α)

∥∥∥∥∥W
−1

(
m∑

k=1

eATIk (y(tk))
)∥∥∥∥∥

Lp

6

6 J (‖ϑ(0)‖E +mN ) +
J

Γ(α)

t∫

0

(t− s)α−1 ‖ϕ(s)‖E ds+

+
JM1M2C

′ p
√
T

Γ(α)


‖x1‖E + J ‖ϑ(0)‖E +

J

Γ(α)

T∫

0

(T − τ)α−1 ‖ϕ(τ)‖E dτ


+

J2mNM1M2C
′ p
√
T

Γ(α)
6

6 J (‖ϑ(0)‖E +mN ) +
JM1M2C

′ p
√
T

Γ(α)
(‖x1‖E + J ‖ϑ(0)‖E + JmN )+

+
J

Γ(α)

(
1 +

JM1M2C
′ p
√
T

Γ(α)

) T∫

0

(T − s)α−1 ‖ϕ(s)‖E ds,

где

C ′ =

[
p− 1

αp− 1

] p−1
p JT

α− 1
p

Γ(α)
.

Теперь, применяя свойство (F3), мы имеем:

‖y(t)‖E 6 L1 +
JL2

Γ(α)

T∫

0

(T − s)α−1w(s)(1 + |(y[ϑ])s|B + ‖y(s)‖E)ds,
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где

L1 = J (‖ϑ(0)‖E +mN ) +
JM1M2C

′ p
√
T

Γ(α)
(‖x1‖E + J ‖ϑ(0)‖E + JmN ) ,

L2 =

(
1 +

JM1M2C
′ p
√
T

Γ(α)

)
.

Из свойства (B3) вытекает, что

|(y[ϑ])s|B + ‖y(s)‖E 6M |ϑ|B + (K + 1) ‖y‖PC([0,s];E) ,

где M(t) 6M, K(t) 6 K, t ∈ [0, T ].
Тогда получаем оценку:

‖y(t)‖E 6 L1 +
JL2 (M |ϑ|B + 1)

Γ(α)

T∫

0

(T − s)α−1w(s)ds+

+
JL2 (K + 1)

Γ(α)

T∫

0

(T − s)α−1w(s) ‖y‖PC([0,s];E) ds.

Снова используя неравенство Гельдера, имеем:

‖y(t)‖E 6 L1 + L2 (M |ϑ|B + 1)C ′




T∫

0

|w(s)|p ds




1
p

+

+L2 (K + 1)C ′




T∫

0

|w(s)|p ‖y‖pPC([0,s];E) ds




1
p

.

Введем следующие обозначения:

q0 = NL1 +NL2 (M |ϑ|B + 1)C ′




T∫

0

|w(s)|p ds




1
p

, h(s) =
[
NL2C

′(K + 1)
]1/p

w(s), s ∈ [0, T ].

Тогда получаем:

‖y‖PC([0,t];E) 6 q0 +




T∫

0

|h(s)|p ‖y‖pPC([0,s];E) ds




1/p

.

Пусть z(t) = ‖y‖pPC([0,t];E) , тогда из последнего неравенства получаем следующую оценку:

z(t) 6 2pqp0 + 2p
T∫

0

|h(s)|p z(s)ds,

для всех t ∈ [0, T ]. Теперь, применяя Лемму 4.9 к последнему неравенству, получаем:

z(t) = ‖y‖pPC([0,t];E) 6 2pqp0


1 +

T∫

0

exp



2p

T∫

s

|h(θ)|p dθ



 |h(s)|p ds


 ,
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для всех t ∈ [0, T ]. Пусть

R0 = 2q0
p

√√√√√1 +

T∫

0

exp



2p

T∫

s

|h(θ)|p dθ



 |h(s)|p ds,

тогда мы получаем окончательную оценку:

‖y‖PC([0,T ];E) 6 R0.

Применим теперь Теорему 3.1, полагая a = y∗, F = G и UD =
{
v ∈ D, ‖v‖PC([0,T ];E) 6 R

}
,

где R > R0.
Мы получаем, что множество неподвижных точек Fix G непусто и компактно. Теорема

доказана.

5. ПРИМЕР. УПРАВЛЯЕМОСТЬ ПРОЦЕССА ДРОБНОЙ ДИФФУЗИИ

В качестве приложения мы рассмотрим задачу управляемости для процесса, описываемого
диффузионным уравнением дробного порядка. Уравнения такого типа возникают в задачах
электроаналитической химии, моделирования диффузии в фрактальных средах и др. (см.
[26] и имеющиеся там ссылки).

Для простоты мы рассмотрим одномерную модель. Пусть z(t, x) - концентрация диффун-
дирующего вещества в момент времени t ∈ [0, T ] в точке x ∈ R. Мы будем предполагать
следующее:

(H1) имеется l источников вещества, свойства которых зависят от концентрации и плот-
ность которых характеризуется функциями ϕi(x, z), i = 1, . . . , l, ϕi : R × R → R. Интенсив-
ность источников в каждый момент времени характеризуется функциями vi : [0, T ] → R,
i = 1, . . . , l, диапазон регулирования которых определяется ограничениями типа обратной
связи:

v(t) = (v1(t), v2(t), . . . , vl(t)) ∈ V (z (t, ·)) , t ∈ [0, T ], (5.1)

где V : L2(R) → Kv(Rl) - п.н.с. мультиотображение удовлетворяющее условию глобальной
ограниченности

‖V (z)‖ 6M, (5.2)

для всех z ∈ L2(R), где M > 0;
(H2) обозначая y(t) = z(t, ·) ∈ L2(R), будем полагать также, что процесс диффузии под-

вержен в моменты 0 < t1 < . . . < tm < T , m > 1, импульсным воздействиям (2.3), где
отображения Ik : L2(R) → L2(R) удовлетворяют условиям (I1), (I2);

(H3) наконец, предполагая процесс управляемым, мы будем считать, что управляющие
функции выбираются по правилу u(·) ∈ Lp(I, U), p > 1/α, где U — гильбертово пространство
управлений. Реализация управляющих воздействий осуществляется с помощью ограниченно-
го линейного оператора B : U → L2(R). Таким образом, считая для простоты коэффициент
дробной диффузии равным еденице, мы получаем, что процесс описывается следующими
соотношениями:

Dαz(t, x) =
∂2z(t, x)

∂2x
+

l∑

i=1

vi(t)ϕi (x, z (t, x)) +Bu(t), t ∈ [0, T ], α ∈ (0, 1), (5.3)

z(t,±∞) = 0, t ∈ [0, T ], (5.4)

z(0, ·) = z0 ∈ L2(R), (5.5)
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и подчиняется также условиям импульсных воздействий (2.3).
Будем предполагать, что функции ϕi (i = 1, . . . , l) удовлетворяют следующим условиям:
(ϕ1) ϕi(·, z) : R → R измерима для любого z ∈ R;
(ϕ2) |ϕi(x, z)| 6 ρi, для любого z ∈ R, где ρi ∈ L2

+(R);
(ϕ3) |ϕi(x, z0)− ϕi(x, z1)| 6 ki |z0 − z1| , для любых x ∈ R, z0, z1 ∈ R, где ki не зависят от

x.
Рассмотрим мультифункцию Φ : L2(R)× L2(R) ⊸ L2(R),

Φ(z′, z′′) =

{
l∑

i=1

viϕi(x, z
′′(x)) : v ∈ V (z′)

}
.

Нетрудно видеть, что мультиотображение Φ имеет выпуклые замкнутые значения.
Зафиксируем z′ и рассмотрим произвольную функцию σ0 ∈ Φ(z′, z′′0 ). Она имеет вид

σ0(x) =
∑l

i=1 viϕi(x, z
′′
0 (x)), v ∈ V (z′). Возьмем функцию σ1 ∈ Φ(z′, z′′1 ) вида σ1(x) =∑l

i=1 viϕi(x, z
′′
1 (x)), v ∈ V (z′). Тогда, применяя условие (ϕ3), получим:

‖σ0 − σ1‖L2 6

√√√√√
l∑

i=1

v2i

∫

R

|ϕi(x, z′′0 (x)) − ϕi(x, z
′′
1 (x))|2 dx 6

6

√√√√√
l∑

i=1

v2i k
2
i

∫

R

|z′′0 (x)− z′′1 (x)|2 dx =

√√√√
l∑

i=1

v2i k
2
i

∥∥z′′0 − z′′1
∥∥
L2 6 kM

∥∥z′′0 − z′′1
∥∥
L2 ,

где k = max16i6l ki.
Отсюда вытекает, что мультиотображение Φ(z′, z′′) является по второму аргументу kM -

липшицевым относительно метрики Хаусдорфа.
Зафиксируем теперь z′′. Из полунепрерывности сверху мультиотображения V вытекает,

что мультиотображение Φ(·, z′′) полунепрерывно сверху. Кроме того, для любого подмноже-
ства ∆ ⊂ L2(R) множество Φ(∆, z′′) ⊂ L2(R) является ограниченным подмножеством линей-
ной оболочки функций ϕ1(·, z′′(·)), . . . , ϕl(·, z′′(·)) и поэтому относительно компактно.

Это означает (см. [16], Предложение 2.2.2), что мультиотображение F : L2(R) →
Kv(L2(R)), F (y) = Φ(y, y) полунепрерывно сверху и удовлетворяет условию регулярности
относительно меры некомпактности Хаусдорфа χ в L2(R) : χ(F (Ω)) 6 kMχ(Ω).

Отметим еще, что из условий (5.2) и (ϕ2) вытекает ограниченность мультиотображения F
константой M

∑l
i=1 ‖ρi‖L2 .

Таким образом, мы можем свести задачу к вопросу об управляемости для дифференци-
ального включения дробного порядка в банаховом пространстве E = L2(R) :

Dαy(t) ∈ Ay(t) + F (y(t)) +Bu(t), t ∈ [0, T ]. (5.6)

Здесь A обозначает оператор Лапласа A = ∂2

∂x2
с областью определения D(A) ={

y ∈ H2(R) : y(±∞) = 0
}
, где H2(R) — пространство функций Соболева.

Известно (см., например, [12]), что оператор A порождает на L2(Rn) полугруппу диффузии
вида:

eAtf(ξ) =
1√
4πt

∫

R

e−
|ξ−r|2

4t2 f(r)dr. (5.7)

Таким образом, условие разрешимости линейной задачи управляемости, соответствующей
(5.6), может быть записано как условие обратимости линейного оператора W : Lp(I, U) →
L2(R), Wu = 1

Γ(α)

∫ T
0 eA(T−s)(T − s)α−1Bu(s)ds, для которого считаем выполненным усло-

вие (W ).
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Поскольку полугруппа (5.7) сжимающая (см. [12]), мы можем положить J (χ) = 1. Тогда
условие уплотняемости интегрального мультиоператора (4.3) имеет вид:

2TαkM

Γ(α+ 1)

(
1 +

2TαkMM
(χ)
1 ‖γ‖∞

Γ(α+ 1)

)
< 1.

Таким образом, из Теоремы 4.1 вытекает, что при вышеуказанных условиях процесс дроб-
ной диффузии управляем.
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