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Аннотация: рассматриваются вопросы корректности, непрерывной зависимости и
дифференцируемости в смысле Гато по малым параметрам обобщенного решения сме-
шанной задачи для нелинейного дифференциального уравнения с псевдопараболическим
оператором произвольной натуральной степени.
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Abstract: in this article we consider the questions of correctness, continuously dependence
and differentiability in the Gateaux sense with respect to small parameters of generalized
solution of mixed value problem for nonlinear partial differential equation with pseudoparabolic
operator of arbitrary natural power.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Задачи, которые по одной переменной являются начальными, а по другим переменным -
краевыми, называются смешанными. Смешанные задачи в теории упругости возникают при
расчете различных деталей машин и элементов конструкций, находящихся во взаимодей-
ствии, при расчете фундаментов и оснований сооружений [1]. Смешанными задачами также
являются многие задачи концентрации напряжений в окрестности всевозможных трещин,
инородных включений, подкрепляющих стрингеров и накладок. Много смешанных задач и в
гидродинамике. Это и нелинейные задачи теории крыла и глиссирования, теория струйных
течений, теории качки корабля и удара тел о поверхность жидкости, фильтрации, теории
взрыва, ряд задач гидроупругости. Представляют большой интерес с точки зрения физи-
ческих приложений дифференциальные уравнения в частных производных более высоких
порядков [2]. Изучение многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин и
оболочек приводит к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных производных
более высоких порядков. Дифференциальных уравнений более высоких порядков необходимо
решать и при построении инвариантных решений дифференциальных уравнений с использо-
ванием высшей симметрии и законов сохранения.

В области D рассматривается уравнение
(
∂

∂t
+ (−1)mν ∂

2m+1

∂t∂x2m
+ νµ

∂4m+1

∂t∂x4m
+

∂4m

∂x4m

)n

u(t, x) = f (t, x, u(t, x)) (1)
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с начальными
u(t, x)|t=0 = ϕ1(x),
∂j−1

∂tj−1u(t, x)|t=0 = ϕj(x), j = 2, n
(2)

и граничными условиями

u(t, x)|x=0 = uxx(t, x)|x=0 = . . . =
∂2(2nm−1)

∂x2(2nm−1)
u(t, x)|x=0 =

= u(t, x)|x=luxx(t, x)|x=l = . . . =
∂2(2nm−1)

∂x2(2nm−1)
u(t, x)|x=l = 0, (3)

где f(t, x, u) ∈ C(D×R), ϕj(x) ∈ C4mn+1 (Dl), ϕj(x)|x=0 = ϕ′′
j (x)|x=0 = . . . = ϕ

(4nm−2)
j (x)|x=0 =

ϕj(x)|x=l = ϕ′′
j (x)|x=l = . . . = ϕ

(4nm−2)
j (x)|x=l = 0, j = 1, n, D ≡ DT × Dl,DT ≡ [0, T ] ,Dl ≡

[0, l], 0 < l <∞, 0 < T <∞, 0 < ν, µ — малые параметры, n,m — натуральные числа.
Следует отметить, что изучению линейных и нелинейных дифференциальных уравнений

в частных производных и их систем посвящены много работ и при этом применены разные
методы (см., напр. [3-8]). Метод Фурье разделения переменных для дифференциальных урав-
нений в частных производных второго порядка обоснован во многих работах, в частности в
[8]. В работе [9] методом Фурье разделения переменных изучены вопросы разрешимости для
нелинейных уравнений в частных производных четвертого порядка. В работе [10] рассмотре-
ны нелинейные уравнения с параболическим оператором высокой степени. В данной работе
рассматриваются вопросы корректности, непрерывной зависимости и дифференцируемости
по малым параметрам обобщенного решения смешанной задачи для нелинейного дифферен-
циального уравнения с псевдопараболическим оператором произвольной натуральной степе-
ни и при этом используется метод разделения переменных, основанный на поиске решения
смешанной задачи (1)-(3) в виде предела

u(t, x, ν, µ) = lim
N→∞

N∑

i=1

ai(t, ν, µ) · bi(x), (4)

где bi(x) =
√

2
l sinλix, λi =

iπ
l .

Применение ряда Фурье в виде (4) и использование интегрального тождества типа Лады-
женской позволяет нам отказаться от непрерывной дифференцируемости правой части урав-
нения (1). Кроме того, такой подход позволяет свести смешанную задачу к счетной системе
нелинейных интегральных уравнений (ССНИУ). Поскольку ССНИУ замкнуты, и их практи-
чески невозможно разрешить, предлагается рассматривать укороченную систему нелинейных
интегральных уравнений.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ

Множество {a(t) = (ai(t))|ai(t) ∈ C(DT ), i = 1, N} введением нормы

‖a(t)‖BN
p (T ) =

[
N∑

i=1

(
max
t∈DT

|ai(t)|
)p
] 1

p

, p > 1

становится банаховым пространством и обозначается через BN
p (T ). Наряду с этим простран-

ством также рассмотрим банахово пространство Bp(T ) с нормой

‖a(t)‖Bp(T ) =

[
lim

N→∞

N∑

i=1

(
max
t∈DT

|ai(t)|
)p
] 1

p

.
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Для каждого элемента a(t) ∈ Bp(T ) определяется оператор:

Qa(t) = u(t, x) = lim
N→∞

N∑

i=1

ai(t) · bi(x).

Обозначено через Ep(D) множество значений оператора Q. Здесь очевидно, что Q :
Bp(T )→ Ep(D) и Ep(D) ⊂ Lp(D).

Обозначается через W
(k)
p (D) множество функций Φ(t, x) таких, что Φ(t, x), ∂2

∂x2Φ(t, x),

. . . , ∂2(2nm−1)

∂x2(2nm−1)Φ(t, x) при фиксированном t ∈ DT принадлежат области определения оператора

− ∂4nm−2

∂x4nm−2 , имеют обобщенные производные порядка k по t в смысле Соболева, принадлежа-
щие Lp(D), и обращаются в нуль при t > T − δ (0 < δ — зависит от Φ(t, x)), где

Lp,q(D) =




u(t, x) :




T∫

0




l∫

0

|u(t, x)|p dx




q
p

dt




1
q

<∞




,

1

p
+

1

q
= 1.

Ясно, что пространство W (k)
p (D) всюду плотно в пространстве Lp(D).

3. СВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ (1)-(3) К
СИСТЕМЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Для функций из W (k)
p (D) справедливы соотношения

lim
t→T

l∫

0

Φ(t, y)dy = lim
t→T

l∫

0

∂Φ(t, y)

∂t
dy = . . . = lim

t→T

l∫

0

∂n−1Φ(t, y)

∂tn−1
dy = 0 при k = n.

Определение. Если функция u(t, x, ν, µ) ∈ Ep (D × [0, α0]× [0, β0]) удовлетворяет инте-
гральному тождеству

T∫

0

l∫

0

{
u(t, y, ν, µ)

[
∂n

∂tn
Φ+ n

∂n+4m−1

∂tn−1∂y4m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+4m

∂tn−2∂y4m+2
Φ+ . . .+

+
n(n− 1)

2

∂4nm−2

∂t2∂y4nm−4
Φ+ n

∂4nm−1

∂t∂y4nm−2
Φ+

∂4nm

∂y4nm
Φ+ ν

(
∂n+2m

∂tn∂y2m
Φ+ n

∂n+6m−1

∂tn−1∂y6m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂n+6m

∂tn−2∂y6m+2
Φ+ . . .+

n(n− 1)

2

∂4nm+2m−2

∂t2∂y4nm+2m−4
Φ +n

∂4nm+2m−1

∂t∂y4nm+2m−2
Φ

)
+

+νµ

(
∂n+4m

∂tn∂y4m
Φ+ n

∂n+8m−1

∂tn−1∂y8m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+8m

∂tn−2∂y8m+2
Φ+ . . .+

n(n− 1)

2

∂4nm+4m−2

∂t2∂y4nm+4m−4
Φ+

+n
∂4nm+4m−1

∂t∂y4nm+4m−2
Φ

)]
− fΦ

}
dydt =

l∫

0

ϕ1(y)

[
∂n−1

∂tn−1
Φ+ n

∂n+4m−2

∂tn−2∂y4m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂n+4m−1

∂tn−3∂y4m+2
Φ+ . . .+

n(n− 1)

2

∂4nm−3

∂t∂y4nm−4
Φ+ n

∂4nm−2

∂y4nm−2
Φ+

+ ν

(
∂n+2m−1

∂tn−1∂y2m
Φ+ n

∂n+6m−2

∂tn−2∂y6m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+6m−1

∂tn−3∂y6m+2
Φ+ . . .+
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+
n(n− 1)

2

∂4nm+2m−3

∂t∂y4nm+2m−4
Φ+ n

∂4nm+2m−2

∂y4nm+2m−2
Φ

)
+ νµ

(
∂n+4m−1

∂tn−1∂y4m
Φ+ n

∂n+8m−2

∂tn−2∂y8m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂n+8m−1

∂tn−3∂y8m+2
Φ+ . . .+

n(n− 1)

2

∂4nm+4m−3

∂t∂y4nm+4m−4
Φ+ n

∂4nm+4m−2

∂y4nm+4m−2
Φ

)]

t=0

dy−

−
l∫

0

ϕ2(y)

[
∂n−2

∂tn−2
Φ+ n

∂n+4m−3

∂tn−3∂y4m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+4m−2

∂tn−4∂y4m+2
Φ+ . . .+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!

∂4nm−5

∂t∂x4nm−6
Φ+

n(n− 1)

2

∂4nm−4

∂x4nm−4
Φ+ ν

(
∂n+2m−2

∂tn−2∂y2m
Φ+

+ n
∂n+6m−3

∂tn−3∂y6m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+6m−2

∂tn−4∂6m+2
Φ+ . . .+

n(n− 1)(n − 2)

3!

∂4nm+2m−5

∂t∂y4nm+2m−6
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂4nm+2m−4

∂y4nm+2m−4
Φ

)
+ νµ

(
∂n+4m−2

∂tn−2∂y4m
Φ+ n

∂n+8m−3

∂tn−3∂y8m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂n+8m−2

∂tn−4∂y8m+2
Φ+ . . .+

n(n− 1)(n − 2)

3!

∂4nm+4m−5

∂t∂y4nm+4m−6
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂4nm+4m−4

∂y4nm+4m−4
Φ

)]

t=0

dy + . . .−
l∫

0

ϕn−2(y)

[
∂2

∂t2
Φ+ n

∂4m+1

∂t∂y4m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂4m+2

∂y4m+2
Φ+ ν

(
∂2m+2

∂t2∂y2m
Φ+ n

∂6m+1

∂t∂y6m
Φ+

n(n− 1)

2

∂6m+2

∂y6m+2
Φ

)
+

+ νµ

(
∂4m+2

∂t2∂y4m
Φ+ n

∂8m+1

∂t∂y8m
Φ+

n(n− 1)

2

∂8m+2

∂y8m+2
Φ

)]

t=0

dy +

l∫

0

ϕn−1(y)

[
∂

∂t
Φ+ n

∂4m

∂y4m
Φ+

+ ν

(
∂2m+1

∂t∂y2m
Φ+ n

∂6m

∂y6m
Φ

)
+νµ

(
∂4m+1

∂t∂y4m
Φ+ n

∂8m

∂y8m
Φ

)]

t=0

dy−

−
l∫

0

ϕn(y)

[
Φ+ ν

∂2m

∂y2m
Φ+ νµ

∂4m

∂y4m
Φ

]

t=0

dy

для любого Φ(t, x) ∈ W (n)
p (D) ,то она называется обобщенным решением смешанной задачи

(1)-(3).
Приближенное решение смешанной задачи ищем в виде

uN (t, x, ν, µ) =
N∑

i=1

ai(t, ν, µ) · bi(x). (5)

Покажем, что коэффициенты разложения ai(t, ν, µ) решения смешанной задачи (1)-(3)
удовлетворяют следующей системе нелинейных интегральных уравнений (СНИУ):

ai(t, ν, µ) = wi(t, ν, µ) +

t∫

0

l∫

0

f
(
s, y,QNa(s, ν, µ)

)
bi(y)Pi(t, s, ν, µ)dyds, (6)

где

wi(t, ν, µ) =

n∑

k=1

ϕki
tk−1

(k − 1)!

n∑

j=k

θj−k
1i (ν, µ)

tj−k

(j − k)! exp {−θ1i(ν, µ)t} ,
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Pi(t, s, ν, µ) =
(n − 1)!(t − s)n−1

θn0i(ν, µ)
exp

{
−θ(1iν, µ)(t− s)

}
,

θn1i(ν, µ) =
λ4nmi

θn0i(ν, µ)
, θn0i(ν, µ) =

(
1 + νλ2mi + νµλ4mi

)n
,

QNa(t, νµ) = uN (t, x, ν, µ) =
N∑

i=1

ai(t, ν, µ) · bi(x).

С учетом (5), в силу того, что Φ = Φj(t, x) = h(t)bj(x) ∈ W
(n)
p (D) в определении и

bj(x)полны и ортонормированны в Lp(Dl), где 0 6= h(t) ∈ Cn (DT ) , j = 1, N следует

T∫

0

h(t)
[
a
(n)
i (t, ν, µ) + nλ4mi a

(n−1)
i (t, ν, µ)+

n(n− 1)

2
λ4m+2
i a

(n−2)
i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!
λ4m+4
i a

(n−3)
i (t, ν, µ) + . . .+

n(n− 1)(n − 2)

3!
λ4nm−6
i a′′′i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)

2
λ4nm−4
i a′′i (t, ν, µ) + nλ4nm−2

i a′i(t, ν, µ) + λ4nmi ai(t, ν, µ)+

+ν
(
λ2mi a

(n)
i (t, ν, µ) + nλ6mi a

(n−1)
i (t, ν, µ)+

n(n− 1)

2
λ6m+2
i a

(n−2)
i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!
λ6m+4
i a

(n−3)
i (t, ν, µ) + . . . +

n(n− 1)(n − 2)

3!
λ4nm+2m−6
i a′′′i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)

2
λ4nm+2m−4
i a′′i (t, ν, µ) + nλ4nm+2m−2

i a′i(t, ν, µ)
)
+

+νµ
(
λ4mi a

(n)
i (t, ν, µ) + nλ8mi a

(n−1)
i (t, ν, µ)+

n(n− 1)

2
λ8m+2
i a

(n−2)
i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!
λ8m+4
i a

(n−3)
i (t, ν, µ) + . . . +

n(n− 1)(n − 2)

3!
λ4nm+4m−6
i a′′′i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)

2
λ4nm+4m−4
i a′′i (t, ν, µ) +nλ

4nm+4m−2
i a′i(t, ν, µ)

)
−

−
l∫

0

f
(
t, y,QNa(t, ν, µ)

)
·bi(y)dy


 dt = 0. (7)

Так как h(t) — любая функция, удовлетворяющая указанным выше условиям, то ai(t, ν, µ)
имеет обобщенные производные порядка n по t в смысле Соболева на отрезке DT . Поскольку
h(t) 6= 0 для всех t ∈ DT , то из (7) следует

a
(n)
i (t, ν, µ) + nλ4mi a

(n−1)
i (t, ν, µ) +

n(n− 1)

2
λ4m+2
i a

(n−2)
i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!
λ4m+4
i a

(n−3)
i (t, ν, µ) + . . .+

n(n− 1)(n − 2)

3!
λ4nm−6
i a′′′i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)

2
λ4nm−4
i a′′i (t, ν, µ) + nλ4nm−2

i a′i(t, ν, µ) + λ4nmi ai(t, ν, µ)+
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+ν
(
λ2mi a

(n)
i (t, ν, µ) + nλ6mi a

(n−1)
i (t, ν, µ)+

n(n− 1)

2
λ6m+2
i a

(n−2)
i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!
λ6m+4
i a

(n−3)
i (t, ν, µ) + . . . +

n(n− 1)(n − 2)

3!
λ4nm+2m−6
i a′′′i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)

2
λ4nm+2m−4
i a′′i (t, ν, µ) +nλ

4nm+2m−2
i a′i(t, ν, µ)

)
+

+νµ
(
λ4mi a

(n)
i (t, ν, µ) + nλ8mi a

(n−1)
i (t, ν, µ)+

+
n(n− 1)

2
λ8m+2
i a

(n−2)
i (t, ν, µ) +

n(n− 1)(n − 2)

3!
λ8m+4
i a

(n−3)
i (t, ν, µ) + . . .+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!
λ4nm+4m−6
i a′′′i (t, ν, µ) +

n(n− 1)

2
λ4nm+4m−4
i a′′i (t, ν, µ)+

+nλ4nm+4m−2
i a′i(t, ν, µ)

)
=

l∫

0

f
(
t, y,QNa(t, ν, µ)

)
·bi(y)dy. (8)

Решая систему (8) методом вариации произвольных постоянных, получаем

ai(t, ν, µ) =
(
C1i + C2it+ C3it

2 + C4it
3 + . . .+ Cnit

n−1
)
exp {−θ1i(ν, µ)t}+

+

t∫

0

l∫

0

f
(
s, y,QNa(s, ν, µ)

)
bi(y)Pi(t, s, ν, µ)dyds, t ∈ DT , (9)

где

Pi(t, s, ν, µ) =
(n− 1)!(t− s)n−1

θn0i(ν, µ)
· exp {−θ1i(ν, µ)(t− s)} ,

θ1i(ν, µ) =
λ4mi

θ0i(ν, µ)
, θn0i(ν, µ) =

(
1 + νλ2mi + νµλ4mi

)n
.

Для определения коэффициентов Cji (j = 1, n), в (9) используются условия ai(0, ν, µ) =

ϕ1i, a
′
i(0, ν, µ) = ϕ2i, a

′′
i (0, ν, µ) = ϕ3i, ..., a

(n−1)
i (0, ν, µ) = ϕni. При этом начальные данные

ϕji подбираются из (2) так, что суммы

ϕN
j (x) =

N∑

i=1

ϕjibi(x), (j = 1, n)

аппроксимируют при N →∞ функции ϕj(x) ∈ Lp(Dl), (j = 1, n).

4. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ СНИУ (6)

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

1.

T∫

0

∥∥f
(
t, x,QNw(t, ν, µ)

)∥∥
Lp(Dl)

dt 6 ∆ <∞;

2. |f(t, x, u)− f(t, x, ϑ)| 6 L(t, x) |u− ϑ| , где 0 <

t∫

0

‖L(s, x)‖Lp(Dl)
ds <∞;
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3. ‖w(t, ν, µ)‖BN
p (T ) <∞.

Тогда СНИУ (6) имеет единственное решение в пространстве BN
p (T ).

Доказательство. Используется метод последовательных приближений:

a0i (t, ν, µ) = wi(t, ν, µ), t ∈ DT , a
k+1
i (t, ν, µ) = wi(t, ν, µ)+

+

t∫

0

l∫

0

f
(
s, y,QNak(s, ν, µ)

)
bi(y)Pi(t, s, ν, µ)dyds, k = 0, 1, 2, 3, ..., t ∈ DT .

(10)

Учет условий теоремы в (10) дает оценки

∥∥a1(t, ν, µ)− a0(t, ν, µ)
∥∥
BN

p (T )
6M1M2l

1
q∆, (11)

∥∥a2(t, ν, µ)− a1(t, ν, µ)
∥∥
BN

p (T )
6M1,NM

2
2,N

t∫

0

l∫

0

L(s, y)
∥∥a1(s, ν, µ)− a0(s, ν, µ)

∥∥
BN

p (T )
dyds 6

6 ∆M2
1,NM

3
2,N l

2
q

t∫

0

‖L(s, x)‖Lp(Dl)
ds, (12)

где

M1,N = ‖P (t, s, ν, µ)‖BN
p (T ) , M2,N = ‖b(x)‖BN

p (l) ,
1

p
+

1

q
= 1.

Продолжая этот процесс для произвольного натурального числа k, подобно (12) получаем

∥∥∥ak+1(t, ν, µ)− ak(t, ν, µ)
∥∥∥
BN

p (T )
6

(
M1,N l

1
q

)k+1
M2k+1

2,N ∆

[
t∫
0

‖L(s, x)‖Lp(Dl)
ds

]k

k!
. (13)

Существование решения СНИУ (6) следует из оценки (13), так как при k → ∞ последо-
вательность функций

{
ak(t, ν, µ)

}∞
k=1

сходится равномерно по t к функции a(t, ν, µ) ∈ BN
p (T ).

Для проведения доказательства единственности этого решения в пространстве BN
p (T ) пред-

полагается, что СНИУ (6) имеет два решения: a(t, ν, µ) ∈ BN
p (T ) и ϑ(t, ν, µ) ∈ BN

p (T ). Тогда
для их разности справедлива оценка

‖a(t, ν, µ)− ϑ(t, ν, µ)‖BN
p (T ) 6

6M1,NM
2
2,N l

1
q

t∫

0

‖L(s, x)‖Lp(Dl)
‖a(s, ν, µ)− ϑ(s, ν, µ)‖BN

p (T ) ds. (14)

Применение к (14) неравенства Гронуолла-Беллмана, дает, что

‖a(t, ν, µ)− ϑ(t, ν, µ)‖BN
p (T ) ≡ 0

для всех t ∈ DT . Отсюда следует единственность решения СНИУ (6) в пространстве BN
p (T ).
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5. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ (1)-(3)

Подстановка CНИУ (6) в предел (4) дает формальное решение смешанной задачи (1)-(3)

u(t, x, ν, µ) = lim
N→∞

N∑

i=1

[wi(t, ν, µ) +

t∫

0

l∫

0

f
(
s, y,QNa(s, ν, µ)

)
bi(y) Pi(t, s, ν, µ)dyds] · bi(x). (15)

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и ‖w(t, ν, µ)‖
B

(
pT )

<∞. Если a(t, ν, µ) ∈
BN

p (T ) является решением СНИУ (6), то (15) будет обобщенным решением смешанной задачи
(1)-(3).

Доказательство. Так как a(t, ν, µ) ∈ BN
p (T ), то из равенства

lim
N→∞

uN (t, x, ν, µ) = lim
N→∞

N∑

i=1

ai(t, ν, µ) · bi(x) = u(t, x, ν, µ)

в силу условий теоремы следует, что

lim
N→∞

f
(
t, x, uN (t, x, ν, µ)

)
= f (t, x, u(t, x, ν, µ)) (16)

в смысле метрики Lp(D).
Рассмотрим последовательность функционалов:

VN =

T∫

0

l∫

0

{
uN (t, y, ν, µ)

[
∂n

∂tn
Φ+ n

∂n+4m−1

∂tn−1∂y4m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+4m

∂tn−2∂y4m+2
Φ+

+ . . .+
n(n− 1)

2

∂4nm−2

∂t2∂y4nm−4
Φ+ n

∂4nm−1

∂t∂y4nm−2
Φ+

∂4nm

∂y4nm
Φ+

+ ν

(
∂n+2m

∂tn∂y2m
Φ+ n

∂n+6m−1

∂tn−1∂y6m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+6m

∂tn−2∂y6m+2
Φ+

+ . . .+
n(n− 1)

2

∂4nm+2m−2

∂t2∂y4nm+2m−4
Φ+

+ n
∂4nm+2m−1

∂t∂y4nm+2m−2
Φ

)
+ νµ

(
∂n+4m

∂tn∂y4m
Φ+ n

∂n+8m−1

∂tn−1∂y8m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+8m

∂tn−2∂y86m+2
Φ+

+ . . .+
n(n− 1)

2

∂4nm+4m−2

∂t2∂y4nm+4m−4
Φ +n

∂4nm+4m−1

∂t∂y4nm+4m−2
Φ

)]
+

+f
(
t, y, uN (t, y, ν, µ)

)
Φ
}
dydt−

l∫

0

ϕN
1 (y)

[
∂n−1

∂tn−1
Φ+ n

∂n+4m−2

∂tn−2∂y4m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂n+4m−1

∂tn−3∂y4m+2
Φ+ . . .+

n(n− 1)

2

∂4nm−3

∂t∂y4nm−4
Φ+ n

∂4nm−2

∂y4nm−2
Φ+

+ ν

(
∂n+2m−1

∂tn−1∂y2m
Φ+ n

∂n+6m−2

∂tn−2∂y6m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+6m−1

∂tn−3∂y6m+2
Φ+ . . .+

+
n(n− 1)

2

∂4nm+2m−3

∂t∂y4nm+2m−4
Φ+ n

∂4nm+2m−2

∂y4nm+2m−2
Φ

)
+ νµ

(
∂n+4m−1

∂tn−1∂y4m
Φ+ n

∂n+8m−2

∂tn−2∂y8m
Φ+
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+
n(n− 1)

2

∂n+8m−1

∂tn−3∂y8m+2
Φ+ . . .+

n(n− 1)

2

∂4nm+4m−3

∂t∂y4nm+4m−4
Φ+ n

∂4nm+4m−2

∂y4nm+4m−2
Φ

)]

t=0

dy+

+

l∫

0

ϕN
2 (y)

[
∂n−2

∂tn−2
Φ+ n

∂n+4m−3

∂tn−3∂y4m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+4m−2

∂tn−4∂y4m+2
Φ+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!

∂n+4m−1

∂tn−5∂y4m+4
Φ+ . . .+

n(n− 1)(n − 2)

3!

∂4nm−5

∂t∂x4nm−6
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂4nm−4

∂x4nm−4
Φ+ ν

(
∂n+2m−2

∂tn−2∂y2m
Φ+ n

∂n+6m−3

∂tn−3∂y6m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+6m−2

∂tn−4∂y6m+2
Φ+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!

∂n+6m−1

∂tn−5∂y6m+4
Φ+ . . .+

n(n− 1)(n − 2)

3!

∂4nm+2m−5

∂t∂y4nm+2m−6
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂4nm+2m−4

∂y4nm+2m−4
Φ

)
+ νµ

(
∂n+4m−2

∂tn−2∂y4m
Φ+ n

∂n+8m−3

∂tn−3∂y8m
Φ +

+
n(n− 1)

2

∂n+8m−2

∂tn−4∂y8m+2
Φ+

n(n− 1)(n − 2)

3!

∂n+8m−1

∂tn−5∂y8m+4
Φ+ . . .+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!

∂4nm+4m−5

∂t∂y4nm+4m−6
Φ+

n(n− 1)

2

∂4nm+4m−4

∂y4nm+4m−4
Φ

)]

t=0

dy−

− . . .+
l∫

0

ϕN
n−2(y)

[
∂2

∂t2
Φ+ n

∂4m+1

∂t∂y4m
Φ+

n(n− 1)

2

∂4m+2

∂y4m+2
Φ+ ν

(
∂2m+2

∂t2∂y2m
Φ+

+n
∂6m+1

∂t∂y6m
Φ+

n(n− 1)

2

∂6m+2

∂y6m+2
Φ

)
+ νµ

(
∂4m+2

∂t2∂y4m
Φ+ n

∂8m+1

∂t∂y8m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂8m+2

∂y8m+2
Φ

)]

t=0

dy −
l∫

0

ϕN
n−1(y)

[
∂

∂t
Φ+ n

∂4m

∂y4m
Φ+ ν

(
∂2m+1

∂t∂y2m
Φ+ n

∂6m

∂y6m
Φ

)
+

+νµ

(
∂4m+1

∂t∂y4m
Φ+ n

∂8m

∂y8m
Φ

)]

t=0

dy +

l∫

0

ϕN
n (y)

[
Φ+ ν

∂2m

∂y2m
Φ+ νµ

∂4m

∂y4m
Φ

]

t=0

dy. (17)

Интегрируя по частям отдельные слагаемые в (17) и учитывая условия теоремы и на-

чальные условия ai(0, ν, µ) = ϕ1i, a
′
i(0, ν, µ) = ϕ2i, a

′′
i (0, ν, µ) = ϕ3i, . . . , a

(n−1)
i (0, ν, µ) = ϕni,

получаем:

VN =

l∫

0

(
ϕ1(y)−

N∑

i=1

ϕ1ibi(y)

)[
∂n−1

∂tn−1
Φ+ n

∂n+4m−2

∂tn−2∂y4m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+4m−1

∂tn−3∂y4m+2
Φ+ . . .+

+
n(n− 1)

2

∂4nm−3

∂t∂y4nm−4
Φ+ n

∂4nm−2

∂y4nm−2
Φ+ ν

(
∂n+2m−1

∂tn−1∂y2m
Φ+ n

∂n+6m−2

∂tn−2∂y6m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂n+6m−1

∂tn−3∂y6m+2
Φ+ . . . +

n(n− 1)

2

∂4nm+2m−3

∂t∂y4nm+2m−4
Φ+ n

∂4nm+2m−2

∂y4nm+2m−2
Φ

)
+

+νµ

(
∂n+4m−1

∂tn−1∂y4m
Φ+ n

∂n+8m−2

∂tn−2∂y8m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+8m−1

∂tn−3∂y8m+2
Φ+. . .+

n(n− 1)

2

∂4nm+4m−3

∂t∂y4nm+4m−4
Φ+

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2013. № 2 285



Т. К. Юлдашев

+n
∂4nm+4m−2

∂y4nm+4m−2
Φ

)]

t=0

dy −
l∫

0

(
ϕ2(y)−

N∑

i=1

ϕ2ibi(y)

)[
∂n−2

∂tn−2
Φ+ n

∂n+4m−3

∂tn−3∂y4m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂n+4m−2

∂tn−4∂y4m+2
Φ+

n(n− 1)(n − 2)

3!

∂n+4m−1

∂tn−5∂x4m+4
Φ+ . . .+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!

∂4nm−5

∂t∂x4nm−6
Φ+

n(n− 1)

2

∂4nm−4

∂x4nm−4
Φ+ ν

(
∂n+2m−2

∂tn−2∂y2m
Φ+

+ n
∂n+6m−3

∂tn−3∂y6m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+6m−2

∂tn−4∂y6m+2
Φ+

n(n− 1)(n − 2)

3!

∂n+6m−1

∂tn−5∂y6m+4
Φ+ . . .+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!

∂4nm+2m−5

∂t∂y4nm+2m−6
Φ+

n(n− 1)

2

∂4nm+2m−4

∂y4nm+2m−4
Φ

)
+

+ νµ

(
∂n+4m−2

∂tn−2∂y4m
Φ+ n

∂n+8m−3

∂tn−3∂y8m
Φ+

n(n− 1)

2

∂n+8m−2

∂tn−4∂y8m+2
Φ+

+
n(n− 1)(n − 2)

3!

∂n+8m−1

∂tn−5∂y8m+4
Φ+ . . .+

n(n− 1)(n − 2)

3!

∂4nm+4m−5

∂t∂y4nm+4m−6
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂4nm+4m−4

∂y4nm+4m−4
Φ

)]

t=0

dy + . . . −
l∫

0

(
ϕn−2(y)−

N∑

i=1

ϕ(n−2)ibi(y)

)
×

×
[
∂2

∂t2
Φ+ n

∂4m+1

∂t∂y4m
Φ+

n(n− 1)

2

∂4m+2

∂y4m+2
Φ+ ν

(
∂2m+2

∂t2∂y2m
Φ+ n

∂6m+1

∂t∂y6m
Φ+

+
n(n− 1)

2

∂6m+2

∂y6m+2
Φ

)
+ νµ

(
∂4m+2

∂t2∂y4m
Φ+ n

∂8m+1

∂t∂y8m
Φ+

n(n− 1)

2

∂8m+2

∂y8m+2
Φ

)]

t=0

dy+

+

l∫

0

(
ϕn−1(y)−

N∑

i=1

ϕ(n−1)ibi(y)

)[
∂

∂t
Φ+ n

∂4m

∂y4m
Φ+ ν

(
∂2m+1

∂t∂y2m
Φ+ n

∂6m

∂y6m
Φ

)
+

+νµ

(
∂4m+1

∂t∂y4m
Φ+ n

∂8m

∂y8m
Φ

)]

t=0

dy −
l∫

0

(
ϕn(y)−

N∑

i=1

ϕnibi(y)

)
×

×
[
Φ+ ν

∂2m

∂y2m
Φ+ νµ

∂4m

∂y4m
Φ

]

t=0

dy +

T∫

0

l∫

0

Φ(t, y) [f (t, y,Qa(t, ν, µ))−

−
N∑

i=1

l∫

0

f
(
t, z,QNa(t, ν, µ)

)
·bi(z)dz


 bi(y)dydt. (18)

Очевидно, что первые n интегралы в (18) стремятся к нулю при N →∞, так как ϕj(x) ∈
Lp(Dl), j = 1, n. Сходимость последней разности в (18) при N →∞ следует из (16). Отсюда
ясно, что lim

N→∞
VN = 0. Это и доказывает теорему.

6. УСТОЙЧИВОСТЬ ПО НАЧАЛЬНЫМ ДАННЫМ РЕШЕНИЯ
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ (1)-(3)

Следует отметить, что СНИУ (6) при N →∞ является счетной системой нелинейных ин-
тегральных уравнений. Из доказанных выше двух теорем следует однозначная разрешимость
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ССНИУ (6) в пространстве B(
pT ). Поэтому предел (15) можно переписать в виде интеграль-

ного уравнения Вольтерра второго рода:

u(t, x, ν, µ) = u0(t, x, ν, µ) +

t∫

0

l∫

0

H(t, s, x, y, ν, µ)f (s, y, u(s, y, ν, µ))dyds, (19)

где

u0(t, x, ν, µ) = lim
N→∞

N∑

i=1

wi(t, ν, µ) · bi(x),

H(t, s, x, y, ν, µ) = lim
N→∞

N∑

i=1

Pi(t, s, ν, µ)bi(y)bi(x).

Теорема 3. Пусть выполняются следующие условия:

1. f(t, x, u) ∈ Lip
{
L(t, x)|u

}
, где 0 <

t∫
0

l∫
0

L(s, y)dyds <∞;

2. ‖w(t, ν, µ)‖Bp(T ) <∞.
Если a(t, ν, µ) ∈ B(

pT ) является решением ССНИУ (6), то решение смешанной задачи (1)-
(3) непрерывно зависит от начальных данных (2).

Доказательство. Пусть u1(t, x, ν, µ) и u2(t, x, ν, µ)− два различные решения смешанной
задачи (1)-(3), соответствующие двум различным значениям функций ϕk1(x)и ϕk2(x), k =
1, n, соответственно.

Положим, что

‖ϕk1(x)− ϕk2(x)‖C(Dl)
< δk, 0 < δk = const, k = 1, n.

Тогда, в силу условий теоремы, из уравнения (19) следует

‖u01(t, x, ν, µ)− u02(t, x, ν, µ)‖C(D) 6

6

n∑

k=1

‖ϕk1(x)− ϕk2(x)‖C(Dl)

T k−1

(k − 1)!

n∑

j=k

T j−k

(j − k)!
∥∥∥θj−k

1 (ν, µ)
∥∥∥
ℓp
< δ, (20)

‖u1(t, x, ν, µ)− u2(t, x, ν, µ)‖C(D) 6 ‖u01(t, x, ν, µ) − u02(t, x, ν, µ)‖C(D)+

+

√
2

l
M̄1M̄2

t∫

0

l∫

0

L(s, y) ‖u1(s, y, ν, µ)− u2(s, y, ν, µ)‖C(D) dyds, (21)

где

δ =
n∑

k=1

δk
T k−1

(k − 1)!

n∑

j=k

T j−k

(j − k)!
∥∥∥θj−k

1 (ν, µ)
∥∥∥
ℓp
,

M̄i = lim
N→∞

Mi,N , i = 1, 2.

Так как по условию теоремы 0 <
t∫
0

l∫
0

L(s, y)dyds <∞, то можно применять неравенства

Гронуолла-Беллмана к (21). Тогда с учетом (20) из (21) получаем

‖u1(t, x, ν, µ)− u2(t, x, ν, µ)‖C(D) < ε,
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если положим

δ = ε · exp



−

√
2

l
M̄1M̄2

T∫

0

l∫

0

L(t, y)dydt



 .

7. НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ПО МАЛЫМ ПАРАМЕТРАМ
РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ (1)-(3)

Сначала изучим непрерывную зависимость решения смешанной задачи (1)-(3) по первому
малому параметру ν.

Теорема 4. Пусть выполняются условия теоремы 1 и

lim
N→∞

N∑

i=1

(
1 + µλ2mi

) n∑

k=1

|ϕki|
n∑

j=k

λ
2[2(j−k)+3]m
i <∞,

lim
N→∞

N∑

i=1

(
1 + µλ2mi

)
λ6mi

T∫

0

l∫

0

∣∣∣∣∣∣
f


t, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(t, ν2, µ) · bj(y)



∣∣∣∣∣∣
|bi(y)| dydt <∞.

Если a(t, ν, µ) ∈ Bp(T ) является решением ССНИУ (6), то для произвольных ν1, ν2 ∈ [0, ν]
справедлива оценка:

|u(t, x, ν1, µ)− u(t, x, ν2, µ)| 6 A |ν1 − ν2| , 0 < A = const. (22)

Доказательство. Для разности ai(t, ν1, µ)− ai(t, ν2, µ) из ССНИУ (6) имеем оценку

‖a(t, ν1, µ)− a(t, ν2, µ)‖Bp(T ) 6 ‖w(t, ν1, µ)− w(t, ν2, µ)‖Bp(T )+

+ lim
N→∞

N∑

i=1

max
t∈DT

t∫

0

l∫

0

|Pi(t, s, ν1, µ)− Pi(t, s, ν2, µ)|×

×

∣∣∣∣∣∣
f


s, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(s, ν2, µ) · bj(y)



∣∣∣∣∣∣
|bi(y)| dyds+

+ lim
N→∞

N∑

i=1

max
t∈DT

t∫

0

l∫

0

|Pi(t, s, ν2, µ)|

∣∣∣∣∣∣
f


s, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(s, ν1, µ) · bj(y)


 −

−f


s, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(s, ν2, µ) · bj(y)



∣∣∣∣∣∣
|bi(y)| dyds, (23)
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где

‖w(t, ν1, µ)−w(t, ν2, µ)‖Bp(T ) 6

6 lim
N→∞

N∑

i=1

max
t∈DT





n∑

k=1

|ϕki|
tk−1

(k − 1)!

n∑

j=k

tj−k

(j − k)!
∣∣∣θj−k

1i (ν1, µ)− θj−k
1i (ν2, µ)

∣∣∣



+

+ lim
N→∞

N∑

i=1

max
t∈DT

{|exp {−θ1i(ν1, µ)t} − exp {−θ1i(ν2, µ)t}|×

×
n∑

k=1

|ϕki|
tk−1

(k − 1)!

n∑

j=k

tj−k

(j − k)!
∣∣∣θj−k

1i (ν2, µ)
∣∣∣



 , (24)

|Pi(t, s, ν1, µ)− Pi(t, s, ν2, µ)| 6
∣∣∣∣

1

θn0i(ν1, µ)
− 1

θn0i(ν2, µ)

∣∣∣∣ · (n− 1)! |t− s|n−1+

+
(n− 1)! |t− s|n−1

θn0i(ν2, µ)
|exp {−θ1i(ν1, µ)t} − exp {−θ1i(ν2, µ)t}| . (25)

Используем следующие три оценки

∣∣∣∣
1

θn0i(ν1, µ)
− 1

θn0i(ν2, µ)

∣∣∣∣ 6 nλ2mi
(
1 + µλ2mi

)
|ν1 − ν2| ;

|exp {−θ1i(ν1, µ)t} − exp {−θ1i(ν2, µ)t}| 6 λ6mi
(
1 + µλ2mi

)
T |ν1 − ν2| ;

∣∣θn−1
1i (ν1, µ)− θn−1

1i (ν2, µ)
∣∣ 6 λ

2(2n−1)m
i

n− 1

(
1 + µλ2mi

)
|ν1 − ν2| .

Тогда из (24) и (25) следуют оценки

‖w(t, ν1, µ)−w(t, ν2, µ)‖Bp(T ) 6

6 lim
N→∞

N∑

i=1

(
1

n− 1
+ Tλ8mi

)(
1 + µλ2mi

) n∑

k=1

|ϕki|
T k−1

(k − 1)!

n∑

j=k

T j−k

(j − k)!λ
2[2(j−k)−1]m
i |ν1 − ν2| ,

(26)

|Pi(t, s, ν1, µ)− Pi(t, s, ν2, µ)| 6 λ2mi
(
1 + µλ2mi

)
T n−1n!

λ4mi + Tn

n2
· |ν1 − ν2| . (27)

Далее, в силу условий теоремы, с учетом (26) и (27) из (23) имеем

‖a(t, ν1, µ)− a(t, ν2, µ)‖Bp(T ) 6

6 A0 |ν1 − ν2|+ M̄1M̄
2
2 l

1
q

t∫

0

‖L(s, x)‖Lp(Dl)
‖a(s, ν1, µ)− a(s, ν2, µ)‖B(

pT )
ds, (28)
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где

A0 = lim
N→∞

N∑

i=1

(
1

n− 1
+ Tλ8mi

)(
1 + µλ2mi

) n∑

k=1

|ϕki|
T k−1

(k − 1)!

n∑

j=k

T j−k

(j − k)!λ
2[2(j−k)−1]m
i +

+ lim
N→∞

N∑

i=1

λ2mi
(
1 + µλ2mi

)
T n−1n!

λ4mi + Tn

n2

T∫

0

l∫

0

∣∣∣∣∣∣
f


t, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(t, ν2, µ) · bj(y)



∣∣∣∣∣∣
×

× |bi(y)| dydt, M̄i = lim
N→∞

Mi,N , i = 1, 2.

Применение к (28) неравенства Гронуолла-Беллмана дает оценку

‖a(t, ν1, µ)− a(t, ν2, µ)‖B(
pT )

6 A1 |ν1 − ν2| , (29)

где

A1 = A0 exp



M̄1M̄

2
2 l

1
q

T∫

0

‖L(t, x)‖Lp(Dl)
dt



 .

Учтем, что

|u(t, x, ν1, µ)− u(t, x, ν2, µ)| 6 lim
N→∞

N∑

i=1

|ai(t, ν1, µ)− ai(t, ν2, µ)| · |bi(x)| 6

6 ‖a(t, ν1, µ)− a(t, ν2, µ)‖Bp(T ) · ‖b(x)‖Bq(l)
.

Тогда из (29) следует (22), если положим A = A1M̄2.
Следствие 1. Пусть выполняются условия теоремы 4. Если a(t, ν, µ) ∈ Bp(T ) является

решением ССНИУ (6), то для ν ∈ [0, α0], ν + h ∈ (0, α0), h = const справедлива оценка:
∣∣∣∣
u(t, x, ν + h, µ) − u(t, x, ν, µ)

h

∣∣∣∣ 6 A.

Аналогично изучаем устойчивость решения смешанной задачи (1)-(3) по второму малому
параметру µ.

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 1 и

lim
N→∞

N∑

i=1

n∑

k=1

|ϕki|
n∑

j=k

λ
2[2(j−k)+4]m
i <∞,

lim
N→∞

N∑

i=1

λ8mi ν

T∫

0

l∫

0

∣∣∣∣∣∣
f


t, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(t, ν, µ2) · bj(y)



∣∣∣∣∣∣
|bi(y)| dydt <∞.

Если a(t, ν, µ) ∈ Bp(T ) является решением ССНИУ (6), то для произвольных µ1, µ2 ∈ [0, µ]
справедлива оценка:

|u(t, x, ν, µ1)− u(t, x, ν, µ2)| 6 B |µ1 − µ2| , 0 < B = const. (30)

Доказательство. Используя следующие три оценки
∣∣∣∣

1

θn0i(ν, µ1)
− 1

θn0i(ν, µ2)

∣∣∣∣ 6 nλ4mi |µ1 − µ2| ;
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|exp {−θ1i(ν, µ1)t} − exp {−θ1i(ν, µ2)t}| 6 νλ8mi T |µ1 − µ2| ,
∣∣θn−1

1i (ν, µ1)− θn−1
1i (ν, µ2)

∣∣ 6 νλ4nmi

n− 1
|µ1 − µ2| ,

получаем

‖w(t, ν, µ1)− w(t, ν, µ2)‖Bp(T ) 6

6 lim
N→∞

N∑

i=1

ν

(
1

n− 1
+ Tλ8mi

) n∑

k=1

|ϕki|
T k−1

(k − 1)!

n∑

j=k

T j−k

(j − k)!λ
4(j−k)m
i |µ1 − µ2| , (31)

|Pi(t, s, ν, µ1)− Pi(t, s, ν, µ2)| 6 νλ4mi T n−1n!
1 + Tnλ4mi

n2
· |µ1 − µ2| . (32)

Тогда с учетом (31) и (32), в силу условий теоремы, для разности a(t, ν, µ1) − a(t, ν, µ2)
имеем оценку

‖a(t, ν, µ1)− a(t, ν, µ2)‖Bp(T ) 6

6 A0 |µ1 − µ2|+ M̄1M̄
2
2 l

1
q

t∫

0

‖L(s, x)‖Lp(Dl)
‖a(s, ν, µ1)− a(s, ν, µ2)‖Bp(T ) ds, (33)

где

B0 = lim
N→∞

N∑

i=1

ν

(
1

n− 1
+ Tλ8mi

) n∑

k=1

|ϕki|
T k−1

(k − 1)!

n∑

j=k

T j−k

(j − k)!λ
4(j−k)m
i +

+ lim
N→∞

N∑

i=1

νλ4mi T n−1n!
Tnλ4mi + 1

n2

T∫

0

l∫

0

∣∣∣∣∣∣
f


t, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(t, ν, µ2) · bj(y)



∣∣∣∣∣∣
|bi(y)| dydt.

Применяя к (33) неравенства Гронуолла-Беллмана, получаем

‖a(t, ν, µ1)− a(t, ν, µ2)‖Bp(T ) 6 A1 |µ1 − µ2| , (34)

где

B1 = B0 exp



M̄1M̄

2
2 l

1
q

T∫

0

‖L(t, x)‖Lp(Dl)
dt



 .

Учтем, что

|u(t, x, ν, µ1)− u(t, x, ν, µ2)| 6 ‖a(t, ν, µ1)− a(t, ν, µ2)‖Bp(T ) · ‖b(x)‖Bq(l)
.

Тогда из (34) следует (30), если положим B = B1M̄2.
Следствие 2. Пусть выполняются условия теоремы 4 и 5. Если a(t, ν, µ) ∈ Bp(T ) является

решением ССНИУ (6), то для ν1, ν2 ∈ [0, ν] , µ1, µ2 ∈ [0, µ] справедлива оценка:

|u(t, x, ν1, µ1)− u(t, x, ν2, µ2)| 6 C (|ν1 − ν2|+ |µ1 − µ2|) ,

где C = max {A;B}.
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Следствие 3. Пусть выполняются условия теоремы 5. Если a(t, ν, µ) ∈ Bp(T ) является
решением ССНИУ (6), то для µ ∈ [0, β0] , µ+ h ∈ (0, β0) , h = const справедлива оценка:

∣∣∣∣
u(t, x, ν, µ + h)− u(t, x, ν, µ)

h

∣∣∣∣ 6 B.

8. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ
ПО МАЛОМУ ПАРАМЕТРУ

Изучается дифференцируемость обобщенного решения смешанной задачи (1)-(3) по пер-
вому малому параметру ν.

Теорема 6. Пусть:
1. Выполняются условия теоремы 1;

2. lim
N→∞

N∑
i=1

(
1 + µλ2mi

)
λ
4(n+1,5)m
i |ϕki| <∞, k = 1, n;

3. lim
N→∞

N∑
i=1

(
1 + µλ2mi

)
λ6mi

T∫
0

l∫
0

∣∣∣∣∣f
(
t, y, lim

N→∞

N∑
j=1

aj(t, ν, µ) · bj(y)
)∣∣∣∣∣ |bi(y)| dydt <∞;

4.

T∫

0

∥∥∥∥
∂f(t, x, u)

∂u

∥∥∥∥
Lp(Dl)

dt <∞.

Тогда имеет место следующее соотношение

lim
h→0

u(t, x, ν + h, µ)− u(t, x, ν, µ)
h

=
∂u(t, x, ν, µ)

∂ν
.

Доказательство. Так как ∂u(t,x,ν,µ)
∂ν = lim

N→∞

N∑
i=1

∂ai(t,ν,µ)
∂ν bi(x), то формально дифференци-

руем ССНИУ (6) по параметру ν :

∂ai(t, ν, µ)

∂ν
=Wi(t, ν, µ) +

t∫

0

l∫

0

Pi(t, s, ν, µ)
∂f(t, x, u)

∂u


 lim

N→∞

N∑

j=1

∂aj(t, ν, µ)

∂ν
bj(y)


 · bi(y)dyds,

(35)
где

Wi(t, ν, µ) = (θ1i(ν, µ))
′
ν




n∑

k=1

ϕki
tk−1

(k − 1)!

n∑

j=k

(j − k)θj−k−1
1i (ν, µ)

tj−k

(j − k)!−

−t
n∑

k=1

ϕki
tk−1

(k − 1)!

n∑

j=k

θj−k
1i (ν, µ)

tj−k

(j − k)!


 exp {−θ1i(ν, µ)t}−

−
t∫

0

l∫

0

[
(θ0i(ν, µ))

′
ν

(n)!(t− s)n−1

θn+1
0i (ν, µ)

+ (θ1i(ν, µ))
′
ν

(n− 1)!(t− s)n
θn0i(ν, µ)

]
×

× exp {−θ1i(ν, µ)(t− s)} f


s, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(s, ν, µ) · bj(y)


 bi(y)dyds. (36)
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Далее, в силу условий теоремы из (36) получаем

‖W (t, ν, µ)‖Bp(T ) 6 lim
N→∞

N∑

i=1

‖Wi(t, ν, µ)‖C(DT ) 6 lim
N→∞

N∑

i=1

n∑

k=1

T k−1

(k − 1)!
|ϕki| ×

×
n∑

j=k

(
(j − k) + Tλ4mi

) T j−k

(j − k)!λ
4(j−k+0,5)m
i ×

×
(
1 + µλ2mi

)
+
√
2(n − 1)!T n∆l

1
q
− 1

2 lim
N→∞

N∑

i=1

λ2mi
(
n+ λ4mi T

) (
1 + µλ2mi

)
<∞. (37)

Тогда из (37) следует

∥∥∥∥
∂a(t, ν, µ)

∂ν

∥∥∥∥
Bp(T )

6 ‖W (t, ν, µ)‖Bp(T ) + M̄2
2

t∫

0

∥∥∥∥
∂f(s, y, u)

∂u

∥∥∥∥
Lp(Dl)

∥∥∥∥
∂a(s, ν, µ)

∂ν

∥∥∥∥
Bp(T )

ds. (38)

Применяя к (38) неравенства Гронуолла-Беллмана, с учетом (37) получаем, что ∂a(t,ν,µ)
∂ν ∈

Bp(T ).

Рассмотрим следующий итерационный процесс:

∂a0i (t, ν, µ)

∂ν
=Wi(t, ν, µ),

∂ak+1
i (t, ν, µ)

∂ν
=Wi(t, ν, µ)+

+

t∫

0

l∫

0

Pi(t, s, ν, µ)
∂f(t, y, u)

∂u


 lim

N→∞

N∑

j=1

∂akj (t, ν, µ)

∂ν
bj(y)


 bi(y)dyds, k = 0, 1, 2, . . . .

Тогда из справедливости оценок

∥∥∥∥
∂a1(t, ν, µ)

∂ν
− ∂a0(t, ν, µ)

∂ν

∥∥∥∥
Bp(T )

6M2
2 ‖W (t, ν, µ)‖Bp(T )

t∫

0

∥∥∥∥
∂f(s, x, u)

∂u

∥∥∥∥
Lp(Dl)

ds,

∥∥∥∥
∂ak+1(t, ν, µ)

∂ν
− ∂ak(t, ν, µ)

∂ν

∥∥∥∥
Bp(T )

6M2k+2
2 ‖W (t, ν, µ)‖Bp(T )

[
t∫
0

∥∥∥∂f(s,x,u)
∂u

∥∥∥
Lp(Dl)

ds

]k+1

(k + 1)!

следует существование решения счетной системы (35) в пространстве Bp(T ). Теперь пред-

положим, что система (35) имеет два решения ∂a(t,ν,µ)
∂ν и ∂ϑ(t,ν,µ)

∂ν . Тогда для их разности
справедлива оценка

∥∥∥∥
∂a(t, ν, µ)

∂ν
− ∂ϑ(t, ν, µ)

∂ν

∥∥∥∥
Bp(T )

6 M̄2
2

t∫

0

∥∥∥∥
∂f(s, x, u)

∂u

∥∥∥∥
Lp(Dl)

∥∥∥∥
∂a(s, ν, µ)

∂ν
− ∂ϑ(s, ν, µ)

∂ν

∥∥∥∥
Bp(T )

ds.

(39)
Применение к (39) неравенства Грогуолла-Беллмана дает единственность этого решения.
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Рассмотрим следующее соотношение

ai(t, ν + h, µ)− ai(t, ν, µ)
h

=
wi(t, ν + h, µ)− wi(t, ν, µ)

h
+

+

t∫

0

l∫

0

Pi(t, s, ν + h, µ)− Pi(t, s, ν, µ)

h
f


s, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(s, ν, µ) · bj(y)


 bi(y)dyds+

+

t∫

0

l∫

0

Pi(t, s, ν, µ)
1

h


f


s, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(s, ν + h, µ) · bj(y)


−

−f


s, y, lim

N→∞

N∑

j=1

aj(s, ν, µ) · bj(y)




 bi(y)dyds. (40)

Переходя в предел при h→ 0 в (40), получаем (35). Следовательно,

lim
h→0

∣∣∣∣
u(t, x, ν + h, µ)− u(t, x, ν, µ)

h
− ∂u(t, x, ν, µ)

∂ν

∣∣∣∣ 6

6 M̄2 lim
h→0

∥∥∥∥
a(t, ν + h, µ) − a(t, ν, µ)

h
− ∂a(t, ν, µ)

∂ν

∥∥∥∥
Bp(T )

= 0.

Теорема доказана.
Аналогично изучается дифференцируемость обобщенного решения смешанной задачи (1)-

(3) по второму малому параметру µ.
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