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Аннотация: энергетическое (радиометрическое) различение случайных векторов
предполагает принятие решения относительно гипотезы о нахождении вектора внутри ги-
першара. Вероятности принятия решений количественно характеризуют эффективность
радиометра. Для гауссовых, максвелловских и релеевских векторов получены формулы
для расчёта таких вероятностей.
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ление Максвелла, распределение Гаусса.

Abstract: the recognition of random vectors with the help of a radiometer means the
decision about hypothesis that vector is inside the hypersphere. Probabilities of decision is
the measure of the radiometer’s efficiency. For the cases of Maxwell, Rayleigh, and Gaussian
distributions equations for calculation of such probabilities are obtained.

Keywords: probability, random vector, Maxwell distribution, Rayleigh distribution,
Gaussian distribution.

ВВЕДЕНИЕ

Случайные векторы в радиотехнике получаются в результате временной дискретизации
случайных информационных процессов и шумов. В радиотехнической литературе [1–3] описа-
ны несколько десятков моделей вероятностных распределений. В настоящей работе рассмот-
рение ограничено тремя из них, а именно, распределением Гаусса с нулевым математическим
ожиданием, распределением Релея и распределением Максвелла.

Принцип работы радиометра [4, 5] основан на проверке факта нахождения обрабатывае-
мого случайного вектора внутри (или вне) некоторого шара. Вероятности такого нахождения
количественно характеризуют эффективность радиометра. Цель статьи — получить форму-
лы для расчёта таких вероятностей.

1. ПРОСТРАНСТВО НАБЛЮДЕНИЙ

Совокупность всех реализаций r(t) случайного процесса R(t) образует пространство на-
блюдений.

В современной радиоаппаратуре непрерывная реализация r(t) подвергается временной
дискретизации, поэтому результат наблюдения есть конечномерный вектор r с компонен-
тами ri = r(t0 + i∆t), где t0 — детерминированная константа, определяемая выбором начала
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отсчёта времени, а ∆t — интервал дискретизации времени. Пусть r ∈ Rn, где Rn — некоторое
подмножество n-мерного евклидова пространства. Вектор r называют выборкой, параметр n
— размером выборки, компоненты {ri} вектора r — выборочными значениями или элемента-
ми выборки, а подмножество Rn — выборочным пространством. Если выборочные значения
представляют собой совокупность независимых случайных величин, то выборку r называ-
ют независимой (или случайной [6]). Если все элементы независимой выборки подчиняются
одному и тому же распределению, то выборка называется однородной.

В случае широко распространённого закона Релея одномерная плотность вероятности име-
ет, например, такой вид:

pR (r |b) = Ω (r)
r

b
exp

(
−r

2

2b

)
, (1)

где b — параметр распределения Релея,

Ω (x) =

{
1, x > 0,
0, x < 0

— (2)

функция единичного скачка.
На рис. 1 показаны рассчитанные по формуле (1) графики плотностей вероятности Релея.

При этом сплошной линией показана плотность вероятности для случая b = 1, а пунктирной
– для случая b = 8.

Рис. 1. Плотности вероятности Релея

Одномерная плотность вероятности распределения Максвелла есть [3]

pM (r |c) = Ω (r)

√
2

π

r2

c3/2
exp

[
−
(
r2

2c

)]
, (3)

где c — параметр распределения Максвелла. Функция единичного скачка Ω(x) определена
формулой (2).

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2013. № 2 213



В. И. Костылев

На рис. 2 приведены рассчитанные по формуле (3) графики плотностей вероятности Макс-
велла. При этом сплошной линией показана плотность вероятности для случая c = 1, а пунк-
тирной — для случая c = 8.

Рис. 2. Плотности вероятности Максвелла

Если математическое ожидание равно нулю, то одномерная плотность вероятности рас-
пределения Гаусса есть

pG (r |D ) =
1√
2πD

exp

(
− r2

2D

)
, (4)

где D — параметр распределения Гаусса, совпадающий с дисперсией.
На рис. 3 показаны рассчитанные по формуле (4) графики плотностей вероятности Гаусса.

При этом сплошной линией показана плотность вероятности для случая D = 1, а пунктирной
— для случая D = 9.

Пусть выборочное пространство Rn разбито на два подпространства R0 и R1, которые
разделяет некоторая гиперсфера ℘. При этом подпространство R0 представляет собой ги-
першар O.

Условие нахождения вектора r внутри гипершара O таково:

n∑

m=1

r2m < ℜ2, (5)

где ℜ — радиус гиперсферы.
Вероятность выполнения условия (5) обозначим p0.

2. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ГАУССА

Если компоненты вектора r имеют распределение (4), то можно показать, что в левой
части (5) стоит сумма независимых случайных величин, имеющих одинаковые плотности
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Рис. 3. Плотности вероятности Гаусса

вероятности

f (y |D ) = Ω (y)
1√

2πDy
exp

(
− y

2D

)
. (6)

Плотности вероятности (6) соответствует характеристическая функция

Φ (jυ |D ) =
1√

1− jυ2D. (7)

Характеристическая функция ΦΣ (jυ |D ) суммы независимых случайных величин есть
произведение характеристических функций слагаемых, поэтому

ΦΣ (jυ |D ) =
1

(1− jυ2D)n/2
. (8)

Характеристической функции (8) соответствует плотность вероятности гамма-
распределения:

pΣ (z |D ) =
Ω (z) z

n
2
−1

(2D)
n
2 Γ (n/2)

exp
(
− z

2D

)
, (9)

где Γ(x) — гамма-функция [7].
С учётом (9) нетрудно найти выражение для вероятности p0 нахождения случайного век-

тора с независимыми компонентами, имеющими распределение Гаусса и нулевые математи-
ческие ожидания, внутри шара радиуса ℜ:

pI = P

(
n

2
,
ℜ2

2D

)
, (10)

где

P (x, y) =
1

Γ (x)

y∫

0

zx−1 exp (−z) dz — (11)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2013. № 2 215



В. И. Костылев

ро-функция [7, 8], представляющая собой не что иное, как нормированную неполную
гамма-функцию. В программной среде MATLAB ро-функция запрограммирована в файле
gammainc.m.

3. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕЛЕЯ

Если компоненты вектора r имеют распределение Релея (1), то в левой части (5) стоит
сумма квадратов независимых релеевых случайных величин. При этом каждое из слагаемых
имеет экспоненциальное распределение вероятности с плотностью вероятности

p (y |b) = Ω (y)

2b
exp

(
− y

2b

)
. (12)

Плотности вероятности (12) соответствует характеристическая функция

Φ (jυ |b) = 1

1− jυ2b . (13)

Характеристическая функция ΦΣ (jυ |b) суммы независимых случайных величин есть про-
изведение характеристических функций слагаемых, поэтому

ΦΣ (jυ |b) = 1

(1− jυ2b)n . (14)

Характеристической функции (14) соответствует плотность вероятности гамма-
распределения:

pΣ (z |b) = Ω (z) zn−1

(2b)n Γ(n)
exp

(
− z

2b

)
, (15)

где Γ(x) — гамма-функция [7].
С учётом (15) нетрудно найти выражение для вероятности p0 нахождения случайного век-

тора с независимыми компонентами, имеющими распределение Релея, внутри шара радиуса
ℜ:

p0 = P

(
n,
ℜ2

2b

)
, (16)

где P(x, y) — ро-функция (см. (11)).

4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСВЕЛЛА

В случае распределения Максвелла (см. (3)) можно показать, что в левой части (5) стоит
сумма независимых случайных величин, имеющих одинаковые плотности вероятности

f (y |c) = Ω (y)

√
y

2π

1

c3/2
exp

(
− y

2c

)
. (17)

Плотности вероятности (17) соответствует характеристическая функция

Φ (jυ |c) = 1

(1− jυ2c)3/2
. (18)

Характеристическая функция ΦΣ (jυ |c ) суммы независимых случайных величин есть про-
изведение характеристических функций слагаемых, поэтому

ΦΣ (jυ |cς ) =
1

(1− jυ2c)3n/2
. (19)
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Характеристической функции (19) соответствует плотность вероятности гамма-
распределения:

pΣ (z |c) = Ω (z) z
3n
2
−1

(2c)
3n
2 Γ (3n/2)

exp
(
− z

2c

)
, (20)

где Γ(x) — гамма-функция [7]. Однако параметры гамма-распределения в случае распреде-
ления Максвелла несколько иные, чем в формулах (9) или (15).

С учётом (20) нетрудно найти выражение для вероятности p0:

p0 = P

(
3n

2
,
ℜ2

2c

)
, (21)

где P(x, y) – ро-функция (см. (11)).

5. ОБЩАЯ ФОРМУЛА

Нетрудно заметить сходство формул (10), (16) и (21). Можно записать общую формулу
для расчёта вероятности нахождения случайного вектора с одним из рассмотренных трёх
распределений внутри сферы радиуса ℜ:

p0 = P(m,h) . (22)

Здесь m = kn/2 и h = ℜ2/(2a); значения параметров k и a приведены в таблице 1.

Таблица 1. Значения параметров

Распределение k a

Гаусса 1 D

Релея 2 b

Максвелла 3 c

На рис. 4 приведена вероятность нахождения случайного вектора внутри шара в зави-
симости от обобщённого параметра h для различных значений обобщённого параметра m.
Сплошная линия соответствует случаю m = 8, пунктирная — m = 16, точечная — m = 32 и
штрих-пунктирная — m = 64.

Как следует из хода кривых, чтобы повысить вероятность нахождения случайного вектора
внутри шара нужно либо увеличивать параметр h, либо уменьшать параметр m. При задан-
ном радиусе шара для каждого из трёх распределений указанная вероятность увеличивается
с уменьшением параметра распределения.
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