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Аннотация: настоящая работа посвящена изучению многозначных уплотняющих
возмущений линейных непрерывных сюръективных операторов. В ней доказываются тео-
ремы о существовании решений включений вида A(x) ∈ F (x), где A – непрерывный ли-
нейный сюръективный оператор, а F – уплотняющее многозначное возмущение A. По-
лученные теоремы применяются для доказательства существования локальных решений
одного класса вырожденных включений в банаховом пространстве.

Ключевые слова: линейный сюръективный оператор, мера некомпактности, уплот-
няющее отображение, дифференциальное включение.

Abstract: this paper is devoted to investigation of multivalued condensing perturbations
of linear continuous surjective operators. We prove existence of solutions of the inclusions in
the form A(x) ∈ F (x), where A is a surjective continuous linear operator and F is a condensing
multivalued perturbation of A. The theorems obtained are applied to prove the existence of
local solutions for a class of degenerate inclusions in a Banach space.

Keywords: closed linear operator, a measure noncompactness, condensing mapping,
differential inclusion.

Хорошо известна теория уплотняющих отображений (как однозначных [1], так и много-
значных [2]), которая находит многочисленные приложения в различных задачах современ-
ной математики.

В работах [3]–[6] изучались однозначные возмущения непрерывных отображений, уплот-
няющие относительно главной части. В этих работах рассматривалась гомотопическая клас-
сификация таких возмущений и строилась топологическая степень для новых классов век-
торных полей.

В работе [7] теория уплотняющих отображений была распространена на случай одно-
значных уплотняющих возмущений линейных непрерывных сюръективных операторов. В
этом случае построение гомотопической классификации невозможно, однако удалось дока-
зать некоторые теоремы о существовании решений операторных уравнений вида A(x) = f(x),
где A – непрерывный линейный сюръективный оператор, а f – уплотняющее возмущение A.

В настоящей статье результаты статьи [7] распространяются на случай многозначных
уплотняющих возмущений линейных непрерывных сюръективных операторов. В ней дока-
зываются теоремы о существовании решений включений вида A(x) ∈ F (x), где A — непре-
рывный линейный сюръективный оператор, F — уплотняющее многозначное возмущение A.
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Полученные теоремы применяются для доказательства существования локальных решений
одного класса вырожденных включений в банаховом пространстве. Некоторые классы вы-
рожденных включений изучались ранее в работах [8], [9].

Пусть E,E1 - банаховы пространства. Обозначим:
Kv(E1) - множество непустых выпуклых компактных подмножеств пространства E1,
Cv(E1) - множество непустых выпуклых замкнутых подмножеств пространства E1.

Пусть X подмножество в E. Если многозначное отображение F : X → E1 и имеет выпук-
лые компактные (выпуклые замкнутые) образы, то будем это записывать следующим образом
F : X → Kv(E1), (F : X → Cv(E1)). Если Q ⊂ X, то образом этого множества является мно-
жество F (Q) =

⋃
x∈Q

F (x). Основные сведения о многозначных отображениях содержатся в

[10].
Пусть X – метрическое пространство, C(X) – множество непустых замкнутых подмно-

жеств в X, множества A,B – замкнутые подмножества в X.
Величину ρ∗(A,B) = sup

a∈A
ρ(a,B) называют полуотклонением множества A от множе-

ства B.
Рассмотрим функцию (метрику Хаусдорфа)

h(A,B) = max{ρ∗(A,B); ρ∗(B,A)}, где h(A,B) ∈ R ∪∞.

Очевидно, что если h(A,B) <∞, то

h(A,B) = inf{ε | A ⊂ Uε(B), B ⊂ Uε(A)},

где Uε(A), Uε(B) — ε-окрестности множеств A и B соответственно. Другие свойства функции
h(A,B) смотри, например, в [10].

Пусть F : X → C(X) многозначное отображение. Будем говорить, что отображение F
является липшицевым, если существует такое число c > 0, что для любых x1, x2 ∈ X спра-
ведливо неравенство

h(F (x1), F (x2)) 6 cρ(x1, x2).

Если отображение F является липшицевым и число c ∈ (0, 1), то многозначное отображение
F называется сжимающим.

Пусть Y ⊆ X - некоторое подмножество, F : Y → C(X) - многозначное отображение. Точка
x ∈ Y называется неподвижной точкой многозначного отображения F , если x ∈ F (x).

Пусть E1, E2 - банаховы пространства, A : D(A) ⊂ E1 → E2 - замкнутый линейный
сюръективный оператор с областью определения D(A).

Пусть A−1 : E2 → Cv(E1), где A−1(y) = {x ∈ E1 | A(x) = y}, многозначное отображение,
правое обратное к линейному сюрьективному оператору A.

Определение 1. Число

||A−1|| = sup
y∈E2

(
inf{||x|| | x ∈ E1, A(x) = y}

||y|| ) <∞

называется нормой многозначного отображения A−1.
Рассмотрим некоторые примеры вычисления ||A−1||.
Пример 1. Пусть C[a,b] – пространство непрерывных вектор-функций, определенных на

отрезке [a, b] со значениями в банаховом пространстве E. Пусть A : D(A) ⊂ C[a,b] → C[a,b]

– оператор дифференцирования, D(A) – множество непрерывно дифференцируемых вектор-
функций. Очевидно, что A является замкнутым сюръективным оператором. В работе [11]
показано, что ||A−1|| = b−a

2 .
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Если подпространство Ker(A) не является дополняемым в пространстве E1, то не суще-
ствует линейного непрерывного оператора правого обратного к оператору A, однако имеет
место следующее утверждение.

Лемма 1. (i) Пусть y0 – произвольная точка из пространства E2, x0 – произвольная
точка из множества A−1(y0), тогда для любого числа k, ||A−1|| < k, существует непре-
рывное отображение q : E2 → E1, такое, что выполнены следующие условия:
1) A(q(y)) = y для любого y ∈ E2;
2) ||x0 − q(y)|| 6 k||y0 − y|| для любого y ∈ E2.

(ii) Для любого числа k, ||A−1|| < k, существует непрерывное отображение q̃ : E2 → E1,
такое, что выполнены следующие условия:
1) A(q̃(y)) = y для любого y ∈ E2;
2) ||q̃(y)|| 6 k||y|| для любого y ∈ E2.
Доказательство этой леммы содержится, например, в [11]. Очевидно, что эти отображения q
и q̃ являются непрерывными сечениями многозначного отображения A−1.

Пусть E - банахово пространство, P (E) - множество всех непустых подмножеств в E.
Следуя [1] и [2] дадим определение меры некомпактности.

Отображение ψ : P (E)→ Ξ, где Ξ – частично упорядоченное множество, называется мерой
некомпактности в E, если ψ(co(Ω)) = ψ(Ω) для любого Ω ∈ P (E).

Мера некомпактности называется монотонной, если из Ω0,Ω1 ∈ 2E ,Ω0 ⊂ Ω1 следует
ψ(Ω0) 6 ψ(Ω1).
Мера некомпактности называется несингулярной, если ψ(a∪Ω) = ψ(Ω) для любых a ∈ E,Ω ∈
P (E).
Мера некомпактности называется алгебраически полуаддитивной, если ψ(Ω1+Ω2) 6 ψ(Ω1)+
ψ(Ω2) для любых Ω1,Ω2 ∈ P (E).
Мера некомпактности называется вещественной, если Ξ = [0,∞) ∪∞ и принимает конечные
значения на ограниченных множествах.
Вещественная мера некомпактности называется правильной, если ψ(Ω) = 0 равносильно от-
носительной компактности множества Ω.

Распространенными примерами мер некомпактности, обладающими указанными выше
свойствами, являются: мера некомпактности Хаусдорфа,

χ(Ω) = inf{ε | ε > 0,Ω имеет конечную ε− сеть },

и мера некомпактности Куратовского,

α(Ω) = inf{d | d > 0, Ω =

n⋃

i=1

Ωi, diam(Ωi) < d, n ∈ N}.

Пусть X – ограниченное подмножество в E.
Определение 2. Полунепрерывное сверху многозначное отображение F : X → K(E) на-

зывается уплотняющим относительно меры некомпактности ψ (или ψ-уплотняющим),
если ψ(F (Ω)) � ψ(Ω), для любого множества Ω ⊂ X, не являющегося относительно ком-
пактным.

Теорема 1. Пусть U ⊂ E - ограниченное открытое выпуклое множество, F : U →
Kv(E) многозначное ψ-уплотняющее отображение и F (x) ∩ U 6= ∅ для всех x ∈ ∂U . Тогда
многозначное отображение F (x) имеет неподвижную точку.

Доказательство этой теоремы вытекает из теоремы 1.20.70 статьи [12]
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2. МЕРА НЕКОМПАКТНОСТИ ИНДУЦИРОВАННАЯ
НЕПРЕРЫВНЫМ ЛИНЕЙНЫМ ОПЕРАТОРОМ И МНОГОЗНАЧНЫЕ

УПЛОТНЯЮЩИЕ ВОЗМУЩЕНИЯ

Приведем, следуя [7] определение меры некомпактности множества, индуцированной ли-
нейным непрерывным оператором.

Пусть E, E0 - банаховы пространства, A : E → E0 - ограниченный линейный оператор.
Пусть в E0 задана монотонная, несингулярная, алгебраически полуаддитивная, веществен-
ная, правильная мера некомпактности ψ.

Рассмотрим отображение ψA : P (E)→ R ∪∞, определенное следующим образом:

ψA(Ω) = ψ(A(Ω)).

В работе [7] были доказаны следующие свойства отображения ψA(Ω).
1. Это отображение является монотонным, т.е. если Ω1,Ω2 ∈ P (E) и Ω1 ⊂ Ω2, то

ψA(Ω1) 6 ψA(Ω2)
2. Это отображение инвариантно относительно взятия выпуклой оболочки, т.е.

ψA(Ω) = ψA(co(Ω))
3. ψA(Ω) = ψA(Ω) для любого Ω ∈ P (E).
4. ψA(a ∪ Ω) = ψA(Ω) для любых a ∈ E, Ω ∈ P (E).

5. Отображение ψA является алгебраически полуаддитивным, т.е. ψA(Ω1 + Ω2) 6

ψA(Ω1) + ψA(Ω2) для любых Ω1,Ω2 ∈ P (E).
6. Если оператор A является сюръективным, то ψA(Ω) = 0, тогда и только тогда, когда

существует такой компакт K ⊂ E, что Ω ⊂ K +Ker(A).
Таким образом отображение ψA является монотонной, несингулярной, алгебраически по-

луаддитивной мерой некомпактности, однако эта мера некомпактности не является правиль-
ной. Эта мера некомпактности ψA называется мерой некомпатности индуцированной опера-
тором A.

Пусть D(F ) ограниченное подмножество в E, A : E → E0 – линейный непрерывный сюръ-
ективный оператор, F : D(F ) → Kv(E0) – полунепрерывное сверху многозначное отображе-
ние.

Определение 3. Отображение F называется (A,ψ)-уплотняющим, если для любого
множества Q ⊂ D(F ) из неравенства ψ(F (Q)) > ψA(Q) вытекает равенство ψA(Q) = 0.

Пусть отображение F : D(F ) ⊂ E → Kv(E0) является (A,ψ)-уплотняющим, q : E0 →
E - непрерывное отображение, правое обратное к отображению A. Пусть множество Y =
q−1(A(D(F ))) ∩ D(F ) непусто, X = A(Y ). Рассмотрим многозначное отображение G : X →
Kv(E0), G(x) = F (q(x)).

Предложение 1. Если F является (A,ψ) - уплотняющим отображением, то G - уплот-
няющее отображение.

Доказательство. Полунепрерывность сверху отображения G вытекает из полунепрерыв-
ности сверху отображения F и непрерывности q. Проверим уплотняймость отображения G.

Пусть множество Ω ⊂ X и ψ(G(Ω)) > ψ(Ω). Тогда

ψ(G(Ω)) = ψ(F (Ω1)) > ψ(Ω),

где Ω1 = q(Ω). Так как q является правым обратным к отображению A, то

ψ(G(Ω)) = ψ(F (Ω1)) > ψ(Ω) = ψ(A(Ω1)) = ψA(Ω1),
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т.е. ψ(F (Ω1)) > ψA(Ω1).
Так как F является (A,ψ)-уплотняющим отображением, то ψA(Ω1) = 0. Тогда

ψ(Ω) = ψA(Ω1) = 0.

Следовательно, отображение G является уплотняющим.
Рассмотрим некоторые примеры (A,ψ)-уплотняющих отображений.
Пусть E,E0, E1 – банаховы пространства, A : E → E0 – непрерывный сюрьективный

линейный оператор, B : E → E1 – линейный оператор.
Определение 4. Будем говорить, что оператор B подчинен оператору A, если для лю-

бого x ∈ E справедливо равенство ||A(x)|| > ||B(x)||.
Очевидно, что если оператор B подчинен оператору A, то он также является непрерывным.
Пример 2. Пусть A : E → E0 - непрерывный сюрьективный линейный оператор, оператор

B : E → E1 подчинен оператору A. Пусть в пространстве E0 задана мера некомпактности
Куратовского α. Пусть множество X является ограниченным подмножеством в E. Предпо-
ложим, что отображение f1 : X ⊂ E → E0 – непрерывное отображение, удовлетворяющее
следующему условию:
существует такое число k ∈ (0, 1), что для любых точек x1, x2 ∈ X справедливо неравен-
ство

||f1(x1)− f1(x2))|| 6 k||B(x1)−B(x2)||, (1)

т.е. f1 является B-сжимающим отображением.
Пусть F2 : X → Kv(E0) – вполне непрерывное многозначное отображение. Рассмотрим

отображение F = f1+F2. Пусть в пространстве E0 задана мера некомпактности Куратовского
α.

Предложение 2. При сделанных предположениях многозначное отображение F явля-
ется (A,α)-уплотняющим отображением.

Доказательство. Пусть множество Q ⊂ X и

α(F (Q)) > αA(Q). (2)

Пусть ε – произвольное число большее αA(Q). Тогда существует конечное число множеств

{Ni}ni=1, Ni ⊂ A(Q), таких, что
n⋃

i=1
Ni = A(Q) и diam(Ni) < ε для любого i = 1, 2, . . . , n.

Пусть Qi = A−1(Ni)
⋂
Q. Обозначим Mi = f1(Qi). Вычислим диаметр множества Mi.

diam(Mi) = sup
u,v∈Mi

||u− v|| = sup
x,y∈Qi

||f1(x)− f1(y)|| 6

6 sup
x,y∈Qi

k||B(x)−B(y)|| 6 sup
x,y∈Qi

k||A(x)−A(y)|| 6

6 k sup
a,b∈Ni

||a− b|| = kdiam(Ni) < kε.

Таким образом, для любого ε > αA(Q) существует конечное число множеств Mi, i− 1, 2, . . . n,

таких, что
n⋃

i=1
Mi = f1(Q) и diam(Mi) < kε.

Следовательно,
kαA(Q) > α(f1(Q)). (3)

Так как множества X и A(X) ограничены, а отображение F2 является вполне непрерыв-
ным, то α(F2(Q)) = 0. Так как F (Q) ⊂ f1(Q) + F2((Q), то

α(f1(Q)) = α(f1(Q)) + α(F2(Q)) > α(F (Q)) > α(A(Q)). (4)
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Сравнивая неравенства (3) и (4) получаем, что α(A(Q)) = 0 и условие из определения 4
доказано.

Пример 3. Пусть, как и раньше, оператор B : E → E1 подчинен оператору A, множество
X – ограниченное подмножество в E. Пусть G : X ×E1 → Kv(E0) –многозначное полунепре-
рывное сверху отображение, удовлетворяющее следующим условиям:
(1) существует такое число k ∈ (0, 1), что для любой точки x ∈ X и любых y1, y2 ∈ E1

справедливо неравенство

||h(G(x, y1), G(x, y2))|| 6 k||y1 − y2||;

(2) для любого y ∈ E1 многозначное отображение G(·, y) : X → Kv(E0) является вполне
непрерывным.

Рассмотрим отображение F : X → Kv(E0), F (x) = G(x,B(x)). Пусть в пространстве E0

задана мера некомпактности Хаусдорфа χ.
Предложение 3. При сделанных предположениях многозначное отображение F явля-

ется (A,χ)-уплотняющим отображением.
Доказательство. Докажем, что для любого множества Q ⊂ X такого, что χ(A(Q)) 6∞,

справедливо неравенство χ(F (Q)) 6 kχ(A(Q)), откуда и следует условие из определения 4.
Пусть S = {s1, . . . , sn} - конечная (χ(A(Q))+ε)-сеть множества A(Q). Так как S ⊂ A(Q), то

существуют точки {x1, . . . , xn} ⊂ Q такие, что si = A(xi), i = 1, 2, . . . , n. Обозначим B(xi) =
zi, i = 1, 2, . . . , n. Тогда точки {zi} также образуют (χ(A(Q)) + ε)-сеть в множестве B(Q).
Действительно, если z ∈ B(Q), то существует точка x ∈ Q такая, что B(x) = z. Тогда для
некоторого i0 имеем

||z − zi0 || = ||B(x)−B(xi0)|| 6 ||A(x) −A(xi0)|| 6 χ(A(Q)) + ε.

Пусть S1 = {z1, z2, . . . , zn}. Рассмотрим множество G(Q, zi), где i = 1, . . . , n.

Обозначим L = G(Q × S1) =
n⋃

i=1
G(Q, zi). Так как отображение G является вполне непре-

рывным по первому аргументу, то это множество является относительно компактным. Пока-
жем, что L является вполне непрерывной k(χ(A(Q)) + ε)-сетью в множестве F (Q).

Пусть z - произвольная точка из F (Q), тогда существует такая точка x ∈ Q, что z ∈
G(x,B(x)). Пусть точка zi0 ∈ S1 такая, что zi0 = B(xi0) и

||A(x)−A(xi0)|| < χ(A(Q)) + ε.

Тогда точка G(x, zi) ∈ G(Q, zi) ⊂ L. Оценим

ρ(z;G(x, zi)) 6 h(G(x,B(x)), G(x,B(xi0 ))) 6

6 k||B(x)−B(xi)|| 6 k||A(x) −A(xi)|| < k(χ(A(Q)) + ε).

Следовательно, χ(F (Q)) < k(χ(A(Q)) + ε) для любого ε > 0. Тогда χ(F (Q)) 6 k(χ(A(x))) и
условие из определения 4 доказано.

3. О ВКЛЮЧЕНИЯХ С (A,ψ)-УПЛОТНЯЮЩИМИ
ОТОБРАЖЕНИЯМИ

Пусть E, E0 — банаховы пространства. Пусть A : E → E0 — ограниченный линейный
cюръктивный оператор. Пусть в E0 задана монотонная, несингулярная, алгебраически полу-
аддитивная, вещественная, правильная мера некомпактности ψ. Пусть x0 ∈ E - некоторая
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точка, BR[x0]- замкнутый шар радиуса R с центром в x0, F : BR[x0]→ Kv(E0) – многозначное
полунепрерывное сверху (A,ψ)-уплотняющее отображение.

Рассмотрим включение
A(x) ∈ F (x), (5)

N(A,F ) - множество решений этого уравнения.
Теорема 2. Если существует такое число k > ‖A−1‖, что для любой точки x ∈ BR[x0]

справедливо неравенство

min
u∈F (x)

||A(x0)− u|| 6
R

k
,

то N(A,F ) 6= ∅.
Доказательство. Обозначим y0 = A(x0). Пусть q : E0 → E - непрерывное отображение,

удовлетворяющее условиям: A(q(y)) = y для любого y ∈ E0; ‖x0 − q(y)‖ 6 k‖A(x0) − y‖ для
любого y ∈ E0. Такое отображение всегда существует в силу леммы 1. Очевидно, что для
любой точки y ∈ BR

k
[y0] ⊂ E0 точка q(y) ∈ BR[x0], так как

||x0 − q(y)|| 6 k||y0 − y|| 6 k
R

k
= R.

Рассмотрим отображение G = F ◦ q : BR
k
[y0] → Kv(E0). Это уплотняющее отображение в

силу предложения 1.
Проверим, что для любой точки y ∈ BR

k
[y0] пересечение

G(y) ∩BR
k
[y0] 6= ∅.

Это вытекает из того, что

min
z∈G(y)

||y0 − z|| = min
z∈F (q(y))

||y0 − z|| 6
R

k
,

так как q(y) ∈ BR[x0]. Тогда в силу теоремы 1 это отображение имеет неподвижную точку
x∗, которая определяет решение включения (5). Действительно, если x∗ ∈ G(x∗) = F (q(x∗)),
то A(q(x∗)) ∈ F (q(x∗)). Следовательно точка y∗ = q(x∗) является решением включения (5).
Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть многозначное отображение F : E → Kv(E0) и удовлетворяет
следующим условиям:
(i) существуют такие c > 0 и d > 0 что для любой точки x ∈ E справедливо неравенство
min

u∈F (x)
||u|| 6 c||x|| + d;

(ii) c||A−1|| < 1.
Тогда включение (5) имеет решение.

Доказательство. Для доказательства найдем шар BR[0] и число k > ||A−1|| такие, чтобы
для любой точки x ∈ BR[0] было выполнено неравенство

min
u∈F (x)

||u|| 6 R

k
.

Пусть k произвольное число удовлетворяющее неравенству

||A−1|| < k <
1

c
.
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Очевидно, что c k < 1. Рассмотрим число R удовлетворяющее неравенству

d k

1− c k 6 R.

Проверим,что для любой точки x ∈ BR[0] было выполнено неравенство

min
u∈F (x)

||u|| 6 R

k
.

Действительно

min
u∈F (x)

||u|| 6 c||x|| + d 6 cR + d 6 cR+
R(1− ck)

k
=
R

k
.

Таким образом многозначное отображение F на шаре BR[0] удовлетворяет условиям теоремы
2, что и доказывает утверждение.

4. ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ВЫРОЖДЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ВКЛЮЧЕНИЙ

Пусть E1, E2, E3 - банаховы пространства, A : D(A) ⊂ E1 → E2 - непрерывный линейный
оператор, B : D(B) ⊂ E1 → E3 - непрерывный линейный оператор, подчиненный оператору
A. Пусть точка x0 ∈ D(A), BR[x0] ⊂ E1 – замкнутый шар радиуса R с центром в x0.

Пусть многозначное отображение F1 : [0, T ] × BR[x0] → Kv(E2) является вполне непре-
рывным, а многозначное отображение F2 : [0, T ] × E3 → Kv(E2) удовлетворяет следующим
условиям:
1) F2 - непрерывно по совокупности переменных;
2) существует такое α, что для любого t ∈ [0, T ] и для любых y1, y2 ∈ E1 справедливо нера-
венство:

h(F (t, y1), F (t, y2)) 6 α||y1 − y2||.
Рассмотрим следующую задачу:

(Ax(t))′ ∈ F1(t, x(t)) + F2(t, B(x(t))), (6)

A(x(0)) = Ax0. (7)

Решением задачи (6), (7) на промежутке [0, l], 0 < l 6 T, будем называть непрерывную
функцию x∗, определенную на [0, l] такую, что

(Ax∗(t))
′ ∈ F1(t, x∗(t)) + F2(t, Bx∗(t)),

A(x∗(0)) = Ax0.

Обозначим
∑

(x0, [0, l]) - множество решений задачи (6), (7) на промежутке [0, l].

Нам понадобятся следующие леммы.
Пусть E1, E2 – банаховы пространства, A : E1 → E2 – линейный непрерывный сюрьек-

тивный оператор. Обозначим C([0,l],E1) – пространство непрерывных функций, определенных
на отрезке [0, l] со значениями в E1. Аналогичный смысл имеет обозначение C([0,l],E2). Тогда

естественно определяется отображение Â : C([0,l],E1) → C([0,l],E2) по следующему правилу:

Â(x)(t) = A(x(t)).
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Лемма 2. Если отображение A непрерывно и сюръективно, то:
1) отображение Â непрерывно и сюрьективно;
2) ||Â−1|| = ||A−1||.

Для замкнутого сюръективного оператора доказательство этой леммы содержится в [13].
Дадим операторную трактовку задачи (6), (7).
Пусть число l ∈ (0, T ], u ∈ C([0,l],KerA). Нетрудно заметить, что задача (6), (7) эквивалентна

интегральному включению

A(x)(t) ∈
t∫

0

PF1(x)(s)ds +

t∫

0

PF2(B̂(x))(s)ds +

t∫

0

u(s)ds+A(x0), (8)

где
PF1(x) = {v ∈ L1

([0,l],E2)
| v(s) ∈ F1(s, x(s))для п. в. s ∈ [0, l]},

а отображение

PF2(B̂(x)) = {w ∈ L1
([0,l],E2)

| w(s) ∈ F2(s,B(x(s))) для п. в. s ∈ [0, l]}.

Рассмотрим многозначное отображение V : C([0,l],E1) → Kv(C([0,h],E2)),

V (x)(t) =

t∫

0

PF1(x)(s)ds +

t∫

0

PF2(B̂(x))(s)ds +A(x0)

Очевидно, что любое решение операторного включения

Â(x) ∈ V (x). (9)

является решением задачи (6), (7) Изучим свойства отображения V .
Лемма 3. Если отображение F1 вполне непрерывно, то многозначное отображение Φ1 :

C([0,l],E1) → Kv(C([0,l],E2)), где

Φ1(x)(t) =

t∫

0

PF1(x)(s)ds,

является вполне непрерывным многозначным отображением.
Доказательство этого факта содержится в [10].
Лемма 4. Пусть отображение F2 удовлетворяет условиям (1) и (2), тогда многозначное

отображение Φ2 : C([0,l],E3) → Kv(C([0,l],E2)),

Φ2(z)(t) =

t∫

0

PF2(z)(s)ds,

имеет компактные выпуклые образы и является липшицевым.
Доказательство. Компактность и выпуклость множества Φ2(z) вытекает из компактности

и выпуклости множества
t∫
0

PF2(z)(s)ds (см. [10]). Проверим липшицевость отображения Φ2.

Пусть z1 и z2 – произвольные функции из C([0,l],E3), и z1 6= z2. По определению метрики
Хаусдорфа имеем

h(Φ2(z1),Φ2(z2)) = inf{ε : Φ2(z1) ⊂ Uε(Φ2(z2)), Φ2(z2) ⊂ Uε(Φ2(z1))},

156 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2013. № 2



Об уплотняющих многозначных возмущениях линейных cюръективных операторов

где Uε(A) – ε−окрестность множества A.

Пусть α ∈ Φ2(z1), тогда α(t) =
t∫
0

w(s)ds, где w(s) ∈ F2(s, z1(s)) при почти всех s ∈ [0, l].

В силу липшицевости по второму переменному многозначного отображения F2 имеет место
следующее неравенство

ρ(w(s), F2(s, z2(s))) 6 h(F2(s, z1(s)), F2(s, z2(s)))α||z1(s)− z2(s)|| 6 α||z1 − z2||,

для почти всех s ∈ [0, l]. То есть для почти всех s ∈ [0, l] справедливо включение:

w(s) ∈ Uβ(F2(s, z2(s)))

для любого β > α||z1 − z2||. Будем считать, что

(α+ 1)||z1 − z2|| > β > α||z1 − z2||.

Рассмотрим непрерывное многозначное отображение

Q2(s) = F2(s, z2(s)), s ∈ [0, l],

это отображение ограничено. Отображение w(s) является измеримым сечением непрерывного
многозначного отображения

Q1(s) = F2(s, z1(s)), s ∈ [0, l],

следовательно w(s) ограничена при почти всех s ∈ [0, l]. Тогда существует число k > 0 такое,
что max

q∈Q(s)
||q − w(s)|| 6 k для почти всех s ∈ [0, l].

В силу теоремы Скорца-Драгони для любого δ > 0 существует компакт △ ⊂ [0, l] такой,
что сужение w на△ является непрерывной функцией, µ([0, l]\△) < δ, и w(s) ∈ Uβ(F2(s, z2(s)))
для любой точки s ∈ △.

Так как F2(s, z2(s))∩Uβ(w(s)) 6= ∅ для любого s ∈ △, то существует непрерывная функция
P△ : △→ E2 такая, что

P△(s) ∈ F2(s, z2(s)) ∩ Uβ(w(s)),

(см., например, [14] ).
Пусть P : [0, l]→ E2 измеримая функция, определенная условием

P (s) =

{
P△(s), если s ∈ △,
u(s), если s ∈ [0, l]\△,

где u(s) – произвольное измеримое сечение многозначного отображения F2(s, z2(s)) на мно-
жестве [0, l]\△. Тогда

l∫

0

|P (s)− w(s)|ds =
∫

△

|P△(s)− w(s)|ds +
∫

[0,l]\△

|u(s)− w(s)|ds < βl + kδ.

Если 0 < δ < l||z1−z2||
k , то

l∫

0

|P (s)− w(s)|ds < l (α+ 1)||z1 − z2||+ l||z1 − z2|| = l(α+ 2)||z1 − z2||.
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Тогда, если vβ(t) =
t∫
0

P (s)ds, то

||z − vβ|| = max
06t6l

||
t∫

0

P (s)ds −
t∫

0

w(s)ds|| 6 max
06t6l

t∫

0

||P (s)− w(s)||ds 6 l(α+ 2)||z1 − z2||.

Если выполнено неравенство l (α + 2)||z1 − z2|| < ε, то ||z − vβ|| < ε. Тогда Φ2(z1) ⊂
Uε(Φ2(z2)).

В силу равноправности функций z1 и z2 аналогично можно доказать, что Φ2(z2) ⊂
Uε(Φ2(z1)).

Тогда h(Φ2(z1),Φ2(z2)) < ε для любого ε > l(α+ 2)||z1 − z2||. Следовательно,

h(Φ2(z1),Φ2(z2)) 6 l(α+ 2)||z1 − z2||.

Это и доказывает липшицевость отображения Φ2. Лемма доказана.

Рассмотрим функцию x̂0 ∈ C([0,l],E1), где x̂0(t) = x0 при всех t ∈ [0, l]. Пусть DR[x̂0] –
замкнутый шар радиуса R с центром в x̂0 в пространстве C([0,l],E1).

Лемма 5. Если число l > 0 достаточно мало, то многозначное отображение V :
DR[x̂0]→ Kv(C([0,l],E2)),

V (x)(t) =

t∫

0

PF1(x)(s)ds +

t∫

0

PF2(B̂(x))(s)ds +A(x0), 0 6 t 6 l,

является (Â, χ) – уплотняющим, где χ – мера некомпактности Хаусдорфа.

Доказательство. Для доказательства этой леммы воспользуемся предложением 3. Рас-
смотрим многозначное отображение

G : DR[x̂0]× C([0,l],E3) → Kv(C([0,l],E2)),

где

G(x, y)(t) =

t∫

0

PF1(x)(s)ds +A(x0) +

t∫

0

PF2(y)(s)ds.

Очевидно, что V (x) = G(x, B̂(x)), где оператор B̂ подчинен оператору Â.
Если зафиксировать y ∈ C([0,l],E3), то G(·, y) : DR[x̂0] ⊂ Kv(C([0,l],E2)) является вполне

непрерывным отображением ( см. лемму 3).
Зафиксируем x ∈ DR[x̂0], тогда G(x, ·) : C([0,l],E3) ⊂ Kv(C([0,l],E2)) является липшицевым

отображением и константа Липшица равна l(α + 2) (см. лемму 4). Если 0 < l < 1
α+2 , то

отображение G(x, ·) является сжимающим.
Таким образом выполнены все условия предложения 3, то есть при l < 1

α+2 отображение

V является (Â, χ) – уплотняющим. Лемма доказана.

Теорема 3. При сделанных предположениях найдется такое число l0 > 0, что∑
(x0, [0, l0]) 6= ∅.
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Доказательство. Пусть x̂0 ∈ C([0,l],E1), где x̂0(t) = x0 при всех t ∈ [0, l], DR[x̂0] ⊂ C([0,l],E1)

– замкнутый шар радиуса R с центром в x̂0, k > ||A−1|| произвольное число. Пусть точка
x ∈ DR[x̂0]. Оценим

ρ(Â(x̂0)(t),

t∫

0

PF1(x)(s)ds +

t∫

0

PF2(B̂(x))(s)ds +A(x0)) =

ρ(A(x0),

t∫

0

PF1(x)(s)ds +

t∫

0

PF2(B̂(x))(s)ds +A(x0)) =

= ρ(0,

t∫

0

PF1(x)(s)ds+

t∫

0

PF2(B̂(x))(s)ds) 6 ρ(0,

t∫

0

PF1(x)(s)ds)+ρ(0,

t∫

0

PF2(B̂(x))(s)ds). (12)

Оценим первое слагаемое ρ(0,
t∫
0

PF1(x)(s)ds) выражения (12).

Так как F1 является вполне непрерывным многозначным отображением, то существует та-
кое число N1, что ||u|| 6 N1 для любого u ∈ F1(t, s), где t ∈ [0, l], s ∈ BR[x0]. Тогда

ρ(0,
t∫
0

PF1(x)(s)ds) 6
l∫
0

N1ds = N1l. Пусть 0 < l 6 R
2kN1

, тогда ρ(0,
t∫
0

PF1(x)(s)ds) 6
R
2k .

Оценим второе слагаемое ρ(0,
t∫
0

PF2(B̂(x))(s)ds) выражения (12).

Рассмотрим функцию ϕ(t) = ρ(0, F2(t, B(x0))). В силу свойств многозначного отображения F2

функция ϕ является ограниченной на отрезке [0, l]. Следовательно существует число N2 > 0
такое, что N2 > ϕ(t) для любого t ∈ [0, l]. Пусть B̂(x)(t) = B(x(t)).

Оценим

ρ(0, F2(t, B̂(x)(t)) 6 ρ(0, F2(t, B(x0))) + h(F2(t, B(x(t)));F2(t, B(x0))) 6

6 ϕ(t) + α||B|| ||x(t) − x0|| 6 N2 + α||B|| max
06t6l

||x(t)− x0|| 6 N2 + α||B||(R + ||x0||) = N3.

Тогда

ρ(0,

t∫

0

PF2(s,B(x)(s))ds) 6

t∫

0

ρ(0,PF2(B(x))(s))ds 6 N3 l.

Пусть 0 < l 6 R
2kN3

, тогда ρ(0,
t∫
0

PF2(B̂(x))(s)ds) 6 R
2k .

Таким образом, если l0 6 min{ R
2kN1

, R
2kN3
}, то для любой точки x ∈ DR[x̂0] справедливо

неравенство:

ρ(Â(x̂0), V (x)) = ρ(Â(x̂0),

t∫

0

PF1(x)(s)ds +

t∫

0

PF2(B̂(x))(s)ds +A(x0)) 6
R

k
. (13)

Так как V является (Â, χ)-уплотняющим отображением и справедливо неравенство (13), то
выполнены все условия теоремы 2, т.е. включение (11) имеет решение. Теорема доказана.
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