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Аннотация: в работе рассмотрена математическая модель поведения сплошной сре-
ды с учетом микроструктуры и времени релаксации в переходном слое.
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ВВЕДЕНИЕ

Изучение поведения материалов в переходных слоях, характеризующихся скачком физи-
ческих величин и их производных, является достаточно трудной задачей как при аналитиче-
ском, так и при численном решении. Практические задачи, связанные с данными процессами,
имеют широкое распространение в различных производственных процессах. В связи с этим
необходимо совершенствовать методы анализа переходных процессов для существующих мо-
делей сред, а также расширять представление о физической природе данных явлений путем
введения дополнительных характеристик изучаемых объектов [1,2].

Описание реальных материалов всегда строится на определенных предположениях и до-
пущениях об их физических свойствах. При этом большинство величин с большим порядком
малости не учитываются в итоговых соотношениях в виду их незначительности. Однако не
во всех задачах ими можно пренебречь. Переходные процессы в тонких слоях отличаются
малой по сравнению с размерам всей задачи толщиной переходного слоя, большими градиен-
тами скоростей, плотности и напряжений материала. Таким образом, характерный линейный
размер h и характерное время релаксации τ микроструктуры являются значимыми для по-
добных задач, и, следовательно, должны учитываться в итоговых соотношениях механики
сплошных сред.

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ МСС ДЛЯ МАТЕРИАЛОВ С
МИКРОСТРУКТУРОЙ

В качестве представительного объема микроструктуры выберем куб с гранью 2h (Рис. 1).
Используя разложение в ряд Тейлора, приведем основные силовые и кинематические ха-

рактеристики для центра масс представительного объема [3]:
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Рис. 1. Характерный представительный объ-
ем

— объемная деформация:

e|M ≈ e|M +
1

6
∆ e|M · h2 (1)

— главный вектор:

V eci ≈
∂

∂xj

(
σij +

1

6
∆σij · h2

)
· 8h3 (2)

— главный момент:

Momi ≈
∂

∂xj

(
mij +

1

6
∆mij · h2

)
· 8h3+

+εijk

(
σjk|M +

1

2
∆σjk|M · h2

)
· 4h3 (3)

Полученные уточненные характеристики
(1)–(3) используются для подстановки в ос-
новные соотношения механики сплошных
сред.

Учет характерного времени релаксации микроструктуры приводит к уточненным соотно-
шениям для полных производных для скоростей:

v̇i =
dvi
dt

+ τ · d
2vi
dt2

(4)

ω̇i =
dωi

dt
+ τ · d

2ωi

dt2
(5)

ρ̇ =
dρ

dt
+ τ · d

2ρ

dt2
(6)

Уточненный тензор скоростей деформации равен:

e∗ij = eij +
τ

2
∇iv

p∇jvp (7)

В результате подстановки уточненных характеристик получим основные соотношения ме-
ханики сплошных сред:

— модифицированное уравнение сохранения массы:

dρ

dt
+ τ

d2ρ

dt2
= −ρ

(
e∗ +

1

6
ρ · h2 ·∆e∗

)
(8)

— модифицированные уравнения сохранения импульса:

ρ ·
(
dvi
dt

+ τ
d2vi
dt2

)
=
∂σij
∂xj

+
1

6
· h2 · ∂

∂xj
∆σij + Fi (9)

— модифицированные уравнения момента сохранения импульса:

Jij ·
(
dωj

dt
+ τ

d2ωj

dt2

)
=

1

2
εiksσks +

∂mij

∂xj
+
h2

4
∆ (εiksσks) +

h2

6

∂

∂xj
∆mij +Mi (10)
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Таким образом, получена система 7 уравнений в частных производных, содержащая 25
неизвестных (ρ — плотность, v — вектор скорости, σij — тензор напряжений, mij — тензор
моментных напряжений, ωj = ϕ̇j — абсолютная угловая скорость представительного объема),
является незамкнутой, однако она позволяет выявлять малых h и τ на уточнение законов
сохранения (8)–(10) в тонких переходных слоях. Проведем исследование полученной системы
в тонком переходном слое.

УРАВНЕНИЯ В ПЕРЕХОДНОМ СЛОЕ С УЧЕТОМ ЛИНЕЙНОГО
РАЗМЕРА МИКРОСТРУКТУРЫ И ВРЕМЕНИ РЕЛАКСАЦИИ

Рассмотрим движение сплошной среды вблизи гладкой поверхности S, характеризуемой
нормалью n и поверхностными криволинейными координатами (y1, y2).

Рис. 2. Элемент выпуклой поверхности с кри-
волинейными координатами

Первоначальная система уравнений (8)–
(10) была приведена к безразмерному виду,
что привело к появлению безразмерных ком-
плексов: Eu = P0

Ṽ 2
0 ·ρ0

, St = τ
T0

, Kn = h
L , где

P0, Ṽ 2
0 , ρ0, T0, L — характерные значения ис-

следуемых физических величин. Для учета
влияния малого параметра микроструктуры
h задачи произведем растяжение нормаль-
ной координаты n, приняв η = n/Kn. Учиты-
вая эту замену представим систему (8)–(10) в
локальной системе координат (n, y1, y2), со-
вершив предельный переход h→ 0.

В результате получена система уравне-
ний, содержащая малые параметры Kn и St
в нулевой и первой степенях:

Kn ·
(
Vn

∂ρ̄
∂η + ρ̄ · ∂Vn

∂η + 1
6 ρ̄ · ∂

3Vn
∂η3

)
+ St ·

(
Vn

∂Vn
∂η

∂ρ̄
∂η + VnVn

∂2ρ̄
∂η2

)
= 0,

Kn · Vn ∂Vi
∂η −Eu ·Kn ·

(
1
ρ̄ · ∂Θin

∂η + 1
6ρ̄ · ∂

3Θin
∂η3

)
+ St ·

(
Vn

∂Vn
∂η

∂Vi
∂η + VnVn

∂2Vi
∂η2

)
= 0,

Eu ·
(
∂Min
∂η + 1

6
∂3Min
∂η3

)
+Kn · Eu ·

(
1
2εiksΘks +

∂Mi1
partialy1

+ ∂Mi2
∂y2

+ 1
4

∂
∂η2

(εiksΘks)
)
+

+Kn · Eu ·
(
1
6

∂
∂η2

(
∂Mi1
∂y1

+ ∂Mi2
∂y2

))
= 0

(11)

Полученное в результате внутреннего разложения уравнение сохранения момента импуль-
са позволяет построить нулевое и первое приближения.

Нулевое приближение полученной системы содержит только моментные напряжения на
нормальных площадках:

Eu ·
(
∂Min

∂η
+

1

6

∂3Min

∂η3

)
= 0 (12)

Полученное уравнение для градиентов нормальных моментных напряжений относится к
так называемым волновым уравнениям и получило название уравнение Гельмгольца. К дан-
ному уравнению приводит весьма широкий класс процессов, связанных с установившимися
колебаниям и: акустика, теория электромагнитного поля, теория дифракции и т. д.

Решение полученного уравнения имеет следующий вид:

Min =
√
6BiM cos

(√
6η +CMi

)
+DiM (13)

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2013. № 2 143



Н. Д. Вервейко, В. И. Просветов

Представим полученную величину графически (рис. 3).

Рис. 3. Поведение моментных на-
пряжений на нормальных площадках
при граничных значениях Mi0 = 0.1 и
Mi1 = 1

В результате получены константы интегрирования
для задачи Коши и краевой задачи с граничными
условиями на границах переходного слоя первого ро-
да. Моментные напряжения на нормальных площад-
ках имеют гармоническую природу и их характери-
стики зависят от граничных условий.

ИССЛЕДОВАНИЕ
ПОВЕДЕНИЯ СКОРОСТИ

И ПЛОТНОСТИ МАТЕРИАЛА
С МИКРОСТРУКТУРОЙ ВНУТРИ

ТОНКОГО СЛОЯ В ЗАВИСИМОСТИ
ОТ ЗНАЧЕНИЯ БЕЗРАЗМЕРНЫХ

КОМПЛЕКСОВ Eu, Kn И St

При рассмотрении системы уравнений (11) воз-
можно 8 случаев в зависимости от физических пред-
положений, ведущих к учету слагаемых, содержащих

безразмерные комплексы. Представим данные случаи в таблице 1:

Таблица 1.

№ Физические предположения
Учет безразмерных комплексов
Eu ·Kn Kn St

1 Kn→ 0, St→ 0 (0-приближение) − − −
2 Eu ·Kn >> max (Kn,St) (Eu >> 1) + − −
3 Kn >> max (Eu ·Kn,St) (Eu << 1) − + −
4 St >> max (Eu ·Kn,Kn) − − +

5 Eu << 1и St ∼ Kn − + +

6 Eu ∼ 1и St < Kn + + −
7 Eu ·Kn ∼ Stи St > Kn(Eu >> 1) + − +

8 Eu ∼ 1и St ∼ Kn + + +

1) Первый случай из таблицы 1 был рассмотрен в предыдущем параграфе как нулевое
приближение.

2) Во втором случае таблицы 1, когда Eu ·Kn >> max (Kn,St) (Eu >> 1), т. е. когда в
системе силы давления намного больше инерциальных сил можно найти и проанализировать
поведений напряжений.

1
ρ̄ · ∂Θin

∂η + 1
6ρ̄ · ∂

3Θin
∂η3

= 0

1
2εiksΘks +

∂Mi1
∂y1

+ ∂Mi2
∂y2

+ 1
4

∂
∂η2

(εiksΘks) +
1
6

∂
∂η2

(
∂Mi1
∂y1

+ ∂Mi2
∂y2

)
= 0

(14)

Для нормальных напряжений существует решение:

Θin = BΘi sin
(√

6η + CΘi

)
+
AΘi

6
(15)

Таким образом, поведение компонент напряжений имеет гармоническую природу и их
характеристики зависят от граничных условий. Из второго уравнения системы (15) можно
получить значения моментных напряжений на площадках отличных от нормальной.
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3) В третьем случае из таблицы 1, когда Kn >> max (Eu ·Kn,St), что возможно лишь
при малых числах Эйлера, система (11) примет вид:

Vn
∂ρ̄
∂η + ρ̄ · ∂Vn

∂η + 1
6 ρ̄ · ∂

3Vn
∂η3

= 0,

Vn
∂Vi
∂η = 0.

(16)

При таких предположениях в переходном слое все физические величины остаются по-
стоянными в случае, когда инерциальные силы намного больше сил давления, а скорость
установления микроструктуры намного больше скорости системы. То есть в таких средах
большие градиенты скоростей и плотностей невозможны.

4) В четвертом случае из таблицы 1, когда St >> max (Eu ·Kn,Kn), система уравнений
(11) в частных производных примет вид:

Vn
∂Vn
∂η

∂ρ̄
∂η + VnVn

∂2ρ̄
∂η2

= 0,

Vn
∂Vn
∂η

∂Vi
∂η + VnVn

∂2Vi
∂η2

= 0.
(17)

Решение для нормальной компоненты скорости выглядит следующим образом:

Vn =
√
CVn0η + CVn1. (18)

Решение для плотности выглядит следующим образом:

ρ̄ = Cρ1 · (CVn0η + CVn1)
1
2 + Cρ0 · ln (CVn0η + CVn1) . (19)

Проведем исследование зависимости плотности от начального распределения нормальной
компоненты скорости и ее производной. Для этого построим таблицу 2.

Таблица 2. Вид скачка плотности при граничных условиях
для плотности ρ̄0 = 1, ρ̄1 = 0.1 и различных значений
начальной скорости и ускорения

V̇0 = 0.1 V̇0 = 1 V̇0 = 10

V0 = 0.01

V0 = 0.1
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V0 = 1

Следовательно, в случае когда, когда инерциальные силы намного меньше сил давления
при скорости установления микроструктуры намного меньшей скорости системы, компонен-
ты скорости изменяются по степенному закону, а плотность сплошной среды зависит от на-
чального распределения отношения градиента скорости к значению самой скорости. Чем
больше отношение первоначального безразмерного ускорения к скорости, тем быстрее про-
исходит изменение плотности.

5) В пятом случае из таблицы 1, когда Eu << 1 и St ∼ Kn, система уравнений в частных
производных примет вид:

Kn ·
(
Vn

∂ρ̄
∂η + ρ̄ · ∂Vn

∂η + 1
6 ρ̄ · ∂

3Vn
∂η3

)
+ St ·

(
Vn

∂Vn
∂η

∂ρ̄
∂η + VnVn

∂2ρ̄
∂η2

)
= 0,

Kn · Vn ∂Vi
∂η + St ·

(
Vn

∂Vn
∂η

∂Vi
∂η + VnVn

∂2Vi
∂η2

)
= 0.

(20)

Решение для нормальной компоненты скорости выглядит следующим образом:

Vn = e
CVn0
St

η − Kn

St
η + CVn1 (21)

Плотность определяется решением следующего дифференциального уравнения:

∂2ρ̄
∂η2

(
e

CVn0
St

η − Kn
St η + CVn1

)2

+

∂ρ̄
∂η

(
Kn ·

(
e

CVn0
St

η − Kn
St η + CVn1

)
+ St ·

(
e

CVn0
St

η − Kn
St η + CVn1

)(
CVn0

St e
CVn0
St

η − Kn
St

))
+

+ρ̄ ·Kn ·
(
Kn ·

(
CVn0

St e
CVn0
St

η − Kn
St

)
+ 1

6Kn ·
(
CVn0

St

)3
e

CVn0
St

η

)
= 0

(22)
Уравнение (22) для изменения плотности вдоль нормали позволяет провести предельный

анализ для больших CVn0 = Kn+St·V̇n(0), что возможно в случае положительных начальных
ускорений на границе. В таких предположениях уравнение (22) принимает вид:

∂2ρ̄

∂η2
+ CVn0

∂ρ̄

∂η
= 0 (23)

и плотность в слое будет меняться по закону:

ρ̄ = ρ̄0e
−CVn0η + Cρ0. (24)

Из (24) следует, что повышение градиента скорости ведет к уменьшению плотности, а
уменьшению градиента скорости приводит к увеличению плотности, что согласуется с основ-
ными законами механики.
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В оставшихся трех случаях (6,7,8) из таблицы (1), которые характеризуются одним по-
рядком величин кинетической и потенциальной энергий уравнения (11) для скоростей, на-
пряжений, моментных напряжений и плотности не разделяются. Для их анализа необходимо
задание реологических соотношений. Это позволяет сделать вывод о том, что в случае од-
ного порядка сил давления и инерциальных сил в элементарном объеме возникающие за
счет деформации и скоростей деформации напряжения и моментные напряжения являются
значимыми.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Четверушкин Б. Н. Пределы детализации и формулировка моделей уравнений сплош-
ных сред / Б. Н. Четверушкин // Математическое моделирование. — 2012. — Т. 24. — № 11.
— С. 33–52.

[2] Елизарова Т. Г. Квазигазодинамические уравнения и методы расчета вязких течений.
Лекции по математическим моделям и численным методам в динамике газа и жидкости /
Т. Г. Елизарова — М.: Научный мир, 2007. — 350 с.

[3] Вервейко Н. Д. Математическое моделирование поведения сплошной среды с учетом
микроструктуры и времени релаксации / Н. Д. Вервейко, В. И. Просветов // Механика и
процессы управления. Том 1. — Материалы XXXXII Всероссийского симпозиума. — М.: РАН,
2012. — С. 111–122.

Вервейко Н. Д., доктор технических наук,
профессор кафедры теоретической и при-
кладной механики Воронежского государ-
ственного университета
Тел.: (4732)20-87-63

Verveiko N. D., professor, chair of engineering
and applied mechanics of Voronezh State
University
Tel.: (4732)20-87-63

Просветов В. И., преподаватель кафедры
математического и прикладного анализа
Воронежского государственного универси-
тета
E-mail: viprosvetov@rambler.ru

Prosvetov V. I., teacher of mathematical and
applied analysis department of Voronezh State
University
E-mail: viprosvetov@rambler.ru

ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2013. № 2 147


