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Аннотация. Статья посвящена разработке методов численного решения и тестирования 
жесткой интегро-дифференциальной задачи моделирования изоэлектрического фокусирова-
ния (ИЭФ) в так называемых «аномальных» режимах. Были решены следующие задачи: 
аналитическое преобразование интегро-дифференциальной задачи математической модели к 
виду стандартной краевой задачи, пригодной для численного решения методом Рунге—Кут-
та; преодоление неконтролируемого накопления вычислительной погрешности, вызванной 
«жесткостью задачи», путем представления решения в экспоненциальной форме и составле-
ния оптимизационных алгоритмов. Для тестирования модели разработаны два численных 
метода: асимптотический и метод касательных. Оба метода показали высокую степень соот-
ветствия расчетных и асимптотических решений задачи.
Ключевые слова: жесткая интегро-дифференциальная задача; численное решение; методы 
тестирования. 

The article is devoted to solution development of rigid integral-diff erential problem connected with 
the model of Isoelectric Focusing (IEF) in so-called “anomalous” regimes. Besides, testing methods 
of the problem are built. It is found the analytic transformation of the initial integral-diff erential 
problem to the ordinary boundary-value problem which is suitable to evaluation by Runge—Kutta’s 
method. Further, it is overcame the uncontrollable accumulation of calculation errors which are 
connected with the problem rigidity. It is done by means of solution representation in the special 
exponential form. For model testing two methods have been developed. They are the asymptotic 
method and the tangent one. Both of them show the high degree correspondence of numeric and 
asymptotic solutions.
Keywords: rigid integral-diff erential problem; numeric solution; testing methods. 

ВВЕДЕНИЕ 
Изоэлектрическое фокусирование (ИЭФ) 

относится к одним из наиболее эффективных 
и универсальных современных методов фрак-
ционирования и анализа белков. ИЭФ являет-
ся неотъемлемой частью экспериментальных 
исследований во многих отраслях современной 
биологии: в биохимии и биотехнологии, в по-
пуляционной и молекулярной генетике, при 
расшифровке первичной структуры генов, при 
тонком фракционировании белков, близких по 
своим физико-химическим свойствам.*

Метод основан на способности биополимеров 
или их фрагментов образовывать заряженные 
комплексы молекул [1]. При одномерном ИЭФ 
в электролитическую камеру (ЭК), представля-
ющую собой цилиндр длиной l  и радиусом r , 
помещается раствор амфолитов (амфотерных 
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аминокислот, обладающих высокой буферной 
емкостью). Под действием электрического тока 
в ЭК формируется градиент pH ( pH H= - lg , 
где H — концентрация ионов водорода); при 
этом разделяемые компоненты при некоторых 
фиксированных значениях pH , определя-
емых их электрохимическими свойствами, 
приобретают нулевую скорость миграции и 
фокусируются в соответствующих областях 
ЭК. В соответствии с принятой терминологией 
говорят, что в ЭК сформировалось стационар-
ное распределение амфолитов. Распределение 
амфолитов при одномерном ИЭФ неизменно в 
любом осевом сечении ЭК. Таким образом, все 
рассматриваемые величины являются функци-
ями одной переменной x, ось которой направле-
на вдоль оси цилиндра (Рис. 1). В классической 
математической теории электрофоретических 
явлений, трактующих электролит как одно-
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скоростной многокомпонентный континуум 
[1]—[5], для описания системы ИЭФ использу-
ются функции аналитических концентраций 
амфолитов; их графики называют профилями 
концентраций амфолитов (Рис. 1).

 Основоположниками метода ИЭФ [1] — [2] 
была создана базовая математическая модель, 
согласно которой распределение концентрации 
амфолитов определяется плотностью гауссов-
ского распределения: C C pEx D= -( )0

2 2exp / , 
где C  — концентрация, E  — напряженность 
поля, D  — коэффициент диффузии, p  — гра-
диент электрофоретической подвижности ам-
фолита. Формула была получена интегрирова-
нием в упрощающих предположениях одного 
из основных уравнений математической физи-
ки — уравнения массопереноса. Полученная на 
основе макроскопической теории электрофоре-
за, формула отражает тот факт микроскопи-
ческой (статистической) теории, что система 
молекул биополимера, сконцентрировавшихся 
около его изоточки, есть вероятностная систе-
ма, подчиненная нормальному закону распре-
деления.

 Гауссовское распределение концентраций 
амфолитов было получено при компьютерном 

моделировании ИЭФ многими зарубежными 
авторами [6]—[12]. С другой стороны, ими же 
было получено искажение гауссовского распре-
деления [9]—[12], получившее название «ано-
мальных» режимов ИЭФ. Суть явления состо-
ит в том, что при высоких плотностях тока 
расчетные профили концентраций амфолитов 
утрачивают сходство с плотностью гауссовско-
го распределения, на вершинах профилей по-
являются так называемые «плато».

 При комплексном математическом моде-
лировании систем ИЭФ методами математи-
ческой физики было установлено [5], [13], что 
в «аномальных» режимах соответствующая 
начально-краевая задача становится жесткой 
в силу появления малого параметра перед про-
изводными и приобретает ряд особенностей, 
могущих привести к существенному накопле-
нию вычислительной погрешности. Поэтому 
возникает закономерный математический воп-
рос (оставшийся за рамками работ [9]—[12], 
являющихся прикладными электрохимически-
ми исследованиями): не являются ли наблюда-
емые «аномальные» режимы результатом 
систематического накопления погрешности? 
Корректен ли вообще математически вывод о 

Рис. 1. (А): продольное (осевое) сечение ЭК со стационарным распределением трех амфолитов;  (Б): 
профили их концентраций и график pH  в ЭК 
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существовании «аномальных» режимов 
ИЭФ? 

Ответить на эти вопросы, остававшиеся 
открытыми до настоящего времени, помогло 
представленное в настоящей статье математи-
ческое моделирование ИЭФ аналитическими и 
численными методами. Целью работы являлось 
построение комплексной, математически обос-
нованной и адекватной численной модели ИЭФ 
в «аномальных» режимах. В процессе работы 
над моделью были решены следующие задачи: 
преобразование жесткой интегро-дифференци-
альной задачи к виду, оптимальному для чис-
ленного интегрирования; составление оптими-
зационных алгоритмов, позволяющих миними-
зировать вычислительную погрешность и 
контролировать ее накопление; разработка 
методов тестирование модели асимптотически-
ми методами.

1.ФИЗИЧЕСКАЯ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

 В электрофоретическую камеру помещен 
водный раствор N  амфолитов, для каждого 
амфолита известны его коэффициенты мигра-
ции mk , константы диссоциации реакций K k

1
( )  

и K k
2
( ) , а также общие количества mk , 

k =1,..., N. Температура T  внутри ЭК счита-
ется постоянной. Под действием постоянного 
тока плотности J  в ЭК сформировано распре-
деление концентраций амфолитов, приведшее 
к стационарному распределению концентрации 
ионов водорода.

Фундаментальная математическая теория 
электрофоретических явлений (как частный 
случай ИЭФ) была создана на основе представ-
ления электрохимически активной среды как 
гомогенной (однофазной) смеси; поведение 
системы в ней описывается с помощью системы 
основных уравнений баланса [3]— [5]. Для ма-
тематического описания системы используются 
следующие функции: H x( )  —  концентрация 
ионов водорода; OH - — концентрация гидрок-
сил-ионов, связанная с H  стандартным урав-
нением OH k Hw= 2 / , где kw

2 14= 10-

 — кон-
станта автодиссоциации воды; E x( )  — напря-
женность электрического поля; xk x( )  — ана-
литические концентрации амфолитов (то есть 
суммарные концентрации их отрицательных, 
положительных и нейтральных ионов). Ука-
занные функции являются решениями одно-

мерной задачи, состоящей из N + 1  дифферен-
циальных уравнений, одного алгебраического 
уравнения и N  интегральных уравнений, за-
меняющих краевые условия:

- ◊ + - =-e
x

x a a
d
dx

Ek
k

k k( )1 1 0 , k N= 1 2, ,..., ; (1)

J D
d
dx

E

D
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k
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k k
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k
k

N

H

= - ◊ -( )( ) + +( )È
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˘

˚
˙ -

- ◊
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=

Â a a x m a a x1 1 1 2
1
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 + ◊
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d OH

dx
OH EOH OHm ; (2)

 ( )a a x1 1
1

0k k
k

k

N

H OH- + - =-
=

Â ; (3)

  p xr x dx mk

l

k
2

0

◊ =Ú ( ) , k N= 1 2, ,..., , (4)

где e = RT F/ — стандартный электрохими-
ческий параметр (величины R , T  и F — со-
ответственно универсальная газовая постоян-
ная, температура и число Фарадея); mH , mOH  
— известные константы, подвижности ионов 
водорода и гидроксил ионов; Dk , DH , DOH  - 
константы, коэффициенты диффузии ионов, 
Dk k= em ; a1

k  и a2
k  — функции H, так называ-

емые степени диссоциации амфолита, опреде-
ляемые из формул: 

 a1
2

1 2 1
2

1k k k kH K K K H H= ◊ + ◊ +( )-
( ) ( ) ( ) ,

 a2 1 2 1 2 1
2

1k k k k k kK K K K K H H= ◊ ◊ + ◊ +( )-
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . 

Дифференциальные уравнения (1) есть 
уравнения массопереноса, полученные на осно-
вании уравнения потока амфолита. Дифферен-
циальное уравнение (2) представляет собой 
обобщенный, то есть с учетом диффузии, закон 
Ома (плотность тока является суммой плот-
ностей токов всех ионов, включая ион водоро-
да и ион гидроксила). Алгебраическое уравне-
ние (3) есть уравнение электронейтральности. 
Наконец, интегральные уравнения (4) соответс-
твуют закону сохранения массы вещества.

Основные математические проблемы чис-
ленного решения системы (1)—(4), получившей 
название интегро-дифференциальной задачи 
ИЭФ [3]— [5], заключаются в том, что: а) при 
решении системы дифференциальных уравне-
ний (1) относительно концентраций необходимо 
определять величину H  из алгебраического 

Методы численного решения и тестирования жесткой интегро-дифференциальной задачи...
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уравнения (3); б) вместо обычных краевых 
условий приходится использовать интеграль-
ные условия (4). Указанные проблемы сущес-
твенно затрудняют решение задачи, делая ее 
непригодной для непосредственного численно-
го решения методом Рунге-Кутта.

Для больших значений J , как следует из 
уравнений (1), перед функциями xk  появляет-
ся большой параметр J / e  ( e ª 0 0257, ). Это 
приводит к дополнительным проблемам, ха-
рактерным для жесткой задачи: в) слабые 
изменения xk  вызывают существенные измене-
ния производных, что может привести к некон-
тролируемому накоплению вычислительной 
погрешности; г) как следствие, в области «пла-
то», где производные расчетных функций 
близки к нулю, вероятно «зацикливание» ме-
тода Рунге-Кутта, сопровождаемое выходом 
на неверное решение-константу; д) в остальных 
точках производные расчетных функций, на-
оборот, стремятся к бесконечности, что может 
вызвать резкий скачок решения вплоть до вы-
хода его на отрицательные (лишенные физи-
ческого смысла) решения.

Таким образом, предварительный анализ 
постановки задачи и имеющихся результатов 
численного решения задачи математического 
моделирования ИЭФ в «аномальных» режимах 
позволяет сделать вывод: для задачи в стан-
дартной формулировке достаточно велик риск 
неконтролируемого накопления погрешности. 
Поэтому автором было выполнено преобразо-
вание системы, позволившее преодолеть пере-
численные проблемы.

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИСТЕМЫ
Утверждение 1. Интегро-дифференциаль-

ная задача (1)—(4) относительно N + 2  не-
известных функций H x( ) , E x( ) , xk x( ) , 
k N= 1,2, ,…  может быть сведена к краевой 
задаче относительно 2N  неизвестных функ-
ций a xk ( ) , n xk ( ) , k N= 1,2, ,… :

 e
f y
f y s

da
dx a

Jk

k

k

k

1
=

( )
( )

¢
,  (5)
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dx
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k k
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= ( )f y ,  (6)

s m f y
f y
f y
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Ë
Á
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˜ + - ) ,  (7)

 f y d y yk k kch( ) = ( )+ - ,  (8)

  
y y
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= 0 5 1 ( )

0 5 1 ( )
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. exp

, exp

ln a
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k

n

k k

k

n

k k

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-

- + -
Ê
ËÁ

ˆ
¯

Â

Â ˜̃ ,
  (9)

 nk (0) = 0 , (10)

 n l m rk k( ) = 2/ p ,  k N= 1 2, ,..., ,   (11) 
При этом старые и новые неизвестные 

функции связаны посредством соотношений: 

 x f yk k kx k a x( ) = 2 ( ) ( ) , (12)

 H k expw= ( )y  . (13)
Доказательство. 
На первом этапе доказательства вводится 

в рассмотрение новая функция y  (определена 
уравнением (12)): H k expw= ( ).y  Для упрощения 
уравнений вводятся новые параметры:

  y k
k k

wln K K k= 0 5 1
( )

2
( ), ln( ) -  ,   (14)

 dk
k kK K= 0 5 1

( )
2
( )

1 2
, /

/( ) ,  (15)

 y m m0 = 0 5, ln lnOH H-( )  ,  (16)

 m m m=
1 2

H OH( ) /
. (17)

В новых обозначениях функции, входящие в 
(1) — (3), приобретают форму: 

 e
sh

chk
k k k

k k

= =
( )

( )1 1a a
y y

d y y
-

-
+ -- , 

 s a a
y y

d y yk
k k k

k k

ch
ch

= =
( )

( )1 1+
-

+ -- .

Кроме того, вводятся новые функции и новая 
плотность тока:x xk w k

newk= 2 , J k Jw
new= 2 . В 

результате, без учета метки new , система (1) 
— (3) может быть переписана в форме, обла-
дающей существенным преимуществом: более 
компактный вид плюс отсутствие малого пара-
метра kw , дающего разброс слагаемых по сте-
пеням малости: 

 - +e
x

x
d
dx

e Ek
k k = 0 ,   (18)

 
J

d
dx

e E

E ch
k

N

k k k k k=

( )
=1
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Â - ( ) +
Ê
ËÁ
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+

+ - — +( ) -

m e x s x
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N

k ke sh
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= 0Â +x y  .  (20) 
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На втором этапе доказательства для 
упрощения системы вводятся новые функции 
(определены как (8)): f y d y yk k kch( ) = ( )+ - , 
откуда

 
d

d
shk

k k

f y
y

f y y y
( )

= ( ) = ( )¢ - , 

 
d

d
chk

k k

2

2

( )
= ( ) = ( )

f y
y

f y y y¢¢ - ,ek
k

k

=
( )
( )

¢f y
f y

,

 s
f y
f yk

k

k

=
( )
( )

¢¢
.

Важно, что теперь функции xk x( )  могут 
быть  найдены в  следующей форме : 
x f yk k kx a( ) = ( ) , где a xk ( ) — новая неизвестная 
функция. В новых переменных система (18)—
(21) приобретает форму совокупности уравнений 
(5), (7), а также уравнения

  
k

n

k ka sh
=1

= 0Â ¢ +f y .     (22)

Система уравнений (5), (7), (22) значительно 
проще, чем (18), (19), (20) , так как из нее 
исключена неизвестная функция E . По сути, 
уравнения (5) и (7) могут быть записаны одним 
дифференциальным уравнением.

На третьем этапе выполняются преобра-
зования, позволяющие разрешить уравнение 
(22) относительно функции y . Действительно, 
пусть 

 F a sh sh
k

n

k k( ) = ( )
=1

y y y yÂ - +  .   (23)

Тогда F F( ) = ( )y y¢¢ . Решением последнего 
уравнения, очевидно, является функция: 
F Ash Bsh( ) =y y y+ . Из уравнения (23) сле-
дуют два равенства:

 F A a sh
k

n

k k(0) = =
=1

-Â y ,

 ¢ - +ÂF B a ch
k

n

k k(0) = = 1
=1

y .

Уравнение (22) эквивалентно уравнению: 
F( ) = 0y  . Следовательно, th A By = - / , а 
значит, 

 
y y

y

= 0 5 1 ( )

0 5 1 ( )

=1

=1

, exp

, exp

ln a

ln a

k

n

k k

k

n

k k

+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-

- + -
Ê
ËÁ

ˆ
¯

Â

Â ˜̃ ,

(обозначено как (9)). 

На четвертом этапе вводятся в рассмот-
рение новые функции

 n x a dxk

x

k k( ) = ( )
0Ú f y ,   (24)

удовлетворяющие условиям (6), (10), (11) и 
позволяющие избавиться от главной вычисли-
тельной проблемы задачи — интегральных 
условий. Это построение завершает доказа-
тельство теоремы. 

Выполненные в процессе доказательства 
преобразования позволяют избавиться от про-
блем численного интегрирования задач (а) и 
((б), указанных в п. 1. 

3. АЛГОРИТМЫ ЧИСЛЕННОГО 
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

При построении вычислительного алгорит-
ма на первом этапе осуществляется переход к 
экспоненциальной форме решения для исклю-
чения отрицательных лишенных физического 
смысла решений

 c b F xk k k= ◊ ( )exp ( ) / e , k N= 1 2, ,...,  ,   (25)
где bk  — постоянный параметр и построена 
начально-краевая задача для новых неизвест-
ных функций F xk ( ) , k N= 1,2, ,… , с началь-
ными условиями (10), (11):

 
dF
dx

Jk k

k

=
( )
( )

¢f y
f y s

,  (26)

 
dn x

dx
b F xk

k k k

( )
= ( ) ( )f y eexp /( ) , (27)

 
s m f y

f y
f y

e
e

= ( )
( ( ))

( )
1

( )

=1

2

k

n

k k
k

k

k kb F x

Â ¢¢ -
¢Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ ¥

¥
Ê
ËÁ

ˆ
¯

exp / ˜̃ + -m y ych( )0 ,

 (28) 

   
y e y= 0 5 1 ( )

0 5 1

=1

=1

, exp /

, exp

ln a F x

ln a F

k

n

k k k

k

n

k k

+ +( )Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-

- +

Â

Â (( )x k/ ,e y-( )Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

 (29)

где параметры mk , m0 , y k , y 0  определены 
формулами (14)—(17). Функции xk x( )  и H  
могут быть определены из уравнений (8), (12), 
(13), (25).

На втором этапе для решения краевой за-
дачи (26)—(29), (10), (11) создаются два опти-
мизационных алгоритма численного решения 
краевой задачи на базе методов Рунге—Кутта, 
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модифицированного метода Ньютона для сис-
тем нелинейных алгебраических уравнений, а 
также метода движения по параметру [16]— 
[17]. В процессе численного решения задачи, в 
частности, определяются точные значения 

 F xk k( )0 =  , k N= 1 2, ,..., ,  (30)
используемые в дальнейшем для тестирования 
задачи.

Третий этап включает в себя составление 
программы на языке Turbo Pascal 7.0 с исполь-
зованием стандартного модуля Graph. Резуль-
татом работы программы для каждой конкрет-
ной системы ИЭФ является серия рисунков, 
позволяющих исследовать зависимость профи-
лей концентраций амфолитов, pH и проводи-
мости ЭК от плотности тока в широком диа-
пазоне ее изменения.

4. ТЕСТИРОВАНИЕ МОДЕЛИ 
АСИМПТОТИЧЕСКИМИ 

МЕТОДАМИ 
Однако все принятые меры к минимизации 

вычислительной погрешности еще не дают 
основания с полной уверенностью говорить, что 
в данном случае удалось избежать системати-
ческих ошибок.

Поэтому для проверки адекватности пост-
роенной расчетной модели использован асим-
птотический метод тестирования. Он базиру-
ется на очевидном предположении, следующем 
из полученных графиков (Рис. 2). 

Если при рассматриваемой плотности 
тока J  система (26)—(29) имеет «аномаль-
ное» решение, то на отрезке x xk k-

ÈÎ ˘̊
1, , соот-

ветствующем области фокусирования k - го 
амфолита, его концентрация xk  и функция y  
постоянны, то есть:

 x
x

k
k x k

x k

x x x
x x x

=
Œ ÈÎ ˘̊

œ ÈÎ ˘̊

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
-

-

0
1

10

, ,

, ,
,  (31)

 y y= k , x Œ x xk k-
ÈÎ ˘̊

1,  . (32)
В связи с этим нами доказано
Утверждение 2: Если при рассматрива-

емой плотности тока J  система (26) — (29) 
имеет «аномальное» решение, то значения 
функций F xk ( )  при x = 0  определяются асим-
птотической формулой:

 F a J h ak k
i

k

i k i i(0) = ( , )0

=1

1
0e yln -

-

Â F , (33)

где 

 Fk k ka( , ) = ( ) ( )y f y f y s¢ / , (34)

 a M hk k k k
0 = ( 1)/ d + , M m k rk k= 2 2/ p , (35)

 h m l hk k
i

N

i=
=1

1

◊
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃Â

-

.  (36)

Доказательство: Формула (12) показывает, 

что a
a x x x

x x xk
k x k

x k

=
Œ ÈÎ ˘̊

œ ÈÎ ˘̊

Ï
Ì
Ô

ÓÔ
-

-

0
1

10

, ,

, ,
 . 

С учетом нового переобозначения e e/J = 0  
уравнение (12)  приводится к форме 

e y0

1
= ( )

da
dx a

k

k
kF , где Fk ( )y  определяется 

формулой (34). Тогда уравнение (32) имеет 
решение в интегральной форме: 

 a x a exp a dxk k

x

k( ) = (0) ( , )
0 0Ú ( )Ê

Ë
ˆ
¯F y e/ . (37)

Примем во внимание, что функция pH  
является возрастающей [1]. Это означает, что 

Fk k k k
k k ka sh

ch
( , ) ( )

( )
y y y

d y y

s- -
-

-

= -
+ -( )

>1 1
1

1

0 . 

Вычислим теперь значение интеграла, входя-
щего в (5) в предположении, чтоx Œ x xk k-

ÈÎ ˘̊
1, : 

 
0 0

=1

1

1
0

0( , ) = ( ) ( , )
x

k
i

k

i i k i ia dx x x aÚ Â( ) -
-

-F Fy e y e/ / , 

откуда следует равенство: 

 
a a exp h a

h x x

k k
i

k

i k i i

i i i

(0) = ( , ) ,

=

0

=1

1
0

0

1

-
Ê
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ˆ
¯̃

-

-

-

Â F y e/
. (38)

С учетом равенства (25) 

 a b Fk k k(0) = (0) .exp / e( )  (39)

Подставим (39) в (38) и после логарифмирова-
ния получим уравнение:

 ln / /a h a Fk
i

k

i k i i k
0

=1

1
0

0( , ) = (0)-
-

Â F y e e  ,

из которого и получается формула (33). Неиз-
вестная величина ak

0  определяется из усло-
вия(4). Неизвестные константы hk  могут быть 
получены на основании очевидных предполо-

жений, что 
i

N

ih l
=1

=Â , x x x1 2= = º = =N const , 

а также условия (4).  
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Рис. 2. Профили концентраций в «аномальных» режимах

5. ТЕСТИРОВАНИЕ РЕШЕНИЯ 
МЕТОДОМ КАСАТЕЛЬНЫХ

Для тестирования задачи использован так-
же метод касательных, основанный на «растя-
жении» графика вдоль оси абсцисс путем за-
мены переменной: t x= / e  ( e  — малая вели-
чина). Абсцисса, соответствующая точке пере-
сечения профилей k-го и k+1- о амфолитов

 x xk k( ) ( )0 01= + , (40)
принимается за новое начало координат (Рис. 
3). В новой системе координат используются 
следующие предположения для искомых фун-
кций концентрации:

 xk kS( )-• = 0 , (41)

 xk ( )+• = 0 , (42)

 xk + -• =1 0( ) , (43)

 xk kS+ ++• =1 1
0( ) , (44)

где Sk
0 , Sk +1

0  есть неизвестные константы, под-
лежащие определению. С учетом условий 
(41)—(44), а также с помощью простейших 
алгебраический и дифференциальных преоб-
разований уравнений (5), (7), (8), (12), (13), 

(22), автором сделан следующий 
Следствие. Функции xk t( ),xk t+1( )  в окрест-

ности точки t = 0  определяются уравнениями 
x f yk w k kt k a t( ) = 2 ( ) ( ) , x f yk w k kt k a t+ + +1 1 1( ) = 2 ( ) ( ) , 
где функции a tk ( ) ,a tk +1( )  определяются из кра-
евой задаче, состоящей из двух дифференци-
альных и двух алгебраических уравнений:

 
1

=
( )
( )a

da
dt

J

i

i i

i

◊
¢f y

f y s
, i k k= +, 1 ; (45)

 s m f y
f y
f y

m= ( )
( ( ))

( )

21

i i i
i

i
i i

i k

k

c c¢¢ -
¢Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

=

+

Â , (46) 

 c c k shk k k k wf y f y y' '( ) ( )+ ++ +1 1 2 = 0 ,  (47)

с двумя начальными условиями

 c Si k i(0) = 0.5 ( (0))0 / f y , i k k= +, 1 . (48)
При этом величина ψ(0) в уравнении (48) 

определяется из уравнения:

f y f y f y f yk k k k
' '( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))0 0 0 0 01 1+ ++ = . (49)  

Проведем в точке t = 0  касательные к гра-
фикам (Рис. 3). Очевидно, что они задаются 
уравнениями: 

 x x xi i it t( ) ( ) ( )'= + ◊0 0 , i k k= +, 1 . (50)
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Кроме того, для дальнейшего изложения 
являются существенными следующие обозна-
чения: пусть x1 — точка пересечения профилей 
1-го и 2-го амфолитов; x2 — точка пересечения 
профилей 2-го и 3-го амфолитов; xN-1 — точка 
пересечения профилей (N-1)-го и N-го амфо-
литов. Соответственно, формулы D Dx tk k= e  
выражают возвращение к исходной переменной 
x. На основании уравнений (45) — (50) автором 
доказаны следующие утверждения [14], [15].

Утверждение 3. В уравнениях (50) коэф-
фициенты xi( )0 определяются посредством 
формул:

 x xk k kS(0) = (0) = 0.51
0

+ , (51)
а неизвестные константы Sk

0 , k=0,1,2,…,N, 
а также X X XN1 2 1, , ,… - определяются из сис-
темы N +1 линейных алгебраических уравне-
ний:
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,  (52)

и N -1 простейших интегральных уравнений:

 S S k sh J dxk w

xk
x= 2 ( )0 0

- + ¢( )Ú y es y/ ,

 k=1,…,N–1.  (53)
Утверждение 4. Угловые коэффициенты 

касательных в уравнениях (50) определяются 
формулами:

 ¢xk k kS t(0) = 0 / D  ,  (54) 

 ¢ -+xk k kS t1
0(0) = / D ,  (55) 

где  

D Ft Jk k k k k= 2 ( (0)) ( (0)) ( (0)1s f y f y y/ / '
,-( )+ , (56)
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Формулы (52)—(57) полностью определяют 
графическую аппроксимацию профилей кон-
центраций методом касательных. 

6. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
ПРИМЕНЕНИЯ МОДЕЛИ

На основе построенной модели проведены 
расчеты для системы из пяти стандартных 
амфолитов с pH > 7 :His His- , His Gly- , His , 
b - -Ala His , Tyr Arg- . Расчеты проводились 
в предположениях: длина ЭК, l = 2  (дм); ра-

Рис. 3. Касательные к профилям двух соседних амфолитов в точке их пересечения
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диус ЭК, r = 0 2,  (дм); T = 298  (К). Плотность 
тока измерялась в А/дм.кв. Значения констант 
диссоциаций K k

1
( ) , K k

2
( )  и коэфициенты мигра-

ции mk  взяты из [1]. Исходные количества 
амфолитов одинаковы, Mk = 0,1 (моль). 

Расчет на основании формул (5)—(13) с 
использованием алгоритмов п. 3 показал, что: 
1) при средних плотностях тока профили име-
ют вид, сходный со стандартным гауссовского 
распределения; 2) при дальнейшем увеличении 
плотности тока на отдельных профилях появ-
ляются плато (Рис. 4, (а)), то есть наблюдает-
ся выход системы в «аномальный» режим; 3) 
при «сверхвысоких» плотностях тока профили 
приобретают «прямоугольный» вид (Рис. 4, 
(в)), в то время как график pH  имеет «сту-
пенчатую» форму. Полученные результаты 
имеют качественное соответствие результатам, 
полученным другими авторами при численном 
моделировании «аномальных» режимов.

Результаты численного тестирования реше-
ния методом касательных, выполненного на 
основании (51) — (57), представлены на Рис. 4 
(б,г). Как следует из сравнения с расчетными 
графиками Рис. 4 (а, б), имеет место высокая 
точность графических приближений, что яв-
ляется подтверждением адекватности постро-

енной асимптотики. Моделирование показало, 
что при «сверхвысоких» плотностях тока име-
ет место практически полное совпадение асим-
птотики с профилями концентраций.

Для данной системы проводилось также 
асимптотическое тестирование по формулам 
(33) — (36). Результаты тестирования пред-
ставлены в Таблице 1. 

В таблице дано сравнение расчетных зна-
чений F xk ( ) , k N= 1,2, ,…  (то есть полученных 
в результате работы основной программы) и 
асимптотических, рассчитанных в предположе-
нии, что имеет место «аномальный» режим. 
Таблица показывает, что для J = 1.307  рас-
четные и асимптотические значения имеют 
расхождение в пятом знаке после запятой. Этот 
факт указывает на высокую точность вычис-
лений в «негауссовских» режимах. Поскольку 
вычисление расчетных величин Fk (0)  не зави-
сит от вычисления асимптотических величин 
Fk (0) , то асимптотическое тестирование позво-
ляет сделать 

Вывод. Феномен «аномальных» режимов 
является свойством математической (и со-
ответствующей физической) задачи, а не 
результатом накопления вычислительной 
погрешности. 

Рис.4. Расчетные и асимптотические профили концентраций амфолитов для системы His-His, His-Gly, 
His, b-Ala-His, Tyr-Arg
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Таблица 1
Расчетные и асимптотические значения F xk ( )

Величины  F1(0)  F2(0)   F3(0)   F4(0)   F5(0)  

 J = 0.075  
 Расчетные  -0.0066864  -0.0091958  -0.2125067  -2.9209963  -10.3920329 
Асимптот.  -0.0072057  -0.1321356  -0.2679040  -3.3555129  -11.864537 

 J = 0.155  
 Расчетные  -0.0066864  -0.1517139  -0.3756512  -5.9876417  -21.439913 
Асимптот.  -0.0067098  -0.1801870  -0.3976890  -5.7964954  -20.657711 

 J = 0.347  
 Расчетные  -0.0066864  -0.2951293  -0.7671985  -13.3475905  -47.9548238 
Асимптот.  -0.0067035  -0.3243769  -0.7910892  -13.187091  -47.272132 

J = 0.795  
 Расчетные  -0.0066864  -0.6297652  -1.6808087  -30.5208044  -109.8229501 
Асимптот.  -0.0067321  -0.6606810  -1.7089382  -30.423348  -109.316012 

J = 1.307  
 Расчетные  -0.0067712  -1.0472041  -2.7635703  -50.2134548  -180.505632 
Асимптот.  -0.0067679  -1.0471994  -2.7635745  -50.213453  -180.505631 
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