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Аннотация: в настоящей работе доказывается теорема о существовании решения для функ-
ционально-дифференциального уравнения с дробной производной и нелокальным начальным 
условием в банаховом пространстве. 
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящей работе доказывается теорема 

о существовании решения для функционально-
дифференциального уравнения с дробной про-
изводной и нелокальным начальным условием 
в банаховом пространстве. *

Задачи теории дифференциальных уравне-
ний и включений с дробной производной в 
настоящее время привлекают внимание многих 
исследователей, они находят применения в 
физике, инженерии, биологии и других облас-
тях знаний (см. [6, 7]). 

Полученная в работе теорема существова-
ния опирается на теорию уплотняющих отоб-
ражений (см. например [1, 4]) и развивает ре-
зультат работы [5].

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Пусть E  — банахово пространство. Напом-

ним некоторые понятия, которые будут исполь-
зоваться в дальнейшем. 

Определение 1 (см. например [7]). Дроб-
ной первообразной Римана—Лиувилля порядка 
a Œ ,( )0 1  от непрерывной функции g d E: , Æ[ ] ,0  
называется функция I ga

0  следующего вида: 

 I g t t s g s ds
t

0
1

0

1a a

a
( )

( )
( ) ( )= - ,-ÚG

где G  — гамма-функция Эйлера 
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 G( )a a= .- -
•

Ú x e dxx1

0

Определение 2. Дробной производной 
Римана— Лиувилля порядка a Œ ,( )0 1  от не-
прерывной функции g d E: , Æ[ ] ,0  называется 
функция D g0

a  следующего вида: 

 D g t
d
dt

t s g s ds
t

0
0

1
1

a a

a
( )

( )
( ) ( )=

-
- .-ÚG

Определение 3 (см. например [1, 4]). 
Пусть E  банахово пространство и ( )A,�  — не-
которое частично упорядоченное множество, 
Pb E( )  — совокупность всех непустых ограни-
ченных подмножеств E.  Функция b : ÆPb E( ) A  
называется мерой некомпактности в E,  если 
для любого W ŒPb E( )  выполняется: 

 b b( ) ( )co W W= ,

где co W  обозначает замыкание выпуклой обо-
лочки W.

Мера некомпактности b  называется: 
1 )  Монотонной ,  е сли для любых 

W W0 1, ŒPb( ),E  из W W0 1Õ  следует, что 
b b( ) ( ).W W0 1�  

2) Несингулярной, если для любого a EŒ  
и  л ю б о г о  W ŒPb( )E  в ы п о л н е н о 
b b({ } ) ( ).a » =W W  

3) Инвариантной относительно добавления 
компактного множества, если для любого 
компактного множества K EÃ  и любого 
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W ŒPb( ),E  b b({ } ) ( ).K » =W W  
Если A  — конус в банаховом пространстве, 

то b  называется: 
4) Алгебраически полуаддитивной, если для 

л ю б ы х  W W W W W0 1 0 1 0, Œ , + +Pb( ) ( ) ( )E b b�  
W1+ ( ).b
5) Правильной, если для любого относительно 

компактного множества W WŒ , =Pb( ) ( ) .E b 0  
6) Вещественной, если A  — множество 

вещественных чисел R,  с естественным упоря-
дочением. 

Примером вещественной меры некомпакт-
ности, обладающей всеми выше перечисленны-
ми свойствами, является мера некомпактности 
Хаусдорфа c( ) :W
 c e( ) inf{W = > ,0  при которых W  
 имеет конечную e -сеть в  E}.

Отметим, что мера некомпактности Ха-
усдорфа удовлетворяет условию полуоднород-
ности, т. е.:
 c l l c( ) ( )W W= | | ,
для любого l ŒR,  и любого W Œ .Pb( )E  

Нам понадобятся следующие примеры мер 
некомпактности в пространстве C a b E([ ] ), ;  всех 
непрерывных функций на отрезке [ ]a b,  со зна-
чениями в E :

(1) модуль послойной некомпактности 

 j c( ) sup ( ( ))
[ ]

W W=
Œ ,t a b

t

где c  — Хаусдорфова мера некомпактности в 
E  и W W( ) { ( ) },t x t x= , Œ

(2) модуль равностепенной непрерывности 

 mod ( ) lim sup max ( ) ( )C
x t t

x t x tW
W

= - .
Æ Œ | - |£d d0 1 2

1 2

Пусть L E E: Æ  — ограниченный линей-
ный оператор, тогда c -норма L  определяется 
как 

 L L B
( )

( ( ))
c

c= ,

где B EÃ  — единичный шар E,  нетрудно 

видеть, что L L
( )c

� .  
Пусть G d E: , Æ[ ] ( )0 Pb — многозначная 

функция (мультифункция) (см. [2]), она назы-
вается: 

(i) интегрируемой, если она допускает ин-
тегрируемое по Бохнеру сечение g t G t( ) ( ),Œ  п. 
в. t dŒ , .[ ]0  

(ii) интегрально ограниченной, если сущес-
твует функция s Œ ,+L d1 0[ ],  такая что 

 G t q q G t t( ) sup{ ( )} ( ):= , Œ ,� s
п. в. t dŒ , .[ ]0  

Пусть G  интегрируема и SG  — множество 
всех интегрируемых сечений G,  тогда для лю-
бого t dŒ ,[ ],0  интеграл от мультифункции G  
определяется следующим образом 

 G s ds q s ds q SG

tt

( ) ( )= ; Œ
Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

.ÚÚ
00

Теорема 1 (см. [4], теорема 4.2.3).  Пусть 
E  — сепарабельное банахово пространство, 
G d E: , Æ[ ] ( )0 Pb  — интегрируемая и интег-
рально ограниченная мультифункция и 
пусть 
 c( ( )) ( )G t r t�
выполняется п. в. t dŒ ,[ ],0  где r L dŒ , .+

1 0[ ]  
Тогда 

 c G s ds r s ds t d
t t

( ) ( ) [ ]
0 0

0Ú Ú
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ , " Œ , .�

Определение 4. Пусть E  — банахово 
пространство и b  — монотонная несингуляр-
ная мера некомпактности в E,  тогда непрерыв-
ное отображение F X E E: Õ Æ  называется 
уплотняющим относительно меры некомпакт-
ности b (b -уплотняющим), если для любого 
ограниченного множества W Õ X,  не являюще-
гося относительно компактным множеством, 
выполнено: 
 b b( ( )) ( )F W W� .

Мы будем использовать следующую теоре-
му о неподвижной точке типа Б. Н. Садовско-
го (см. например [1]). 

Теорема 2. Пусть M  — ограниченное 
замкнутое выпуклое подмножество E,  и 
пусть F : ÆM M  — непрерывное b -уплот-
няющее отображение. Тогда множество не-
подвижных точек  F F x x F x: Fix = : ={ ( )}  
— есть непустое компактное множество. 

Теорема 3 (см., например [4]). Пусть 
U Ã E  — ограниченная открытая окрест-
ность нуля и F E: ÆU  — непрерывное b -
уплотняющее отображение, удовлетворяющее 
граничному условию x F xπ l ( ),  для любого 
x Œ ∂ , < .U 0 1l �  Тогда множество FixF  
непустое компактное множество. 

ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ 
РЕШЕНИЯ

Мы будем рассматривать существование 
решения для полулинейного функционально-
дифференциального уравнения с дробной про-

Г. Г. Петросян
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изводной в сепарабельном банаховом про-
странстве E  следующего вида: 

 D x t Ax t f t x t x t Tt
a ( ) ( ) ( ( ) ) [ ]= + , , , Œ ,0  (1)

с нелокальным начальным условием: 
 x s g x s s s h( ) ( ( )) ( ) [ ]+ = , Œ - ,J 0  (2)

где Da a, < <0 1,  — дробная производная Ри-
мана—Лиувилля, g E E: Æ  и J : - , Æ[ ]h E0  
— заданные функции, x C h E ht Œ - , ; , > ,([ ] )0 0  
xt  определено как x x t ht( ) ( ) .q q q= + , - < � 0  

Предполагаются выполненными следующие 
условия. 

( )A  A D A E E: Ã Æ( )  — линейный замкну-
тый оператор в E,  порождающий сильно не-
прерывную полугруппу eAt ,  где t � 0.

f T E C h E E: , ¥ ¥ - , ; Æ[ ] ([ ] )0 0  — нелиней-
ное отображение, удовлетворяющее услови-
ям: 

( )f1  f ( )◊, ,j y  — измеримая функция на 
[ ]0, ,T  для всех ( ) ([ ] )j y, Œ ¥ - , ; ;E C h E0  

( )f2  f t( ), ◊, ◊  — непрерывная функция на 
E C h E¥ - , ; ,([ ] )0  для п. в. t TŒ , ;[ ]0  

( )f3  условие подлинейного роста: 

 п в( ) ( )(1 ) [0 ]
E C

f t x t x t Ty h y, , £ + + , . . Œ , ,

где h : , Æ +[ ]0 T R  — суммируемая функция, 
C = - , , .C h E([ ] )0  

( )f4  условие регулярности: существует сум-
мируемая функция k T: , Æ ,+[ ]0 R  такая что 
для любого непустого ограниченного множест-
ва Q EÃ  и для любого непустого ограничен-
ного множества W Ã - , ;C h E([ ] )0  выполненно 
 c c j( ( )) ( )( ( ) ( ))f t Q k t Q, , + ,W W�

где j( )W  — модуль послойной некомпактности 
в пространстве C.  

( )g1  g C h T E C h D A: - Æ -([ , ]; ) ([ , ]; ( ))0  — не-
прерывное отображение, преобразующее огра-
ниченное множество в ограниченное. 

( )g2  существует суммируемая функция 
l h: - , Æ ,+[ ]0 R  такая что: 
 c c( ( ( )) ( ) ( ( ))g D t l t D t� ,

для любого t hŒ - , ,[ ]0  и для любого ограничен-
ного множества D C h EÃ - , ; .([ ] )0  

( )g3  для любого ограниченного множества 
D C h T EÃ - , ; ,([ ] )  { ( ( )) }g Dy y◊ ; Œ  — равносте-
пенно непрерывное множество функций и се-
мейство функций 

 { ( ( ))}e x x g DAt , Œ 0

также равностепенно непрерывно. 

( )g4  

 lim
( ( ))

( )( )x t

g x t

x tÆ•
< .1

( )J  J Œ - , ;C h E([ ] )0  — заданная функция. 
Определение 5. Интегральным решением 

задачи (1)—(2), мы будем называть функцию 
x C h T EŒ - , ;([ ] )  вида: 

 x t

t g x t t h
e g x

t s

At

t
( )

( ) ( ( )) [ ]

( ( ) ( ( ))

( )( )

=

- , Œ - , ;
- +

+ -Ú

J
J

a

0

0 0

1

0
G

aa - - , , , Œ , .

Ï

Ì
Ô
Ô

Ó
Ô
Ô

1 0e f s x t x ds t TA t s
s

( ) ( ( ) ) [ ]

В пространстве C h T E([ ] )- , ;  рассмотрим 
следующий оператор 
 F C h T E C h T E: - , ; Æ - , ;([ ] ) ([ ] )
вида: 

 

F x t
t g x t t h
e g xAt

t

( )( )

( ) ( ( )) [ ]

( ( ) ( ( ))

(( )

=

=

- , Œ - , ;
- +

+ Ú

J
J

a

0

0 0

1

0
G tt s e f s x t x ds t TA t s

s- , , , Œ , .

Ï

Ì
Ô
Ô

Ó
Ô
Ô

- -) ( ( ) ) [ ]( )a 1 0

Непосредственно проверяется, что непод-
вижные точки этого оператора совпадают с 
решениями задачи (1)—(2). Рассмотрим основ-
ные свойства оператора F.

Теорема 4. Оператор F  преобразует 
каждое ограниченное множество в равносте-
пенно непрерывное. 

Доказательство. Пусть W Ã - , ;C h T E([ ] )
— непустое ограниченное множество. Для 
t hŒ - ,[ ]0  предложение очевидно в силу свой-
ства ( ).g3

Для x Œ W,  t TŒ ,[ ]0  F x t( )( )  представляет 
из себя сумму: 

 F x t F x t F x t( )( ) ( )( ) ( )( )= + ,1 2
где 

 F x t e g xAt
1 0 0( )( ) ( ( ) ( ( )))= - ,J

а 

 F x t t s e f s x t x ds
t A t s

s2
1

0

1( )( ) ( ) ( ( ) )( )
( )= - , , .Ú - -

G a
a

Множество функций { ( )( ) }F x x1 ◊ , Œ W  равно-
степенно непрерывно по свойству ( ).g3  Рассмот-
рим оператор F x2( ).  Заметим, что из условия 
( )A  следует, что существует константа C � 1,  
такая что e CAt

L E( )
� ,  для любого t TŒ , .[ ]0  

Возьмем t t T1 2 0, Œ , ,[ ]  такие что 0 1 2< <t t T�  

О нелокальной задаче Коши для функционально-дифференциального уравнения с дробной производной...
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и e > ,0  причем e < .t1  Тогда имеем 

 

F x t F x t

t s e f s x s x ds

E

A t s
s

2 2 2 1

2
11

2

( )( ) ( )( )

( )
( ) ( ( ) )( )

-

- , ,- -

�

�
G a

a --

- - , ,

-

Ú

Ú - -

0

1
1

0

2

2

1

1

1

t

A t s
s E

t

t s e f s x s x ds

t s

( ) ( ( ) )
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[( )

( )a

a

a

�

�
G

-- - - -
-

- - ¥

¥ , , +

+

Ú 1
1

1
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2 1

1
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e
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+
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1

1
1

0

1

1

1

- - - ¥
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+

- - -
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+
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- - - -

-
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ff s x s x ds
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a
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t
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a
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a a
e
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+ - +
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-
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A t t A

L E
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2 1
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+ -
ˆ

¯
˜̃ .

-

-

-

( )

( ) )

t s ds
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2
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e

a

Из получившегося выражения, в силу ма-
лости e,  видно, что множество F2( )W  равно-
степенно непрерывно. Значит и множество 

F( )W  равностепенно непрерывно. Теорема до-
казана. 

Введем в пространстве C h T E([ ] )- , ;  меру 
некомпактности n  со значениями в конусе 
R R+ +¥ :  
 n j( ) ( ( ) ( ))W W W= , ,Cmod
где j( )W  — модуль послойной некомпактности 
W, , Cmod ( )W  — модуль равностепенной непре-
рывности W.  

Пусть 

 �k k t
t T

= ,
Œ ,
max ( )

[ ]0

где k( )◊  — функция, заданная в условии ( )f4 ,  

 �l l t
t h

= ,
Œ - ,
max ( )

[ ]0

где l( )◊  — функция, заданная в условии ( )g2  и 
C ( )c � 0  — константа, такая что выполняется: 

e C CAt c c� �( ) .  

Теорема 5. Для того чтобы оператор F  
был уплотняющим относительно меры неком-
пактности n,  достаточно чтобы 

 m l l
T

k C:= , +
+

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃

Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô
Ǫ̂

< .max
( )

( )� � �2
1

1
a

c

aG
 (3)

Доказательство. Пусть W Ã - , ;C h T E([ ] )  
— непустое ограниченное множество и 
 n n( ( )) ( )F W W� ,  (4)
покажем, что W  — относительно компактное 
множество. 

Если t hŒ - , ,[ ]0  то 

 
c c

j j j
( ( )( )) ( ( ( ))

) ( ) ( ) ( ) ( )
F t g x t

x l t l m
W

W W W W
�

� � �
,

Œ ,� � � �

где �W W= | .- ,[ ]h 0  
П у с т ь  т е п е р ь  t TŒ , ,[ ]0  и  п у с т ь 

W Wt tx x= ; Œ .{ }  Рассмотрим многозначную 
функцию s T G s EŒ , Ã[ ] ( ) ,0 �

 G s t s e f s x s x xA t s
s( ) {( ) ( ( ) ) }( )= - , , , Œ .- -a 1 W

Она интегрально ограничена функцией: 

 s t s C t x x xs s sÆ - + + , Œ .-( ) ( )( )a h1 1 W

Оценим c( ( )) :G s

 

c

ca c

a

( ( ))

( ) ({ ( ( ) ) })

( )

( ) ( )

G s

t s e f s x s x x
t s

A t s
s

�

� �
�

- , , , Œ
-

- -

-

1

1

W
CC f s s

t s C k s s
s

s

( )

( )

({ ( ( ) )})

( ) ( )( ( ( )) ( ))

c

a c

c
c j

, ,
- +-

W W
W W

�
� �

�

1

2(( ) ( )( )t s C k- .-a c j1 � W
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Оценим c({ ( )( ) })F x t x1 , Œ ,W  t TŒ , .[ ]0  

 c c
j

c

c c

({ ( )( )}) ({ ( ( ))})

( ) ({ ( )})

( )

( ) ( )

F t e g x
C l t x C l

At
1 0

0

W � �
� � �jj( )W .

Оценим теперь c( ( )( )) :F tW

 

c c c

j
a

cc

( ( )( )) ({ ( )( )}) ({ ( )( )})

( )
( )

(( )

F t F t F t

C l

W W W

W
G

� �

�

1 2

1

+

+� GG s ds

C l C k t s ds

C

t

t

( ) )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( )

�

� �

�

0

1

0

2

Ú

Ú+ - -c c a

c

j
a

j� �W
G

W

�� �

� �

l C k
t

C l
T

C k

j
a a

j

j
a

j

c
a

c
a

c

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )

W
G

W

W
G

W

+

+
+

2

2
1

�

� ��

� �� �l
T

k C m+
+

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
.2

1

a
c

a
j j

G
W W

( )
( ) ( )( )

Таким образом, при всех t h TŒ - ,[ ] получаем: 
 c j( ( )( )) ( )F t mW W� ,
а следовательно, 
 j j( ( )) ( )F mW W� .  (5)

Сравнивая (4) с (5) получаем, что j( )W = .0  
Из теоремы 4 нам известно, что: 
 C Fmod ( ( ))W = ,0
значит n( )W = ,0  следовательно W  — относи-
тельно компактное множество, а оператор F  
является уплотняющим относительно меры 
некомпактности n.  Теорема доказана. 

Нам понадобится следующее утверждение, 
представляющее собой вариант леммы Грону-
олла (см. [3]). 

Лемма 1. Пусть u w b, : , Æ , +•[ ] [ )0 0  непре-
рывные функции, причем w( )◊  неубывающая, 
и имеются константы a  и 0 1< <g ,  такие что 
выполнено 

 u t w t a
u s

t s
ds

t

( ) ( )
( )

( )
� +

-
,Ú g

0

тогда существует константа q q= ( ),g  такая что 
" Œ ,t b[ ]0  выполняется 

 u t w t aq
w s
t s

ds
t

( ) ( )
( )

( )
� +

-
.Ú g

0

Теорема 6. При выполнении условий (A),
( ),J ( ) ( ),f f1 4- ( ) ( ),g g1 4- а также (3), множество 
Sy  решений задачи (1)—(2) непустое и ком-
пактное подмножество пространства 
C h T E([ ] )- , ; .  

Доказательство. Рассмотрим однопара-
метрическое  семейство отображений 
Y : , ¥ - , ; Æ - , ;[ ] ([ ] ) ([ ] )0 1 C h T E C h T E  
 Y( ) ( )l l, = .x F x
Докажем, что множество неподвижных точек 
семейства Y :  
 FixY Y= = , , Œ , ,{ ( ) ( ]}x xl l 0 1

априори ограничено. 
Пусть x Œ .FixY  
Если t hŒ - , ,[ ]0  то 

 x t t g x t( ) ( ( ) ( ( )))= - .l J  (6)
Предположим, что совокупность функций 

x t t h( ) [ ], Œ - , ,0  удовлетворяющих (6) неогра-
ничена, тогда существует последовательность 
x tn k( ),  такая что x tn k( ) Æ •  и для нее имеем 

 x t t g x tn k k n k( ) ( ) ( ( ))� J + .

Разделим обе части выражения на x tn k( ) ,  
получим неравенство: 

 1 �
J( )

( )

( ( ))

( )

t

x t

g x t

x t
k

n k

n k

n k

+ ,

что противоречит условию ( )g4 .  
Пусть теперь t TŒ , ,[ ]0  тогда 

 
x t e g x

t s e f s x x ds

At

A t s
s

( ) ( ( ) ( ( )))

( )
( ) ( )( )

= - +

+ - , , .- -

l J

a
a

0 0

1 1

0G

tt

Ú
Если мы возмем t = ,0  то получим 

x g x( ) ( ( ) ( ( )))0 0 0= - .l J  
По доказаному выше, множество x( )0  ап-

риори ограничено, значит по условию ( )g1  
существует константа M,  такая что 
g x M( ( )) .0 �

Тогда имеем: 

 

x t C M

C
t s t x x ds

C M

C

s

t

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )

(

£ + +

+ - + +

+ + +

-Ú

J

a
h

J

h

a

G

G

1

0

1 �

�
�

aa

J h
a

a

a

)
( ) ( max )

( )
( )

( )

t s x x ds

C M
C

T x

v s v

t

- + +

+ +
+

+ +

-Ú 1

0
0

1

1
1

� �
�

�
�

G

++ - ,-Ú
C

t s x ds
v s v

t�h
a

a

G( )
( ) max )1

0
0

� �

где 

О нелокальной задаче Коши для функционально-дифференциального уравнения с дробной производной...
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 �h h= .max ( )
0� �t T

t

Обозначим 

 u t x
t v( ) max= .

0� �u

В силу того, что правая часть полученного 
неравенства представляет собой неубывающую 
функцию от t,  а также используя оценку фун-
кции x t( ) при t hŒ - , ,[ ]0  имеем оценку: 

 
u t C M

C
T x

C
t s u s ds

t

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

� J h
a

h
a

a

a

+ +
+

+ +

+ - .-Ú

�

�
G

G

1
1

1

0

Обозначим K C M T xC= + + + .+( ) ( )
( )

J h
a

a�

G 1
1  

Воспользовавшись леммой 1, мы получим 

 u t K
qC T

( )
( )

� 1
1

+
+

Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
.

�h
a

a

G
Следовательно, множество всех решений 

задачи (1)—(2) априори ограничено, это зна-
чит, что мы можем взять шар достаточно 
большого радиуса R  в пространстве 
C h T E([ ] ),- , ;  который будет априори содер-
жать все неподвижные точки оператора F,  
более того справедливо x F xπ , Œ ,l l( ) ( ]0 1  на 

границе шара ∂ .B  Утверждение теперь выте-
кает из теоремы 3. Теорема доказана. 
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