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Аннотация: установлена вторая априорная оценка решений для одной модели динамики 
вязкоупругой регуляризованной сплошной среды.
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Abstract: second apriori estimate to solutions for some model of dynamics of viscoelastic continuous 
medium in the planar case are established.
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ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА 
РЕЗУЛЬТАТОВ

Пусть Q TT = [0, ] ¥ W,  где W ŒR2  — огра-
ниченная область с гладкой границей G.  В 
Q TT = [0, ] рассматривается начально-краевая 
задача*
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З д е с ь  v t x v t x v t x W QT( , ) ( ( , ), ( , )) ( )1 2 2
1,2= Œ  и 

p t x W QT( , ) ( )2
0,1Œ  векторная и скалярная фун-

кции, удовлетворяющие (1.1)—(1.3), вектор-
функция z t x( ; , )t  определяется как решение 
задачи Коши (в интегральной форме) (1.4). 
Далее, E E( ) { } , =1

2v ij i j=  — матрица с коэффици-

ентами Eij i j j iv v x v x( )=
1
2

/ /∂ ∂ + ∂ ∂( ).  Дивер-
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генция Div E( )v  матрицы определяется как 
вектор с компонентами — дивергенциями 
строк, m0 > 0,  m1,  l  — неотрицательные кон-
станты, �v t x S v t x( , ) = ( , )d ,  где Sd  — оператор 
регуляризации (см. [1]).

Функция t( , )t x  определяется как  
  t t t( , ) = { : ( ; , )) , }.t x z s t x s tinf Œ £ £W  (1.5)

Всюду ниже будем предполагать, что v x1( )  
является гладкой функцией, заданной на гра-
нице G  и удовлетворяющей естественному 
условию

 
GÚ ◊ ∫v x n x dx v x n x1 1( ) ( ) ( ( ), ( )) = 0.     (1.6)

 Здесь v x n x1( ) ( )◊  скалярное произведение век-
торов в R2,  n x( )  вектор внешней нормали к G  
в точке x Œ G.  Тогда существует гладкая функ-
ция ˆ ,v x( )  определенная в W,  удовлетворяющая 
условию (1.6) и совпадающая с v x1( )  на G  (см. 
[5], стр. 34), причем ˆ .v x M v x

C C
( ) ( )

( )

1

( )W G
£

Относительно поведения функции v x1( )  на 
границе будем предполагать, что она вырож-
дается лишь на конечном множестве точек 
границы M = { , , }1z zk… ,  т.е.  

  v z n z z1( ) ( ) 0, ).◊ π /ŒM     (1.7)
Здесь n z( ) — вектор внешней нормали в точке 
z Œ G.

Решением задачи (1.1)—(1.4) называется 
пара функций ( , )v p ,  v W QTŒ 2

1,2( ),  p W QTŒ 2
0,1( )  

такая, что выполняются уравнения (1.1), (1.4) 
и условия (1.2)—(1.3).

В [1] для решения задачи установлена (пер-
вая априорная оценка)

Теорема 1 Пусть f L T HŒ 2(0, ; ), v L0
2( )Œ W ,
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v C1 1( )Œ G  и выполняются условия (1.6) и (1.7). 
Тогда для решения задачи 1.1)—(1.4) справед-
лива априорная оценка  
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Нашей целью является доказательство 
сильной (второй) априорной оценки. Здесь и 
далее используются обозначения работы [1].

Сформулируем основной результат.
Будем предполагать, что в окрестности 

произвольной точки z* ŒM  выполняются 
следующие условия согласования границы и 
граничного условия. Пусть в произвольной 
точке z* ŒM  введена локальная ортого-
нальная система координат ˆ ,̂x x1,  порожден-
ная единичными вектором n z( )*  нормали 
и касательным вектором k z( )* ,  а граница 
задается как функция ˆ ˆ ,x x2 1= ( )s  причем, 
s s(0) = (0) = 0¢ ,  s( ) > 0x̂  при ˆ .x π 0  Пусть 
в этой системе граничная функция имеет вид 
( (ˆ , (ˆ )) ˆ ˆ ˆ , ˆ ,v x x v x v x v x v x1
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выполняется условие согласования  
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Теорема  2 .  Пу сть  f L T HŒ 2(0, ; ),  
v C1 2( )Œ G ,  v v V0 1- Œˆ .  Пусть выполняются 
условия (1.6), (1.7) и (1.9). Тогда для решения 
задачи (1.1)—(1.4) справедлива априорная 
оценка  
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Непосредственно доказательство теоре-
мы 1.2 проводится в разделе 3. В разделе 2 
устанавливаются вспомогательные результа-
ты.

Возникающие при оценках в неравенствах 
и цепочках неравенств константы, не зависящие 
от существенных параметров, обозначаются, 
как правило, одной буквой M,  помечаясь при 
необходимости индексами и в скобках парамет-
рами, от которых они зависят.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 
РЕЗУЛЬТАТЫ

2.1. CВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ 
КОШИ (СМ. [1])

В [1] были установлены следующие оценки 
для �v x S v x( ) = ( )d :
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Отсюда вытекает, что если v t x W QT( , ) ( )0,1Œ ,  
то для �v t x( , )  справедливы неравенства  
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В [1] были установлены оценки решений 
z t x( ; , )t  задачи Коши (1.1.4):
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2.2. СВОЙСТВА ФУНКЦИИ t( , )t x .
Представим W  в виде W W W= ( ) ( )+ -» »t t  

W ( )0» t ,  где 
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В [1] было установлено, что множества 

W-( )t  и W+( )t  являются открытыми, m t( ( ))00W ,  
m t t m(( ( ) ( )) = ( )W W W+ -» ,  t( , ) 0t x ∫  на W-( )t  а 
функция t( , )t x  непрерывна на W W+ -»( ) ( )t t  
по x.

Пусть граница G  задается уравнением 
F( ) = 0x ,  где F( )x  — гладкая функция. Тогда 
(см.[1]) функция t( , )t x  дифференцируема на 
W+( )t ,  и справедливо соотношение  
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  ( ( ( ( , ); , )), ( ( ( , ); , )) , = 1,2.1 1— -F z t x t x v z t x t x it t

Изучим поведение —t( , )t x  на W+( )t .  Заме-
тим, что из формулы (2.6) следует, что —t( , )t x  
может иметь особенность только тогда, когда 
функция z t x t x( ( , ); , )t  попадает в окрестность 
особой точки z ŒM.  Ниже мы покажем, что в 
окрестность особой точки могут попадать лишь 
траектории, начинающиеся вблизи нее.

Без ограничения общности будем считать, 
что эта точка z  единственная и z = 0,  область 
W  лежит в верхней полуплоскости, а в малой 
окрестности z = 0  граница G  задается функ-
цией z z2 1= ( )s ,  | |1

1/2z h£ ,  h > 0,  так что 
¢ ¢¢s s(0) = 0, (0) > 0.

Сильные априорные оценки решений неоднородной начально-краевой задачи одной модели...
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Более того, в целях упрощения довольно 
громоздких выкладок, будем считать, что в 
этой малой окрестности z = 0  граница G  за-
дается функцией z z2 1

2= ,  | |1
1/2z h£ ,  h > 0.  

Положим G G( ) = : , = ,2 1
2

1
1/2h z z z z z hŒ £{ },  

U h z z z z h( ) = : ,2 1
2

1
1/2≥ £{ }.
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Из (2.6) в силу гладкости F  и (2.4) следует, 
что  
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Для оценки Ĝ x( )  на W<e  заметим, что Ĝ x( )  
может иметь особенность только тогда, когда 
z t x t x( ( , ); , )t  попадает в окрестность особой 
точки z ŒM.

Пусть v t x W QT( , ) ( )0,1Œ .  Тогда для �v t x( , )  
справедливо неравенство (2.3).

Изучим поведение траекторий z t x t x( ( , ); , )t  
поля скоростей �v t x( , )  в  окрестности 
U h z z z z h( ) = : , ,2 1

2
1

1/2≥ £{ }  особой точки 

z = 0.  Предположим, что v t x W Q MT( , ) ( )0,1
0Œ £ .  

Тогда из (2.7) вытекает справедливость нера-
венства  
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Так как ( (0), (0)) = 01v n ,  а n(0) = (0, 1)- ,  то 
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1 1(0) = .  Пусть для определен-

ности v1 > 0.
Из (2.9) тогда следует, что �v t x v1
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при достаточно малом h.  В этом случае 
d
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Рассмотрим  

  k z v z v z( , ) = ( , ) / ( , )).2 1t t t� �  (2.11)
Лемма 2.1. При достаточно малых h  

справедливо соотношение  

  | ( , ) | , ( ).1 2k z m z z U ht £ Œ     (2.12)
Доказательство леммы 2.1. Используя 

гладкость границы G,  будем считать, что 
�v t x( , )  продолжена на некоторую внешнюю 
окрестность W W1 …  области W  с сохранением 
класса (и нормы) C T C(0, ; ( ))2 W .  Тогда имеют 
смысл производные функции �v t x( , )  по x  в 
точках границы.

Рассмотрим � � �v t x v t x v t x( , ) = ( ( , ), ( , ))1 2  в ок-
рестности U h( )  при малых h.  Очевидно, что  
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при некоторых q qij ij x= ( ).
В частности, для z z z h z z= ( , ) ( ), =1 2 2 1
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из граничного условия �v t z v z z h( , ) = ( ), ( )1 Œ G  
следует, что �v t2( , 0) = 0.

Тогда из (2.13) вытекает, что для z hŒ G( ) 
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Из гладкости v x x1
1 2( , )  x x x= ( , )1 2( )  и усло-

вия v2
1(0) = 0  следует, что v z z o z2
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1 1

2
1( , ) = ( ).  

Пользуясь условием v t z z v z z2 1 1
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z hŒ G( ),  разделив обе части (2.14) на z1  и пе-
реходя к пределу при z1 0Æ ,  получаем  
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Отсюда и из (2.14) при k = 2  следует, что  
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Очевидно, что  

  x x x U h2 1
2, ( ).≥ Œ     (2.17)

Пользуясь (2.15)—(2.17) и оценками (2.4), (2.5), 
имеем 

  �v t x M v x v t x x x U h
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W
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Полагая v v v t1
1
1

1= (0) = ( , 0)�  и пользуясь (2.13) 
для k = 1,  получаем  
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Если h  достаточно мало, то отсюда и из (2.1), 
(2.2) следует  
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 Из (2.17) и (2.13) вытекает, что для 
k x v x v x( , ) = ( , ) / ( , )2 1t t t  справедливо неравенс-
тво (2.14). Лемма 2.1 доказана.  
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0

1+ ¢ £ £Ú  (2.21)

Из (2.13) и (2.14) следует, что g z( ) > 01( )
  g z g z g s ds

z

z
( ) ( ) ( )1 1

0

1
0

1£ + ¢ +Ú
  

z

z
k s s g s ds

1
0

1 ( ( ), , ( ))Ú £j

  
g z v s s g s v s s g s ds

g z M
z

z

z

( ) ( ( ), , ( )) / ( ( ), , ( ))

( )

1
0 2 1

1
0

1
0

1

1

+ £

£ +

Ú t t

00

1 ( ) .
z
g s dsÚ

Из последнего интегрального неравенства сле-
дует, что  

  g z g z M z z z z z( ) ( ) ( ( )), [ , ].1 1
0

1 1
0

1 1
0

1
*£ - Œexp  (2.22)

Пусть  z h n0 ( / )Œ G .  Тогда  z h n2
0 /£ ,  

z g z
h
n2

0
1
0= ( ) £ ,  z z

h
n1

0
2
0 1/2

1/2

= ( ) £
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

,  и из (2.22) 

вытекает, что 

  g z
h
n

g z M z z z z z( ) ( ) ( ( )), [ , ].1 1
0

1 1
0

1 1
0

1
*£ - Œexp

Отсюда следует, что при достаточно большом 
n  справедливо неравенство 

  g z
Mh
n

z z z( ) , [ , ].1 1 1
0

1
*£ Œ

В свою очередь, это означает, что траектория 
z t x( ; , )t ,  для которой z z t x t x h n0 = ( ( , ); , ) ( / )t Œ G ,  
t t t( , ) *t x £ £ ,  лежит в U h( / 3).

Отсюда нетрудно вывести, что тогда 
z x t1 1 *= , =t . Следовательно, если z h n0 ( / )Œ G ,  
то x  обязательно принадлежит U h( ),  а соот-
ношение (2.21) и неравенство (2.20) справедли-
вы при всех z z x1 1

0
1[ , ]Œ .

Итак, если r0  достаточно мало, а 
z z t x t x r h0

0= ( ( , ); , ) ( )t Œ G ,  т о  к р и в а я 
z g z U h2 1= ( ) ( )Œ  при всех z z z1 1

0
1
*[ , ]Œ .

Так как g x x( ) =1 2,  а g z z( ) =1
0

2
0,  то из (2.22) 

вытекает первое неравенство (2.20).
Так как для всех x U hŒ ( )  выполняется 

неравенство x x2 1
2≥ ,  то из первого неравенства 

(2.20) следует второе.
Лемма 2.2 доказана.
Л е м м а  2 . 3 .  П у с т ь  x tŒ +W ( ),  

z z t x t x h= ( ( , ); , ) ( )t Œ G .  Пусть  

  ( ) (0) 2 (0) 0.2
1

1v v¢ - π     (2.23)
Тогда справедливо неравенство  

  |
( , )

| , = 1,2.
0,1 1

1∂
∂

£ ( ) -t t x
x

M v z i
i

 (2.24)

Доказательство леммы 2.3. Так как 
G( )h  задается как z z2 1

2= ,  то в точке z hŒ G( ) 
внешняя нормаль n z z( ) = (2 , 1)1 - ,  и формулы 
(2.6) имеют вид  

∂
∂

-
∂

∂
-

-
∂

t t
t

t

( , )
= (2 ( ( , ); , )

( ( , ); , ))

( ( ,
1

1
1

1

2

t x
x

z t x t x
z t x t x

x
z t x)); , )

) ( ( ( , ); , ));
1

1t x
x

z t x t x
∂

-y t
 (2.25)

∂
∂

-
∂

∂
-

-
∂

t t
t

t

( , )
= (2 ( ( , ); , )

( ( , ); , ))

( ( ,
2

1
1

2

2

t x
x

z t x t x
z t x t x

x
z t x)); , )

) ( ( ( , ); , ));
2

1t x
x

z t x t x
∂

-y t
 (2.26)

 y( ) = ( ) 2 ( ).2
1

1 1
1z v z z v z-     (2.27)

Из (2.25) следует, что 

 |
( , )

| (2 | ( ( , ); , ) ||
( ( , ); , )

|
1

1
1

1

∂
∂

£
∂

∂
+t t

tt x
x

z t x t x
z t x t x

x
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  |
( ( , ); , )

|) | ( ) | | ( ) | .2

1

1 1∂
∂

∫- -z t x t x
x

x G x
t

y y   (2.28)

Из (2.28) следует, что  

  G M v£ ( ).
0,1

    (2.29)

Рассмотрим �y y( ) ( , )1 1 1
2z z z∫ .  Тогда �y( ) = ( )1 2

1
1z v z - 

2 ( )1 1
1

1z v z- .  Очевидно, что �y(0) = (0).2
1v  Так 

как 

  ¢ ¢ - - ¢�y ( ) = ( ( ) 2 ( ) 2 ( ( )) ,1 2
1

1 2
1

1 1 2
1

1z v z v z z v z
то в силу (2.23) ¢ π�y (0) 0,  и справедливо 

  �y( ) = ( ( )) 2( ( )) ( ).1 2
1

1 1
1

1 1z v z v z o z¢ - ¢ +
Отсюда следует, что 

  | ( ) | | | .1 1
�y z m z≥

Следовательно,  

  | ( ) | | ( ( , ); , ) | .1
1

1y tx m z t x t x- -£  (2.30)
Из (2.28), (2.29) и (2.30) вытекает (2.24).
Неравенство (2.24) для i = 1  доказано. Не-

равенство (2.24) для i = 2  доказывается ана-
логично.

Лемма 2.3 доказана.
Заметим, что условие (2.23) суть условие 

(1.9) для границы z z2 1
2= .

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ТЕОРЕМЫ 1.2 

Полагая u t x v t x v x( , ) = ( , ) ( )- ˆ ,  перепишем 
задачу (1.1)—(1.4) в виде  

 
∂

∂
+ ∂ ∂ - +

+

u t x
t

u t x u t x x u t x

p t x t x
i i

( , )
( , ) ( , ) / ( , )

( , ) = ( , ),
0m D

Fgrad (( , ) ;t x QTŒ
 (3.1)

div ( , ) ,( , ) ; ( , ) ; [ , ];u t x t x Q p t x dx t TT= Œ = ŒÚ0 0 0
W

 (3.2)

 
F( , ) = ( , ) ( )

( )

( , )
( )

( )

t x f t x v x
v x
x

u t x
v x
x

v x
u

i
i

i

i
i

i
i

-
∂

∂
+

+
∂

∂
+

∂

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ ii

i

t x
x
( , )

∂
-

 
- +

+

Ú
Ú

m

m
t

t

1 ( , )

1 ( , )

( )( ( ; , ))

( )( , ( ;

Div

Div
t x

t

t x

t

u z s t x ds

v s z s t

E

E ˆ ,, ))x ds +
    (3.3)

  m0
=1

7

( ) ( , );Dv̂ x J t x
k

k∫ Â
 u x v x v x x(0, ) = ( ) ( ), ,0

0- Œˆ W     (3.4)

 
u t x

t x S t x t T xT

( , ) = 0,
( , ) = {( , ) : [0, ], .}Œ Œ Œ G

 (3.5)

В [1] установлено, что  

0 0
2

1
2

0 2
2|

( , )
| | ( , ) | | ( , ) |

t tu s x
t

ds u t x u s x dsÚ Ú
∂

∂
+ + £  (3.6)

 M s x ds u x t T
t

( | ( , ) | | ( ) | ), 0
0 0

2
0 1

2Ú + £ £F

с не зависящей t  от константой.
Получим оценку 

0 0
2| ( , ) |

t
s x dsÚ F .  Легко ви-

деть, что

  | ( , ) | ( ) ;2 ( )1J t x M v xx C
£ ˆ

W

  | ( , ) | ( ) | ( , ) | ;3 0 ( ) 0J t x M v x u t x
C

£ ˆ
W

  | ( , ) | ( ) | ( , ) | .4 0 ( ) 1J t x M v x u t xx C
£ ˆ

W

Отсюда следует, что 

  
0 3 0

2

0 0
2| ( , ) | | ( , ) | ;

t t
J s x ds M u s x dsÚ Ú£

  
0 4 0

2

0 1
2| ( , ) | | ( , ) | .

t t
J s x ds M u s x dsÚ Ú£

Здесь и ниже через M  будем обозначать кон-
станту, зависящую от .̂v

Дифференцируя J5,  имеем

  J t x u t x z t x t x5 1( , ) = ( ( )( ( , ), (; , )) ( , )m t tE — -  (3.7)

  m
t1 ( , )

2 ( , ( ; , )) ( ; , ))
t x

t
i

j k

k

j

u s z s t x
x x

z s t x
x

dsÚ
∂

∂ ∂
∂

∂
-

 
m

m

t1

2

1
1

3

( , )

( , ( ; , )) ( ; , )
)

t x

t j

i k

k

j

k

u s z s t x

x x
z s t x

x
ds

J

Ú

Â

∂

∂ ∂
∂

∂
=

=
=

55k t x( , ).

Оценим J
L Qt

51
2
( )

.  Очевидно, что 

  | | | ( ( , ), ( ( , ); , )) || ( , ) | .51J M u t x z t x t x t xx£ —t t t
Далее,  

J t x

M u t x z t x t x t x dxx

51 0

2

2 2

( , )

( ( , ), ( ( , ); , )) ( , )

£

£ — =ÚW
t t t

= —
+

ÚM u t x z t x t x t x dx
t xW ( )

2 2
( ( , ), ( ( , ); , )) ( , ) .t t t  (3.8)

Тогда  

  J t x
L Qt

51
2
( )

2
( , ) £     (3.9)

M u s x z s x s x s x dx ds
t

s x0

2 2

Ú Ú
+

— =( ( ( , ), ( ( , ); , )) ( , ) )
( )W

t t t

 M u s x z s x s x s x dx ds
t

h s x( ( ( , ), ( ( , ); , )) ( , ) )
0

,<
( )

2 2

Ú Ú
+

— +
W

t t t

В. П. Орлов 
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 0
,

( )

2 2

1

( ( , ), ( ( , ); , )) ( , ) )

(

t

h s xu s x z s x s x s x dx ds

M R R

Ú Ú
+ ≥

— =

= +
W

t t t

22),
где 

  W W G+ +Œ Œ,< ( ) = { : ( ), ( ( , ); , ) ( )},h t x x t z t x t x ht

  W W G+ ≥ +Œ /Œ, ( ) = { : ( ), ( ( , ); , ) ( )}.h t x x t z t x t x ht

Оценим слагаемое R1.
Рассмотрим отображение ° Ws h s: ( ),<+ Æ 

GTS T= [0, ]Æ ¥ ,  заданное формулой  

 
°s x x x

x s x x z s x s x
( ) = ( ( ), ( )),

( ) = ( , ), ( ) = ( ( , ); , ).
1 2

1 2 1

g g
g t g t

 (3.10)

Пусть Z h s ss h( , ) = : ( ),<° W+  — образ W+,< ( )h s  
при отображении °s .  С помощью соотношений 
(2.26) показывается, что если z s x s x h( ( , ); , ) ( )t Œ G ,  

то якобиан I s x
d
dx

s( , ) = det
°

 имеет вид 

  I s x z s x s x( , ) = ( ( ( , ); , )).1y t-

Оценим слагаемое R1.  В силу (2.24) имеем  
  

J M u s x z s x s x
L s s x

h h
51 ( ( ))

2

( )

2

2 ,< ,

( ( , ), ( ( , ); , ))
W W+ + £

£ ¥Ú t t

 | ( ( , ); , ) | .1
2z s x s x dxt -  (3.11)

Делая замену переменной ( , ) = ( ( ), ( ))1 1 2t g gz x x  
учитывая, что | ( ) | | ( ) |1 1y yz z Mz∫ £� ,  получаем  

  
J

M u z z z d dz

L s

s x

h

h

51 ( ( ))

2

( ) 1 1
2 2

1

1

1

2 ,<

,<

( , , ) .

W

W

+

+

£

£ Ú
-

t t
 (3.12)

Отсюда следует, что  

   0 51 ( ( )

2

0

2 ,<

,<

( | ( ( , ), ( ( , ); , ))

t

L s
t

x

J ds

M u s x z s x s x
h

h

Ú
Ú Ú

+

+

£

£

W

W
t t ||2 ¥

   
| ( ( , ); , ) | )

( | ( , , ) | | |

1
2

0 ( , ) 1 1
2 2

1
1

z s x s x dx ds

M u z z z
t

Z h s x

t

t

-

-

£

£ Ú Ú dd dz dst 1) ,
 (3.13)

где

 
Z h t z t x

z t x t x x sh

( , ) {( , ) : ( , ),
( ( , ); , ), ( )}.,

= = =
= Œ + <

t t t
t

1 1

1 W

Лемма 3.1. Для ( , ) ( , )1t z Z h tŒ  справедли-
во неравенство  

 t t≥ + - £ £ £ £t m z h z h t1 1 1/2 1 1/2, , 0 ,  (3.14)

где m1 > 0  не зависит от t z, ,1 t.  

Доказательство леммы 3.1. Из (1.4) 
вытекает, что u v v= -( )ˆ  

  
z t x x v s z s t x ds

T t x Q
t

T

1 1 1( ; , ) = ( , ( ; , )) ,
[0, ], ( , ) .

t
t

t
+

Œ Œ
Ú �

 (3.15)

 Следовательно,  

  
t

t
t
v s z s t x ds x z t xÚ -�

1 1 1( , ( ; , )) = ( ; , ).  (3.16)

По предположению, v1
1(0) > 0.  В силу гладкос-

ти �v x( , )t  и оценки (2.1) для z thŒ +W ,< ( )  спра-
ведливо неравенство v z m1 2( , ) > > 0t .  При 
t t= ( , )t x  из получаем  

  m t x z x z3 1 1 1( ) | | | | | | .- £ - £ +t  (3.17)

Отметим, что в силу v z m1 3( , ) > > 0t  при 
( , ) ( , )1t z Z h tŒ  всегда z1 < 0,  так как при z1 < 0  
траектория z s t x( ; , )  не может “втекать” в W  
из точки z t x t x( ( , ); , )t  границы. Отсюда и из 
(3.16) и (2.20) вытекает, что  

  
m t x z

m z z m z
3 1

4 1 1 5 1

( ) | |
| | | | | | .

- £ - £
£ + £

t
    (3.18)

Отсюда следует (3.15).
Лемма1 доказана.
Воспользовавшись леммой 3.1 и (3.13), по-

лучаем, что  

  0 51 ( ( )

2

0 ( , ) 1 1
2 2

1
1

2 ,<

( | ( , , ) | | |

t

L s
t

Z h s x

J ds

M u z z z d d
h

Ú
Ú Ú

+

£

£ -

W

t t zz ds1) £

 M u z z z d dz ds
t

D x0 1 1
2 2

1
1

1( | ( , , ) | | | ) ,Ú ÚÚ -t t  (3.19)

где

  D s mz z z h= ( ) ( 0,| | .1 1 1
1/2t ≥ + « £ £

Отсюда следует, что

0 51 (
,<

( )

2

0 0

( )/ )

1 1
2 2

2

1/2
( ( ( , , )

t

L h s

t s

h

s m

x

J ds

M u z z

Ú
Ú Ú Ú

+

-

-

£

£

W

t
t zz dz d ds1

1

1) ) .
-

t
 (3.20)

Применяя неравенство Гельдера с показателя-
ми p q p p, = / ( 1) (1, )- Œ +• ,  которые выберем 
позже, получаем  

  J M u z z
L t s

t s

x L h hh p
51 (0, ; ( ))

2

0 0 1 1
2

[ , ]

2

2 ,< 2
1/2 1/2

( ( , , )
W+

£ ¥Ú Ú -
t

  
-

- -Ú h

s m q qz dz d ds
1/2

( )/ )

1 1
1/| | ) ) .

t
t  (3.21)

Далее, вычисляя последний интеграл, имеем  

J

M u z z

L t s
t s

x L h h

h

p

51 (0, ; ( ))

2

0 0 1 1
2

[ , ]

2
2 ,<

2
1/2 1/2

( ( , , )

W+

£

£ Ú Ú -
t tt t-

-
s d ds

p1/
) .

 (3.22)
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Меняя порядок интегрирования, получаем  

 J M s ds
L t s

t t p

h
51 (0, ; ( ))

2

0

1/

2 ,<W+

£ - ¥Ú Ú
-

t
t

 
¥ £

£

-

-Ú

u z z d

u z z

x L h h
t

x L h

p

p

( , , )

( , , )

1 1
2

[ , ]

2

0 1 1
2

[ ,

2
1/2 1/2

2
1/2

t t

t
hh

d
1/2 ]

2
.t
 (3.23)

Далее, нетрудно видеть, что  

  u z z M u zx L h h x L
p p

( , , ) ( , ) .1 1
2

[ , ] ( )
2

1/2 1/2
2

t t
-

£
G

 (3.24)

В силу теорем вложения (см.[6], cтр. 411) име-
ем  

  u z M u z zx L Wp
p

( , ) ( , , )
2 2

1/2(1 1/ )( )

2

1 1
2

( )
t t

G G
£ £

-

 
£ =

=
- +

-

M u z

M u z
W

x p

p( , )

| ( , ) | .
/ ( / ) / ( )

/

t

t
2
1 2 1 1 1 2

2 1 2

W  (3.25)

Используя известное неравенство моментов 

  | ( , ) | | ( , ) | | ( , ) | ,2 1/2 2
1 1/4

0
1/4u z M u z u zp

p pt t t-
-£

и (3.25) получаем, что  

  u z u z u zx L

p p

p

( , ) ( , ) ( , ) .
2 ( )

2

2

2 1/2

0

1/2
t t t

G
£

-
 (3.26)

 Из (3.23), (3.24), (3.25) с помощью неравенства 

Гельдера для r
p

p
=

4
4 1

,
-

 ¢r p= 4 ,  имеем при 

произвольном e > 0   

 J M u z u z d
L t s

t p p

h
51 (0, ; ( ))

2

0 2

2 1/2

0

1/2

2 ,<

( , ) ( , )
W+

£ £Ú
-

t t t

 M u z d u z d
t r t r( | ( , ) | ) ( | ( , ) | )
0 2

2 1/

0 0
2 1/Ú Ú ¢ £t t t t

  e t t e t t
0 2

2

0 0
2| ( , ) | ( ) | ( , ) | .

t t
u z d C u z dÚ Ú+  (3.27)

Таким образом, 

  R u z d C u z d
t t

1 0 2
2

0 0
2| ( , ) | ( ) | ( , ) | .£ +Ú Úe t t e t t

 Аналогичная оценка для R2  устанавливается 
таким же образом, но проще, с использованием 
оценки (2.7). Из оценок R1,  R2  и (3.9) вытека-
ет, что 

  J u z d C u z d
L Qt

t t

51 ( )

2

0 2
2

0 0
2

2

| ( , ) | ( ) | ( , ) | .£ +Ú Úe t t e t t

Оценим J52.  Легко видеть, что

J t x

MM u s z s t x z s t x ds
t x

t

xx x C

52

0 ( , ) ( )

( , )

( , ( ; , )) ( ; , ) .

£

£ Út W

 (3.28)

Отсюда следует, что

 | ( , ) | | ( , ( ; , )) | .52 0
2

( , )

2J t x M u s z s t x dsdx
t x

t

xx£ Ú ÚW t

Проводя преобразования, аналогичные про-
веденным в [1] при оценке слагаемого I 4  из 
соотношения (5.2), получаем, что

 
| ( , ) | | ( , ( ; , )) |

| ( , )) | .

52 0
2

0

0 2
2

J t x M u s z s t x ds

M u t x ds

t

xx
t

£ £

£
Ú

Ú
Тогда имеем

 
0 52 0

2
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Аналогично оценивается и J53.
Для J6  и J7  с помощью несложных преоб-

разований получаем, что
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Учитывая оценки слагаемых J kk , = 1, , 7… ,  
(3.6), (1.8) и выбирая e > 0  достаточно малым, 
получаем, что
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Полагая q t u s x ds
t

( ) = | ( , ) |
0 2

2Ú ,  из (3.29) имеем

  q t M M u s x ds
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2£ + Ú

Отсюда вытекает, что

 q t M M M v x u x f t x
C

( ) , ( ( ) , ( ) , ( , ) ).3 3
1
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1 02
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Из этой оценки с учетом неравенства 
u x M v x v x0

1

0

1 1
( ) ( ( ) ( ) )£ + ˆ  и (3.29) следует 

оценка (1.10).
Теорема 1.2 доказана. 
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