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Аннотация. На основе математической теории разрывов, изучаются ударные упругие волны 
в насыщенной жидкостью пористой среде с учетом вязкости жидкости. Показано, что в такой 
среде существует два типа продольных волн и одна поперечная, а также получены диффе-
ренциальные уравнения и их решения для определения интенсивности фронта волны. На 
примере показано влияние вязкости жидкости и пористости на процесс распространения 
сферических волн.
Ключевые слова: теория разрывов, пористая среда, вязкость, интенсивность фронта волны

Abstract. Based on the mathematical theory of explosions, shock waves are studied in a saturated 
porous chsrede liquid with viscosity of the liquid. It is shown that in such an environment, there 
are two types of longitudinal waves and one ransverse, and obtained the diff erential equations and 
their solutions to determine the intensity of the wave front. The example shows the eff ect of fl uid 
viscosity and porosity on the propagation of spherical waves.
Key words: theory of explosions, porous medium, viscosity, intensity of the wave front

ВВЕДЕНИЕ
В работах [1—4] рассматривалось распро-

странение ударных волн в изотропных одно-
родных и неоднородных упруго-вязкопласти-
ческих средах. Показано, что в таких средах 
существует два типа ударных волн и опреде-
лены скорости и интенсивность их распростра-
нения.*

Ниже рассматриваются ударные волны в 
двухкомпонентной пористой среде, когда одна 
из компонент — вязкая жидкость [5]. Под по-
ристостью понимается эффективная порис-
тость, учитывающая лишь сообщающиеся 
между собой поры. Изолированные поры рас-
сматриваются как элементы упругой части 
пористого скелета.

1. СКОРОСТИ УДАРНЫХ ВОЛН
Под ударной волной в насыщенной жидкос-

тью упругой пористой среде с учетом вязкости 
жидкости понимается изолированная поверх-
ность ( )tÂ , на которой перемещения фаз не-
прерывны. Напряжения, сила, действующая на 
жидкость, и скорости перемещения фаз при 
этом претерпевают разрыв. Модули упругости 
и физико-механические коэффициенты среды 
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непрерывны. Среда перед фронтом волны на-
ходится в недеформированном состоянии.

Распространение волн в неограниченной 
однородной упругой насыщенной вязкой жид-
костью пористой среде описывается системой 
уравнений [5, 6]
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Здесь ui
( )1  — компоненты вектора перемещения 

твердой фазы; ui
( )2  — компоненты вектора 

перемещения жидкости; l , m  — коэффици-
енты Ламе; A1 , A2  — коэффициенты, завися-
щие от пористости среды и сжимаемости жид-
кости; r11 , r22  — эффективные плотности 
твердой фазы и жидкости; r12  — динамический 
коэффициент связи твердой фазы и жидкости. 
r r r11 1 12= - , r r r22 2 12= - , где r1  — плот-
ность твердой фазы, r2  — плотность жидкос-
ти. Жидкость будем считать сжимаемой. 
Точкой над буквой обозначена производная по 
времени. Индекс 1, стоящий вверху, относится 
к твердой фазе, индекс 2 — к жидкости. 

Здесь и в дальнейшем по повторяющимся 
индексам предполагается суммирование от 
единицы до трех.
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Для стационарного течения жидкости ко-
эффициент b  можно определить из условия 
выполнения закона Дарси [5, 6]

 b
m
k

= h 2

, k cm= d 2 , (1.2)

где  h  — коэффициент вязкости,  m — порис-
тость,  k — коэффициент проницаемости,  d
— диаметр пор,  c — постоянная.

Для рассматриваемой среды тензор упругих 
деформаций и деформаций жидкости связан с 
тензором напряжений и силой, действующей 
на жидкость, отнесенной к единице площади 
пористой среды. Запишем следующие зависи-
мости.
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На волновой поверхности ( )Â t  для двух-
фазной среды выполняются динамические со-
отношения [7].
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1

22
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где Vi
( )a  ( ,a = 1  2)  — скорости перемещения 

фаз, G — скорость движения волновой повер-
хности, ni — компоненты единичной нормали 
к волновой поверхности. Символом [ ] обозна-
чается разность между значениями функции 
на задней и передней сторонах поверхности 
разрыва.

Из выражений (1.3), динамических соотно-
шений (1.4) и условий совместности первого 
порядка [7] для малых деформаций 
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получим систему уравнений
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где  w a
i
( )  — величины скачков первых произ-

водных перемещений фаз.
Из системы (1.6) получим формулы для 

определения скоростей продольных  и попереч-
ных волн.

Для определения скорости продольной вол-
ны, умножим оба уравнения (1.6) на ni  и про-

суммируем по повторяющимся индексам, затем 
положим  w n wa

ai i
( ) = π 0  при a = 1,2 на по-

верхности ( )tÂ . В результате получим одно-

родную систему двух линейных уравнений 
относительно w1  и w2

 ( ) ( )La a a ar w r w- + - =1
2

1 2
2

2 0G A G ,

 L1 2= +l m ,   L2 1= A   a = 1 2,  (1.7)
Условием существования ненулевых реше-

ний системы (1.7) является равенство нулю её 
определителя. Это условие приводит систему 
(1.7) к уравнению относительно скорости про-
дольных волн  ( )G Gl=

 k G k G al l1
4

2
2 0- + = ,

 k1 11 22 12
2= -r r r , k A A2 11 2 22 1 12 12= + -r r rL , 

 a A A= -L1 2 1
2  (1.8)

Уравнение (1.8), вообще говоря, имеет два 
различных корня, каждый из которых опреде-
ляет скорость Gl1

 и Gl2
.
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Таким образом, в упругой насыщенной 
вязкой жидкостью пористой среде существует 
два типа (I и II) продольных волн.

Если связь между твердой фазой и жидкос-
тью отсутствует ( r12 =0, A1 =0), то из (1.9) 
следует

Gl1

1
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r
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22
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2
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r r

 (1.10)

Отсюда вытекает, что при отсутствии ди-
намической связи между фазами скорости I и 
II типов продольных волн равны скоростям 
волн, распространяющихся в сплошной упругой 
и в сплошной жидкой фазах в отдельности

Допустим, что w ni i
( )1 0= , w ni i

( )2 0=  на по-
верхности ( )tÂ  и не все w a

i
( )  (a =1, 2) равны 

нулю одновременно, тогда скорость поперечной 
волны (G Gt= )получим из соотношений 
(1.6). 

 Gt =
-

r m
r r r

22

11 22 12
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 (1.11)

Если r12 0= , то выходит, что в рассматри-
ваемой среде распространяется поперечная 
волна только в твердой фазе, скорость которой 
определяется формулой

O распространении упругих волн в насыщенной жидкостью пористой среде
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 Gt = =m
r

m
r11 1

 (1.12)

2. ИНТЕНСИВНОСТЬ ВОЛНОВОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ

Для определения изменения интенсивности 
ударных волн возьмем разность соотношений (1.1) 
на разных сторонах волновой поверхно сти.
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Запишем геометрические и кинематические 
условия совместности второго порядка для 
продольных волн [7]
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где  Li
( )a  ( ,a = 1 2)  — величины, характеризу-

ющие скачки вторых производных перемеще-
ний фаз, Wl  — средняя кривизна волновой 
поверхности, g gb  — коэффициенты первой 
фундаментальной квадратичной формы вол-
новой поверхности, xk

b  — производные дека-
ртовых координат xk  по криволинейным коор-
динатам ub  поверхности ( )tÂ .

С учетом (2.2) соотношения (2.1) запишем 
в виде системы уравнений
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При помощи (1.8) стандартным путем ис-

ключим из (2.3) величину Lk
( )2 . Тогда после 

преобразований, получим
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Величину w2  найдем из первого уравнения 

системы (1.6) при w n wa
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и подставим в (2.4). В результате получим
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Определим интенсивность Wl
( )1  продольной 

волны как величину, равную [7]

 Wl i i
( ) ( ) ( )1 1 1

1 1= =w w w w . (2.7)
Обозначим через s ≥ 0  расстояние вдоль 

нормалей к поверхности ( )t0Â , а d - произ-

водную представим в виде [7]
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Тогда уравнение (2.6) запишется таким 
образом [8]
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Уравнение (2.9) представляет собой диффе-
ренциальное уравнение, определяющее измене-
ние интенсивности ударных продольных волн 
I и II типов в твердой фазе.

Изменение интенсивности ударных продоль-
ных волн в жидкости найдем из выражения 
(2.5)
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Для определения интенсивности попереч-
ных волн продифференцируем по b  соотноше-
ние w n aa

k k
( ) ,( , )= =0 1 2
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,

( )= - =  (2.11)
и применим геометрические и кинематические 
условия совместности второго порядка. Из (2.1) 
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получим систему уравнений
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где Gt  — скорость поперечной волны.
Исключив величину Li

( )2  из (2.12) и исполь-
зуя формулы (1.10), получим
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Из уравнения (1.6), полагая что w na
i i
( ) = 0  

(a = 1,  2 ), следует 
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Тогда выражение (2.13) для определения ин-
тенсивности поперечной волны в первой фазе по-
сле преобразований и с учетом (2.8) примет вид
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Интенсивность поперечной волны для вто-
рой фазы определим из формулы (2.14)

 W Wt t t
( ) ( )2 1= G  (2.16)

Уравнения (2.9) и (2.15) для первой фазы 
запишем в одной форме
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Среднюю кривизну волновой поверхности 
в общем случае [7] можно записать в виде 

 W
W

W
=

-
- +

0 0

0 0
21 2

K s
s K s

 (2.18)

где W0,  K0  — начальные средняя и гауссова 
кривизны волновой поверхности.

Интегрируя уравнение (2.17) и учитывая 
(2.18), получим выражение для определения 
интенсивности волн, распространяющихся в 
твердой фазе
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W b

G
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Интенсивность волн для второй фазы опре-

деляется из формул (2.10) и (2.16).
Тогда выражение для изменения интенсив-

ности волн в насыщенной жидкостью пористой 
среде с учетом вязкости жидкости будет запи-
сано в виде

W W W W
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Таким образом, интенсивность волн в на-
сыщенной жидкостью упругой пористой среде 
с учетом вязкости жидкости зависит от порис-
тости среды, вязкости жидкости, начальной 
средней и гауссовой кривизн волновой поверх-
ности.

В частном случае, если вязкость жидкости 
n = 0 , то интенсивность волн совпадает с фор-
мулами [8].

3. ПРИМЕР
Пусть в упругом насыщенном жидкостью 

пористом пространстве волновая поверхность 
( )tÂ  представляет собой концентрически рас-

ширяющуюся сферу радиуса R. Определим 
интенсивность волн в процессе их распростра-
нения.

Будем считать, что единичный вектор n  
выбран так, что его направление совпадает с 
направлением распространения волны. Следо-
вательно, n  есть вектор внешней нормали к 
сферическим поверхностям, поэтому средняя 
кривизна при  s = 0  имеет отрицательное зна-

чение, то есть W0
0

1= -
R

, а гауссова кривизна  

K
R0

0
2

1= . Тогда переменную s  в уравнении 

(2.17) можно заменить переменной R .
Подставив в (2.18) значения W0  и K0 , по-

лучим Wp R R
= -

+
1

0

. Проинтегрировав урав-

нение (2.17) получим

 W W
R

R R

m

G k
Rp p

p

p

( ) ( ) exp( )1
0
1 0

0

2

2
=

+
-

h g
 (3.1)

Здесь Wp0
1( )  — это значение Wp

( )1  при R R= 0 .
Используя формулы (2.16) и (2.20), нахо-

дим 

O распространении упругих волн в насыщенной жидкостью пористой среде
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 W W
R

R R

m

G k
R

p l t

p p
p p

p

=
+

+
-

=

0
1 0

0

21

2
( )

( )
exp( ),

,

G h g
 (3.2)

Из (3.2) следует, что интенсивность фронта 
сферических волн зависит как от вязкости 
жидкости, так и от пористости среды.
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