
118 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2012. № 2

УДК 517.958 

ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ 
СТАЦИОНАРНОЙ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ 

НЕНЬЮТОНОВОЙ ЖИДКОСТИ 
В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ* 

А. В. Звягин 

Воронежский государственный университет 

Поступила в редакцию 22 августа 2012 г. 

Аннотация: в статье исследуется разрешимость в слабом смысле краевой задачи для сис-
темы уравнений, описывающей стационарное движение слабых водных растворов полимеров 
в неограниченной области с объективной производной в реологическом соотношении. 
Ключевые слова: слабо концентрированные водные растворы полимеров, слабые решения, 
аппроксимационная задача, теорема существования. 

Abstract: this paper establishes the solvability in weak sense for a model describing the station-
ary motion of weak aqueous polymer solutions in the unboundary domain with the objective de-
rivative in the rheological relation. 
Key words: weak aqueous polymer solutions, the solvability in weak sense, approximative prob-
lem, the existence theorem.

1. ВВЕДЕНИЕ.
Движение однородной несжимаемой жид-

кости с постоянной плотностью, в области 
W Ã , = , ,Rn n 2 3  на отрезке времени [ ]0 0, , > ,T T  
определяется системой дифференциальных 
уравнений в форме Коши (см., например, [1]). 
Формально эта система описывает течение всех 
видов жидкостей. Однако, число неизвестных 
этой системы больше числа уравнений. Для 
корректной постановки эту систему дополняют 
реологическим соотношением, которое обычно 
связывает между собой s  — девиатор тензора 
напряжения и тензор скоростей деформации 
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из способов определения реологического соот-
ношения — это метод механических моделей. 
Рассматриваемую среду моделируют с помо-
щью пробирок, пружинок и т.д. и производят 
необходимые вычисления. Такой подход для-
вывода реологических соотношений использо-
вался еще Кельвиным (см., например, [2]). 
Разумеется разные среды имеют разные меха-
нические модели и в результате расчетов по-
лучаются различные соотношения. 
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Российского фонда фундаментальных исследований 
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Для вязкоупругих жидкостей типа Фойгта 
хорошо известно соотношение 

 s n= + ,2 2E �E�  (1.1)
где n > 0  — вязкость жидкости, � > 0  — вре-
мя ретардации (запаздывания), а �E  — произ-
водная по времени тензора скоростей дефор-
мации. Однако метод механических моделей 
не указывает какую производную (частную, 
полную или какую-то специальную) надо брать 
в реальных процессах, где наряду со временем 
участвуют и точки области. 

Математические исследования начались с 
рассмотрением в (1) частной производной. Со-
ответствующая модель получила название 
модель Фойгта. Затем А. П. Осколковым был 
рассмотрен случай некоторого упрощения пол-
ной производной [3], который моделировал 
движение слабо концентрированных водных 
растворов полимеров [4]. Но позднее О. А. Ла-
дыженская обнаружила ошибки [5] и в после-
дующем в [6] и [7] было дано полное доказа-
тельство существования слабых решений моде-
ли с полной производной. Для этой модели с 
полной производной в реологическом соотно-
шении в работах [8], [9] для стационарного 
случая было доказано существование слабых 
решений. 

В последние годы под влиянием идей раци-
ональной механики [10] стали интересоваться 
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такими реологическими соотношениями, кото-
рые не зависят от наблюдателя, т.е. не меня-
ются при галилеевой замене переменных. Это 
оказалось связанным с использованием объек-
тивной производной. Иными словами, меняет-
ся ли исходная тензорная функция при изме-
нении системы отсчета по закону: 

 t t a* = +  (1.2)

 x x t Q t t t* *= + - ,0 0( ) ( )( )  (1.3)
где a  — некоторое значение времени, x0  — не-
которая точка в пространстве, x0

*  — некоторая 
функция времени со значениями в точках про-
странства, а Q  — некоторая функция времени 
со значениями в множестве ортогональных 
тензоров. Оказалось, что в случае частной и 
полной производных реологические соотноше-
ния, вычисленные в разных системах отсчета, 
меняются. Необходимую связь обеспечивает 
объективная производная. 

Определение 1.1. Пусть T t x( ),  — произ-
вольная тензорнозначная функция, не завися-
щая от наблюдателя. Оператор вида 
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где G  — некоторая матричнозначная функция 
двух матричных аргументов, называется объ-
ективной производной, если при любом изме-
нении системы отсчета (1.2)—(1.3) выполнено 
равенство 
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для всех возможных функций T. 
Одним из примеров объективной производ-

ной является сглаженная производная Яуман-
на [11]: 
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где r : ÆR Rn  — гладкая функция с компак-
тным носителем такая, что 
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 — тензор завихреннос-
ти. 

Подставляя реологическое соотношение 
(1.1) со сглаженной производной Яуманна в 
систему уравнений движения несжимаемой 
жидкости в форме Коши и рассматривая ста-
ционарный случай, получим следующую сис-
тему уравнений: 
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 divv x= , Œ ;0 W  (1.5)

 v | = .∂W 0  (1.6)

где v  — вектор-функция скоростей в точке 
области W  пространства Rn n, = ,2 3,  p  — фун-
кция давления, f  — плотность внешних сил. 

В работе исследуется слабая разрешимость 
краевой задачи (1.4)—(1.6) для системы урав-
нений, описывающей движение слабых водных 
растворов полимеров в неограниченной облас-
ти W Ã , = , ,Rn n 2 3  с объективной производной 
в реологическом соотношении. 

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 
РЕЗУЛЬТАТА

Пусть W  — неограниченная область евкли-
дова пространства Rn n, = ,2 3.  Через D( )W n  
будем обозначать пространство функций на W  
со значениями в Rn  класса C •  с компактным 
н о с и т е л е м ,  с о д е р ж а щ и м с я  в  W;  
V( ) { ( ) }W W= : Œ , =v v vn

D div 0  — подмножес-
тво соленоидальных функций пространства 
D( ) ;W n  V ( )W  — замыкание V( )W  по норме 
пространства W n

2
1( ) ;W  X( )W  — замыкание 

V( )W  по норме пространства W n
2
3( ) .W

Обозначим через Wm  пересечение W  с ша-
ром Bm  с центром в нуле радиуса m = , , , ...1 2 3  
в пространстве R nn , = , .2 3  Аналогично случаю 
с ограниченной областью введем новые обоз-
начения: 

Через L pp m
n( )W , < •,1 �  будем обозначать 

множество всех измеримых функций 
v m

n: ÆW R ,  суммируемых с p -той степенью; 
D( )Wm

n  — пространство функций на Wm  со 
значениями в Rn  класса C •  с компактным 
н о с и т е л е м ,  с о д е р ж а щ и м с я  в  Wm ;  
V( ) { ( ) }W Wm m

nv v v= : Œ , =D div 0  — подмно-
жество соленоидальных функций пространства 
D( ) ;Wm

n ; X m( )W  — замыкание V( )Wm  по нор-
ме пространства W m

n
2
3( ) .W  Аналогично введем 

обозначения V Bk( )  и L Bk4( ),  где Bk  — шар с 
центром в нуле и радиусом k.  

Исследование разрешимости одной стационарной модели движения неньютоновой жидкости...
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Определение 2.1. Пусть f VŒ .*  Слабым 
решением краевой задачи (1.4)—(1.6) называ-
ется функция v VŒ ,  удовлетворяющая для 
любого j ŒV  равенству: 
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Основным результатом работы является 
следующая теорема: 

Теорема 2.1. Пусть W  — неограниченная 
область пространства Rn ,  n = , .2 3  Тогда для 
любого f VŒ *  краевая задача (1.4)—(1.6) име-
ет хотя бы одно слабое решение v V* Œ .  

3. АППРОКСИМАЦИОННАЯ 
ЗАДАЧА

Добавим в уравнение (1.4) слагаемое 
- D , > .e e3 0v  Полученные уравнения называют 
e - аппроксимациями уравнения (1.4). Увели-
чение порядка уравнения приводит к необхо-
димости введения дополнительных граничных 
условий. Поэтому рассматривается следующая 
краевая задача с малым параметром, которую 
будем называть e - аппроксимацией исходной 
задачи (1.4)—(1.6): 
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Здесь e  — некоторое фиксированное положи-
тельное число; n  — внешняя нормаль к ∂W.  

Предполагается, что f VŒ *.  
Определение 3.1. Слабым решением кра-

евой задачи (3.1)—(3.3) называется функция 
v XŒ ,  удовлетворяющая для любого j ŒV  
равенству: 
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4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ТЕОРЕМЫ 2.1

Для доказательства данной теоремы вос-
пользуемся следующими результатами для 
рассматриваемой стационарной модели, полу-
ченными в работе [9], в случае ограниченности 
области W Ã , = , .Rn n 2 3  

Теорема 4.1. Пусть W  — ограниченная 
область пространства Rn ,  n = , .2 3  Тогда для 
любого f VŒ *  краевая задача (1.4)—(1.6) име-
ет хотя бы одно слабое решение v V* Œ .  

Теорема 4.2. Пусть W  — ограниченная 
область пространства Rn ,  n = , .2 3  Если v XŒ  
— решение уравнения (2.1), то для него имеет 
место следующая оценки: 
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Лемма 4.1. Для любой функции v VŒ  
выполнены следующие оценки: 
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Следуя [13], с. 117, можно рассмотреть су-
жение f  на W WWm mf V

m
: | Œ *( ),  которое зада-

ется формулой: f f
m

| , = , ,W j j�  где j  — про-

извольная функция из V( ),Wm  а �j  — продол-
жение j  нулем на все W.  Очевидно, 
f f

m
mV V

| £
* *W W W( ) ( )

.

На каждой области Wm  рассмотрим задачу 

(3.4). Заменим в (3.4) f  на f
m

|W  и пусть e = 1
m

.  

По теореме 4.1 эти задачи имеют хотя бы одно 
решение vm .  Обозначим через �vm  продолжение 
vm  нулем на все W  (последнее выполнено в 
силу существования граничных условий (3.3)). 
По теореме 4.2 нормы �v vm V m V m( ) ( )W W

=  рав-

А. В. Звягин
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номерно ограничены. Поэтому при m Æ •  без 
ограничения общности можно считать, что 
� �v vm ⇀ 0  слабо в V .  Покажем, что �v0  есть ре-
шение задачи (2.1). 

Возьмем произвольное j ŒV.  При некото-
ром k  носитель j  лежит в Wk .  Обозначим 
через vm

*  продолжение �vm  нулем за пределы 
W,  суженное на Bk .  Ясно, что v vm

* *Æ 0  слабо 
в V Bk( ),  и значит, сильно в L Bk4( ).  

Поэтому в силу существования сходимости 
в пространствах V Bk( )  и L Bk4( ),  а также в силу 
л е м м ы  4 . 1 ,  в с е  с л а г а е м ы е  ( 3 . 4 )  с 
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сходятся к соответствующим слагаемым (2.1): 
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причем, без ограничения общности, в силу 
оценки (4.1) теоремы 4.2 получаем: 

 
1

( ( )) ( ) 0mv dx m
m

j
W

— D : — D Æ Æ •.Ú при�

Итак, �v0  удовлетворяет тождеству (2.1) при 
всех j ŒV.  Значит �v0  является слабым реше-
нием задачи (1.4)—(1.6). 
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