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Аннотация: находится математическое ожидание решения начальной задачи для двумер-
ного уравнения диффузии в случае известного характеристического функционала случайных 
процессов. 
Ключевые слова: уравнение диффузии, случайный процесс, моментные функции, вариа-
ционная производная. 

Abstract: mathematical expectation for solution of Cauchy problem for two-dimensional diff usion 
equation is found in case of known characteristic functionals of random processes. 
Key words: diff usion equation, random processes, moment function, variational derivative. 

1. Введение. Рассмотрим задачу Коши для 
уравнения диффузии с двумя фазовыми пере-
менными  
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г д е  u t x x( ), ,1 2  —  и с к омая  функция , 
ei T i f T: Ã Æ , = , , : ¥ ÆR R R R1 3 2  случай-
ные процессы, u0

2: ÆR R.
В литературе [1] обычно рассматривают 

задачи, в которых случайные коэффициенты 
ei  имеют вид e ai tt w= +( ) ,  где a( )t  — задан-
ная детерминированная функция, а wt  — бе-
лый шум. Случайные процессы ei t( )  могут быть 
заданы своими характеристическими функци-
оналами. 

Мы предполагаем, что случайные коэффи-
циенты e2( )t  и e3( )t  заданы характеристичес-
ким функционалом 
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где символ < ◊, ◊ >  обозначает скалярное произ-
ведение в R2,  v L T1 1: Æ ,( ) R  v L T2 1: Æ ,( ) R  

v s
v s
v s

( )
( )
( )

=
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ ,1

2

 x
x
x

( )
( )
( )

t
t
t

=
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ ,1

2

 B s s( )1 2, =  

b s s b s s
b s s b s s

( ) ( )
( ) ( )

11 1 2 12 1 2

12 1 2 22 1 2

=
, ,
, ,

Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜ ,  b L T Tij : ¥ Æ ,1( ) R  b s sij ( )1 2,  

— симметрическая функция по переменным 
( ),s s1 2,  jij

T T
ij i jv b s s v s v s ds ds( ) ( ) ( ) ( )= , ,Ú Ú 1 2 1 2 1 2  

i j, = , .1 2  
Задача состоит в нахождении математичес-

кого ожидания M u t x x( ( )), ,1 2  решения задачи 
(1)—(2). Отметим, что случайные процессы 
e e2 3( ) ( )t t,  могут быть статистически зависимы-
ми. В работе [2] получена формула для нахож-
дения математического ожидания решения 
задачи (1), (2) с помощью характеристическо-
го функционала. 

В данной работе мы получаем вид матема-
тического ожидания решения для частного 
вида характеристического функционала, при-
чем не предполагается, что случайные процес-
сы e e2 3( ) ( )t t,  независимы. 

2. Связь параметров характеристичес-
кого функционала со случайными коэф-
фициентами e e2 3( ) ( ).t t,

Моментные функции случайного процесса 
определяются вариационным дифференциро-
ванием характеристического функционала [3] 
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Эти соотношения позволяют выяснить связь 
коэффициентов xj ,  bij  со случайными коэффи-
циентами e2,  e3.  Пусть L T•( )  — пространство 
существенно ограниченных на T  функций 
[4]. 

Теорема 1. Если реализации случайных 
процессов e e2 3( ) ( )t t,  принадлежат пространс-
тву L T•( ),  то 
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Доказательство. Запишем характеристичес-
кий функционал (3) в виде 
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Выясним связь функций xi s( ),  b s sij ( ),1 2,  где 
i j, = ,1 2,  со статистическими характеристика-
ми процессов e e2 3( ) ( ).t t,  

Введем обозначения 
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Характеристический функционал (4) мож-
но представить в виде 
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По теореме о дифференцировании сложных 
функционалов [3, стр. 21] 
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Заметим, что  
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Известно [3, стр. 14—15], что 
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Следовательно, 
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И, окончательно, 
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При v = 0  получим 

О среднем значении решения уравнения диффузии с зависимыми случайными коэффициентами 
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Теорема доказана. 
Замечание. В случае, когда процессы e2( )t  

и e3( )t  независимы 
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и выражение для характеристического функ-
ционала процессов e2( )t  и e3( )t  примет вид 
 

y
e e

( )

(exp( ( ( ) ( ) ( ) ( )) )

( (

v v

i M s v s M s v s ds

b
T

T T

1 2

2 1 3 2

11

, =
= + ¥

¥ +

Ú
Ú Ú 11 1 2 1 1 1 2

22 1 2 2 1 2 2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ))

s s v s v s

b s s v s v s ds ds

, +

+ , +

И. О. Дубровский



105ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2012. № 2

 

T T

+Ú Ú bb s s v s v s ds ds

b s s v s v s d
T T

11 1 2 1 1 1 2 1 2

22 1 2 2 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ¥

¥ ,Ú Ú ss ds

i M s v s ds

b s s v s v
T

T T

1 2
1

2 1

11 1 2 1 1 11

)

(
exp( ( ) ( ) )

( ) ( ) (

- =

=
+ ,

Ú
Ú Ú

e

ss ds ds

i M s v s ds

b s s v s v
T

T T

2 1 2

3 2

22 1 2 2 11

)
)

(
exp( ( ) ( ) )

( ) ( )

¥

¥
+ ,

Ú
Ú Ú

e

22 2 1 2

1 22 3

( )
)

( ) ( )

s ds ds

v v

=

= ,y ye e

где y e2 1( ),v  y e3 2( )v  — характеристические 
функционалы процессов e2( )t  и e3( )t , облада-
ющих распределением Лапласа. 

3. Математическое ожидание решения 
задачи (1), (2) 

В работе [4] получено выражение для мате-
матического ожидания решения задачи (1), (2) 
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где y( )v v v1 2 3, ,  — характеристический функ-
ционал процессов e1( ),t  e2( ),t  e3( ),t  символ *

x  
обозначает свертку двух функций по перемен-
ным x1,  x2. 

Лемма 1. Пусть d( )x  — дельта-функция 
Дирака. Тогда в пространстве обобщенных 
функций верно равенство 
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Доказательство. Действительно, используя 

определение свертки двух функций и свойства 
дельта-функции, получим 
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Теорема 2. Пусть в задаче (1), (2) случай-
ные процессы e2( ),t  e3( )t  заданы характерис-
тическим функционалом (3) и независимы с 
e1( ).t  Тогда 
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где y e1
( )v  — характеристический функционал 

процесса e1( ),t
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Доказательство. В силу независимости слу-

чайных процессов e2( ),t  e3( )t  с процессом e1( ),t  
значение характеристического функционала 
можно записать в виде 
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Введем дополнительные обозначения 
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О среднем значении решения уравнения диффузии с зависимыми случайными коэффициентами 
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По свойствам преобразования Фурье, полу-
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Объединяя полученные результаты, запи-
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С учетом (6), получаем доказываемое ра-
венство. Теорема доказана. 

Покажем, что в частных случаях в форму-
ле (5) можно произвести дальнейшие упроще-
ния 
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Лемма доказана. 
Подставив данный результат в (5), получим 

некоторое упрощение формулы для нахожде-
ния математического ожидания. 
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