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Аннотация. Рассматривается возможность применения стандартного алгоритма принятия 
решения для оптических сигналов с предусилением. Оптический усилитель рассматривается 
в приближении среды типа «рождения-гибели-иммиграции» (РГИ-среды). Рассчитываются 
характеристики обнаружения детерминированного и пуассоновского входных сигналов
Ключевые слова: квантовые усилители, статистика населённостей, РГИ-среда, уравнение 
Колмогорова, критерий идеального наблюдателя

Abstract. The possibility of standard decision taking algorithm application are investigated for 
optical signals with preamplifi cation. «Birth-Death-Immigration» medium (BDI-medium) approach 
is used for optical amplifi er. Deterministic and Poisson input signals detection characteristics are 
calculated
Key words: quantum amplifi er, population statistics, BDI-medium, Kolmogorov’s equation, ideal 
observer criterion

ВВЕДЕНИЕ. Для повышения чувствитель-
ности приема систем радио и оптического 
диапазонов часто используются усилители. В 
сантиметровом и миллиметровом диапазонах 
длин волн применяются квантовые усилители 
СВЧ (мазеры), в оптическом диапазоне — во-
локонно-оптические и полупроводниковые ла-
зерные усилители. Активная среда  в таких 
усилителях обычно представляется в виде трех 
или четырех-уровневой систем. Однако для 
анализа статистики фотонов можно упростить 
описание среды и представить её как набор 
двухуровневых атомов. В этих условиях кван-
тово-механический анализ усилителя может 
быть выполнен с использованием анализа диф-
ференциального уравнения типа уравнения 
Колмогорова. В статье выполнен анализ эф-
фективности обнаружения слабых оптических 
сигналов при использовании стандартного при-
ёмника прямого усиления, в котором на входе 
расположен предусилитель.

МОДЕЛИ УСИЛИТЕЛЕЙ. К настоящему 
времени предложено большое количество тео-
ретических моделей, описывающих процессы в 
лазерных усилителях (см., например, [1—3]). 
Здесь будет рассмотрен подход, основанный на 
статистике населённости, впервые предложен-
ный в [4]. Данный подход основан на исполь-
зовании ветвящихся процессов. Отметим, что 
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такие процессы используются в качестве моде-
лей уже достаточно давно, например, при 
описании космических лучей и в популяцион-
ной биологии. Будем называть такие процессы 
процессами «рождения-гибели-иммиграции» 
(РГИ), свойства которых достаточно хорошо 
изучены в теории стохастических процессов 
[5, 6].

Рассмотрим некоторое первоначальное ко-
личество частиц среды n .  Предположим, что 
каждая частица может произвести другую 
подобную частицу с вероятностью в единицу 
времени l  или исчезнуть (абсорбироваться или 
разрушиться) с вероятностью в единицу вре-
мени m . Кроме того, обозначим через n  — пос-
тоянная скорость, с которой могут появляться 
дополнительные частицы из внешнего источ-
ника. Подобные характеристики могут быть 
применены для описания поведения группы 
фотонов в квантовых усилителях. Действитель-
но, там возможны как увеличение, так и умень-
шение количества фотонов в результате нор-
мальной абсорбции, стимулированной или 
спонтанной эмиссии. Рассмотрим некоторую 
атомную или молекулярную систему, которая 
может существовать только на одном из двух 
близлежащих уровней. В нормальных услови-
ях ансамбль молекул находится в тепловом 
равновесии, большинство молекул находятся 
на нижнем уровне. Если может быть создан 
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инверсный режим, при котором больше моле-
кул будет находиться на верхнем уровне, то 
фотоны, проходящие через подобную систему, 
будут скорее усиливаться, чем ослабляться. 
Обозначим через t  — время распространения 
или глубина проникновения, P n t( , )  — вероят-
ность того, что n  частиц присутствует в мо-
мент (или на глубине) t . Тогда, если 
P n P n t0 0( ) ( , )= = , то вероятность P n t( , )  удов-
летворяет известному прямому уравнению 
Колмогорова:

 
∂ ∂ = - + - +

+ + + - + +
P n t t n P n t

n P n t n P
( , ) [( ) ] ( , )

[( ) ] ( , ) [ ( ) ]
1 1

1 1
l n
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Рассмотрим две идеальные ситуации, под-
тверждающие возможность использования 
уравнения (1). Вначале рассмотрим резонатор 
с идеальными отражающими стенками. Пусть 
nl  и  nm  — количество молекул на верхнем и 
нижнем уровнях. Для простоты считаем, что 
отклик этих молекул не зависит от частоты. 
Если в резонаторе находится m  фотонов, то 
вероятность того, что один фотон будет погло-
щен в единицу времени, пропорциональна m  
и nm , т. е. равна kmnm , где k  — константа.  
Аналогично, вероятность того, что в единицу 
времени вследствие стимулированной эмиссии 
появится новый фотон равна kmnl . Спонтан-
ная эмиссия также может производить новые 
фотоны с вероятностью knl . Из этого описания 
следует, что число фотонов в резонаторе с 
идеальными отражающими стенками может 
быть описано с помощью уравнения (1), где 
l m n ll m= = =kn kn, , . Отметим, что, если сиг-
нал вводится в резонатор через отверстие свя-
зи в волноводе, то это приводит к увеличению 
параметра n , так что n l> .

В качестве второго примера рассмотрим m  
фотонов, распространяющихся в канале, пред-
ставляющем собой материал, содержащий 
молекулы с плотностью nl  молекул в верхнем 
состоянии и nm  молекул в нижнем. В этом 
случае картина полностью аналогична преды-
дущей. Поэтому уравнение (1) представляет 
собой достаточно адекватное реальности урав-
нение, описывающее поведение частиц в раз-
личных условиях, в том числе в оптических 
усилителях.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА ЧАСТИЦ НА 
ВЫХОДЕ УСИЛИТЕЛЯ. Итак, рассмотрим 
уравнение (1) в предположении, что в началь-
ный момент времени t = 0  распределение P n0( )  
известно. Решение этого уравнения во многом 

зависит от вида начального распределения. 
Будем рассматривать два случая. Первый, 
когда число частиц на входе активной среды 
априори известно (детерминистическое распре-
деление). И второе, когда входное распределе-
ние — пуассоновское, что соответствует про-
стейшей модели лазерного излучения при иг-
норировании лазерной спонтанной эмиссии. 
Соответствующие распределения числа фото-
нов в этих условиях на выходе РГИ-среды  
могут быть получены аналогично [7]. 

Если на входе активной РГИ-среды ничего 
нет, т.е. начальное число фотонов n0 0= , то 
P n n0( ) ( )= d  и распределение числа частиц на 
выходе имеет вид:

P n t P n t B n k t h t( , ) ( , ) , , ( ) ( ) ,∫ = ( )1 n l n l  (2)
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Таким образом, даже в отсутствии сигнала 

на входе лазерного усилителя (РГИ—среды), 
на его выходе появляются фотоны вследствие 
спонтанной эмиссии с распределением (2), ко-
торые необходимо интерпретировать как шум. 
Несложно заметить, что при l m, Æ 0  распреде-
ление (2) стремится к пуассоновскому распреде-
лению: P n t n k t h tn

1( , ) exp( ) !, ( ) ( ).= - =� � �l l l n l
Предположим теперь, что на входе усилите-

ля (РГИ-среды) имеется определённое число 
фотонов n0 0π . Тогда, аналогично [7], 
P n n n0 0( ) ( )= -d  и распределение числа фотонов 
представляет собой свёртку отрицательно и 
положительно-биномиального распределений:

P n t B n n n k t h t

b n n n k t h t

2 0 0

0 0 1

( , ) , , ( ) ( )

, , ( ) ( )

= + +( ) ( )( ) *

* -[ ]
n l n l

(( )( ).  (3)

Здесь «*» — знак свёртки распределений, 
а b n m N C p pm

n n m n( , , ) ( )= - -1  (Cm
n  — биноми-

альные коэффициенты, p N m= / ) — по-
ложительно-биномиальное распределение. 
Заметим, что в (3) коэффициент p A t= =( )

k t
h t

t= - = - - -[ ] -ÈÎ ˘̊-( )
( )

( ) exp ( )
1 1m l m m l l  может 

принимать как положительные, так и отрица-
тельные значения. Тогда можно показать, что 
при A t( ) < 0

Анализ характеристик обнаружения слабых оптических сигналов с предусилением
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Наконец,  предположим, что число фотонов 
n0  на входе усилителя — случайная величина 
с пуассоновским  распределением:

 P( , ) ! exp , .n n nnh h h= ( ) -[ ] ≥ 0  (4)
Тогда распределение числа фотонов на 

выходе усилителя (РГИ-среды) будет описы-
ваться формулой:
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где  Ln
a( ) ◊( )  — обобщенный полином Лагерра.

Таким образом, формулы (2), (3), (5) опи-
сывают распределение числа фотонов на выхо-
де усилителя (РГИ — среды) при различных 
начальных условиях. Однако для расчёта ха-
рактеристик обнаружения сигнала необходимо 
учесть также внутренний шум приёмника — 
оптического детектора. Обычно считают, что 
распределение этого шума — пуассоновское 
P( , )n e . Этот шум принципиально неустраним 
и добавляется к фотонам на выходе усилителя. 
В результате необходимо рассмотреть следую-
щие распределения числа фотонов.

Если сигнала нет (выполняется гипотеза 
H0), то на входе детектора присутствует адди-
тивная смесь шумов усилителя и детектора. 
Распределение этой смеси несложно получить 
из (2), (4) как
 P n t P n t nH

S P( )( , ) ( , ) ( , )0
1= * e . (6)   

Аналогично получается распределение числа 
фотонов на входе детектора и в случае наличия 
полезного сигнала (гипотеза H1). При этом, если 
количество фотонов на входе — детерминиро-
ванная величина, то распределение на входе 
детектора описывается выражением
 P n t P n t nH

S P
1

1
2

( )( , ) ( , ) ( , )= * e . (7)

Наконец, в случае случайного (пуассоновско-
го) распределения числа фотонов на входе 
усилителя, имеем

 P n t P n t nH
S P

2

1
3

( )( , ) ( , ) ( , )= * e . (8)
Следовательно, формулы (6)—(8) могут 

быть использованы для расчёта эффективнос-
ти обнаружения оптического сигнала при на-
личии входного усилителя.  

ХАРАКТЕРИСТИКИ ОБНАРУЖЕНИЯ 
ОПТИЧЕСКОГО СИГНАЛА. Известно [8], что 
для решения задачи обнаружения сигнала на 
фоне шумов широкое распространение получи-
ли алгоритмы, основанные на расчёте отноше-
ния правдоподобия. Применим подобный метод 
и в данном случае. Тогда решение о наличии 
или отсутствии полезного сигнала на входе 
приёмника будет определяться, исходя из сле-
дующего правила:

 L n P n H
P n H

H

H

H[ ] =
>
<

( )
( ) ,1

0

1

0

 (9)

где H — порог обнаружения, P n Hi( )— веро-
ятность появления n  фотонов при выполнении 
гипотезы H ii( , )= 0 1 .

Обозначим P ns( ) — распределение числа 
фотонов, соответствующее сигналу, а P nN ( )
— аналогичное распределение, соответствую-
щее шуму, не конкретизируя виды этих рас-
пределений. Предположим, что сигнал и шум 
независимы, аддитивно складываются. Тогда 
отношение правдоподобия может быть пред-
ставлено как

 L n P k P n k P ns N N
k

n

[ ] = -
=
Â ( ) ( ) ( ).

0

 (10)

Возвращаясь к нашей задаче, несложно 
заметить, что распределение P n P n tN

H( ) ( , ).( )= S
0  

В то же время распределение числа фотонов, 
соответствующее сигналу P ns( ) , определяется 
либо формулой (7), либо (8) в зависимости от 
распределения числа фотонов на входе среды. 

В [9] показано, что вместо достаточно слож-
ной статистики (10) для решения задачи обнару-
жения сигнала на входе РГИ-среды (усилителя) 
можно воспользоваться  значительно более прос-
тым правилом, основанным на подсчёте числа 
фотонов и сравнении с некоторым порогом:

 n

H

H

h

1

0

>
<

 . (11)
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Порог обнаружения h  будем выбирать, 
исходя из критерия идеального наблюдателя 
[8], при котором осуществляется поиск мини-
мума  ср едней  в ероятно сти  ошибки 

P h P h P hE( ) ( ) ( ) ,= +[ ]1
2 1 2  где P h P n H

n h
1 0( ) ( ),=

=

•

Â  

P h P n H
n

h

2 1
0

( ) ( ).=
=

Â  Решающие правила (10) и 

(11) эквивалентны при выполнении условия 
[9]:
 d f x dxN

2 2 0log ( ) ,[ ] £  (12)
где f xN ( )— непрерывное распределение P xN ( ), 
получаемое путём подстановки в P xN ( ) : 
x n x x x= + = ≥, ( ) !,G 1 0 .  При этом f x P xN N( ) ( )=  
при целых x .

Используя распределение (6) в качестве 
распределения числа фотонов в отсутствии 
сигнала (гипотеза H0), легко убедиться в вы-
полнении условия (12). Таким образом, в даль-
нейшем для решения задачи обнаружения бу-
дем использовать простое решающее правило 
(11).

Выполним теперь расчёт средней вероят-
ности ошибки P he( ) . Для этого учтём, что

 P h P n H P n tH

n hn h
1 0

0( ) ( , )( )= ( ) =
=

•

=

•

ÂÂ S , (13)
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Далее на рис. 1—4 представлены зависи-
мости вероятности средней ошибки Pe  от  
различных параметров при пороге h , обеспе-
чивающем минимум значения этой вероятнос-
ти. На всех рисунках сплошные кривые соот-
ветствуют случаю детерминированного вход-
ного числа фотонов, пунктирные  — пуассо-
новского. Кроме того, все зависимости на 
рис. 1—4  построены при n0 10= =h .

На рис. 1 представлены зависимости веро-
ятности средней ошибки Pe  от интегрального 
параметра рождения фотонов L = lT  при трех 
различных значениях параметра поглощения 
M = mT , где T — интервал наблюдения. Для 
всех кривых N = = =n eT 2 1, . Кривые 1 на 

этом рисунке построены при M = 0 1. , кривые 
2 — при M = 0 5. , кривые 3 — при M = 1.

Рис. 1. Зависимость вероятности средней ошибки 
от параметра рождения фотонов

Из анализа рис.1 следует, что вероятность 
средней ошибки Pe  убывает с ростом парамет-
ра рождения фотонов L . Это можно объяс-
нить, используя формулу для математическо-
го ожидания распределения числа фотонов

 
m n t

t

= -[ ] +

+ -( ) -[ ] -( )
exp ( )

( ) exp ( ) ,

l m

n l m l m 1
 (15)

причем   n n= 0  — при детерминированном 
входном числе фотонов, n = h — при пуассо-
новском. Первое слагаемое в формуле (15) 
соответствует сигнальной, а второе — шумовой 
составляющей математического ожидания чис-
ла фотонов на выходе РГИ-среды. Из данной 
формулы видно, что с ростом параметра L  
также возрастает и коэффициент усиления 
K t= -[ ]exp ( )l m . В то же время с увеличени-
ем L  сигнал усиливается сильнее, чем шум 
спонтанного излучения, что также следует из 
(15). Чем меньше параметр поглощения M , 
тем больше коэффициент усиления, а значит 
меньше вероятность средней ошибки. Кроме 
того, средняя вероятность ошибки в этих усло-
виях практически не зависит от величины па-
раметра L . Как и следовало ожидать, при 
случайном входном сигнале вероятность сред-
ней ошибки превышает аналогичную вероят-
ность для известного (детерминированного) 
числа фотонов на входе усилителя. Остальные 
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выводы справедливы и для этого случая.
На рис. 2 представлены зависимости веро-

ятности средней ошибки Pe  от интегрального 
параметра поглощения фотонов M = mT  при 
трех различных значениях параметра рожде-
ния L = lT . На всех кривых N = = =n eT 1 1, . 
Кривые 1 на этом рисунке построены для 
L = 0 2. , кривые 2 — для L = 1, кривые 3 — 
для L = 2 .

Рис. 2. Зависимость вероятности средней ошибки 
от параметра поглощения фотонов

Из анализа рис.2 следует, что вероятность 
средней ошибки Pe  возрастает с ростом пара-
метра поглощения фотонов M . Такое её пове-
дение объясняется аналогичным образом, как 
и для рис. 1, с помощью формулы (15). Чем 
больше параметр рождения L , тем больше 
коэффициент усиления, а значит меньше веро-
ятность средней ошибки. Как и следовало 
ожидать, при случайном входном сигнале ве-
роятность средней ошибки больше (приблизи-
тельно раза в два), чем в случае известного 
(детерминированного) числа фотонов на входе. 
Остальные выводы справедливы и для этого 
случая.

На рис. 3 представлены зависимости веро-
ятности средней ошибки Pe  от интегрального 
параметра иммиграции фотонов N = nT  при 
трех различных параметрах поглощения 
M = mT . На всех кривых L = = =l eT 1 1, . 
Кривые 1 на этом рисунке построены для 
M = 0 1. , кривые 2 — для M = 0 5. , кривые 3 
— для M = 1.

Рис. 3. Зависимость вероятности средней ошибки 
от параметра иммиграции фотонов

 
Из анализа рис.3 следует, что вероятность 

средней ошибки Pe  возрастает с ростом пара-
метра иммиграции фотонов N . Это объясня-
ется всё той же формулой (15), из которой 
видно, что рост параметра иммиграции соот-
ветствует увеличению шума спонтанного излу-
чения усилителя. Причем скорость роста веро-
ятности средней ошибки тем больше, чем 
больше коэффициент усиления (чем меньше 
M ). Остальные выводы аналогичны выводам 
к рис.2.

На рис. 4 представлены зависимости веро-
ятности средней ошибки Pe  от интегральной 
интенсивности темнового тока фотодетектора 
e  при трех различных значениях параметра 
поглощения M = mT .  На всех кривых 
L N= = = =l nT T1 1, . Кривые 1 на этом ри-
сунке построены для M = 0 1. , кривые 2 — для 
M = 0 5. , кривые 3 — для M = 1. Кроме того,  
на этом рисунке кривой 4 представлена зави-
симость  вероятности средней ошибки Pe  от 
интегральной интенсивности темнового тока 
фотодетектора e  при отсутствии усилителя. 
Несложно показать, что эта вероятность опи-
сывается формулой:

   P h
h

h
h

hE( )
( , )

( )!
( , )

!
/= -

-
+ + +Ï

Ì
Ó

¸
˝
˛

1
1

1
2

G Ge h e
. (16)

Из анализа рис.4 видно, что вероятность 
средней ошибки Pe  возрастает с ростом интен-
сивности темнового тока e , т.к. увеличивается 
суммарный шум. Скорость возрастания веро-
ятности тем меньше, чем больше коэффициент 

В. И. Парфёнов, В. С. Кириллов



71ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2012. № 2

усиления, т.к. в этом случае он не влияет на 
скорость приращения суммарного шума. Как 
и следовало ожидать, при случайном входном 
сигнале вероятности полной ошибки сущест-
венно больше, чем при детерминированном. 
Остальные выводы справедливы и для этого 
случая. Из сравнения вероятностей ошибок при 
наличии и при отсутствии усилителя можно 
сделать следующие выводы. Наличие предуси-
лителя может привести как к улучшению, так 
и к ухудшению эффективности обнаружения 
сигналов: все зависит от его характеристик, а 
точнее, от соотношения между такими его па-
раметрами, как L , M и N . Очевидно, что 
наличие предусилителя будет способствовать 
повышению эффективности обнаружения оп-
тического сигнала с ростом параметра рожде-
ния L  и с уменьшением параметров поглоще-
ния M  и иммиграции N . Кроме того, резуль-
тат сравнения также зависит от интенсивности 
темнового тока e . Точные количественные 
результаты подобного сравнения видны из 
рис.4, а также следуют из формул (6)—(8), 
(13), (14) и (16).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. В статье подробно иссле-
дована модель лазерного усилителя при исполь-
зовании ветвящихся процессов типа процессов 
«рождения-гибели-иммиграции». Приведено 
физическое обоснование подобной модели. Вы-
полнен точный расчет характеристик числа 

фотонов на выходе усилителя. Получены и 
исследованы характеристики обнаружения 
слабых оптических сигналов стандартным при-
емником прямого усиления с использованием 
предусилителя, описываемым моделью среды 
типа «рождения-гибели-иммиграции». Опреде-
лены условия повышения эффективности об-
наружения оптических сигналов приемниками 
с предусилителями. Выполнен сравнительный 
анализ эффективности обнаружения оптичес-
ких сигналов с использованием и без исполь-
зования предусилителей. Определены условия, 
при которых применение предусилителя поз-
воляет повысить эффективность обнаружения. 
Полученные результаты позволяют осущест-
вить обоснованный выбор структуры приемно-
го устройства слабых оптических сигналов, а 
также определить параметры предусилителя, 
обеспечивающего заданную эффективность 
обнаружения.
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