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Аннотация. В работе рассматривается задача упругопластического кручения полого цилин-
дрического стержня с кольцевым поперечным сечением. Материал стержня предполагается 
изотропным, неоднородным, предел текучести сохраняет постоянное значение вдоль линий 
концентричных эллипсов. Предполагается, что пластическая область целиком охватывает 
внешний контур поперечного сечения стержня. С использованием метода малого параметра 
исследовано напряженное состояние стержня.
Ключевые слова: напряжение, напряженное состояние, кручение, неоднородный материал, 
метод малого параметра.

Abstract. The present work is devoted to the problem of elastoplastic torsion of hollow cylindri-
cal rod with a circular cross section. The material of the rod is assumed isotropic, heterogeneous, 
yield stress is constant along the lines of concentric ellipses. It is supposed that the outer contour 
of cross section is covered wholly with plastic zone. Using the small parameter method the stress 
state of the rod is investigated.
Keywords: pressure, stress, the stress state, heterogeneous material, the small parameter method

ВВЕДЕНИЕ
Проблемы теорий пластичности неоднород-

ных и анизотропных сред в последнее время 
привлекают многих исследователей. Об этом 
свидетельствуют работы [1—9]. Одним из ме-
тодов решения задач в данном случае являет-
ся метод малого параметра, как метод, позво-
ляющий получить приближенное аналитичес-
кое решение сложных нелинейных задач. Метод 
малого параметра использовался в работах 
[1—3], [7], [9].*

В теории пластичности неоднородных сред 
предполагается, что предел текучести матери-
ала зависит от координат точек тела [10]. При 
использовании метода малого параметра пре-
дел текучести, как и другие функции, пред-
ставляется в виде ряда по некоторому безраз-
мерному параметру. За начальное приближение 
принимается решение соответствующей задачи 
при постоянном пределе текучести.

В работах [1, 2] рассматривается напряжен-
ное упругопластическое состояние  толстостен-
ной трубы, находящейся под действием внут-
реннего давления. Материал трубы предпола-
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гается изотропным неоднородным, в работе [1] 
предел текучести сохраняется постоянным 
вдоль параллельных прямых, а в работе [2] 
предел текучести сохраняет постоянное значе-
ние вдоль линий концентричных эллипсов. В 
работе [3] исследовано напряженное состояние 
задачи Л. А. Галина для случая неоднородной 
пластической среды, считается, что неоднород-
ность сохраняет постоянное значение вдоль 
эллиптических кривых.

В данной работе, следуя подходу авторов 
работ [1—3], с использованием метода малого 
параметра исследована задача упругопласти-
ческого кручения изотропного неоднородного 
полого цилиндрического стержня с поперечным 
сечением в виде кругового кольца. Предел те-
кучести, следуя [2], сохраняет постоянное зна-
чение вдоль концентричных эллипсов. Опреде-
лено напряженное состояние стержня и найде-
на упругопластическая граница в первом 
приближении.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим задачу упругопластического 

кручения неоднородного полого стержня 
(рис. 1). Внешняя и внутренняя поверхности  
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стержня являются круговыми цилиндрами 
радиусов b  и a  ( b a> ).

Введем цилиндрическую систему координат 
r, q, z так, что координатная ось z направлена 
по оси цилиндров.

Стержень закручивается вокруг оси z рав-
ными и противоположными парами сил с мо-
ментом М. Боковая поверхность стержня сво-
бодна от нагрузок. Предположим, что величи-
на крутящего момента М такова, что пласти-
ческая зона целиком охватывает внешний 
контур. В пластической области материал тру-
бы предполагается неоднородным, предел те-
кучести является функцией координат. Грани-
ца раздела пластической и упругой областей  
заранее неизвестна и подлежит определению в 
процессе решения задачи о напряженном со-
стоянии стержня.

Согласно известной гипотезе жесткого кон-
тура [11], поле перемещений представляется  в 
виде u u z u wzr q wr r q w= = = ( )0, , , , , здесь w 
— неизвестная функция, характеризующая 
депланацию поперечного сечения, w  — крут-
ка или угол кручения на единицу длины. Сис-
тема уравнений для определения напряженно-
го состояния стержня имеет вид (далее символ 
«е» вверху подчеркивает принадлежность ве-
личин к упругой области, а символ «р» — к 
пластической области).

Уравнения равновесия сводятся к одному 
дифференциальному уравнению
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В упругой области имеют место соотноше-
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Соотношения закона Гука 
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где G = m  — модуль сдвига.
Следуя [2], условие пластичности примем в 

виде  
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где k a b A B0, , , ,  — const, d  — малый безраз-
мерный параметр.

Согласно (4), предел текучести сохраняет 
постоянное значение вдоль эллипсов
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где c — const (рис. 2) и изменяется в зависи-
мости от изменения величины с.

На внешнем контуре L1  и внутреннем кон-
туре L2  выполняются граничные условия
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где n ni i
r q
( ) ( ),  — компоненты единичной нормали 

к контуру Li  (i=1, 2).
На упругопластической границе выполня-

ются условия непрерывности напряжений

 t rz LS

ÈÎ ˘̊ = 0 , tqz LS

ÈÎ ˘̊ = 0 , (7)

где LS  — упругопластическая граница.
В упругой области из уравнения равновесия 

(1), учитывая (2) и (3), получим уравнение
 Dwe = 0  , (8)
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  — оператор Ла-

пласа.
Далее в соотношениях (1)—(3) и (5)—(8) 

все величины, имеющие размерность напряже-
ния, будем считать безразмерными и отнесен-
ными к пределу текучести в нулевом прибли-
жении k0 , величины, имеющие размерность 
длины, также будем считать безразмерными и 
отнесенными к радиусу упругопластической 
границы в нулевом приближении r0 .

Рис. 1. Кручение полого цилиндрического стержня

Ю. Д. Щеглова
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Рис. 2. Схематическое изображение неоднородности материала [2]

Условие (4) в безразмерном виде примет 
форму 
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Уравнения внешнего и внутреннего конту-
ров стержня  L1  и L2  имеют вид
 r b= ,  r a= , (10)
где b a,  — внешний и внутренний безразмер-
ные радиусы, соответственно.

Граничные условия на контурах (5), (6) с 
учетом (10) запишутся в виде 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МАЛОГО 
ПАРАМЕТРА

Определим напряженное состояние стерж-
ня, используя метод малого параметра.

Согласно методу малого параметра [12], все 
искомые величины представляются в виде ря-
дов по степеням параметра d 
 t t dtij ij ij= + +( ) ( ) ...0 1 , w w we e e= + +( ) ( ) ...0 1d , 
 r r drs = + +0 1 ... , (13)
 здесь rs  — упругопластическая граница.

Подстановка рядов (13) в соотношения 
(1)—(3), (5)—(9), (11), (12) позволяет получить 
системы определяющих соотношений при оди-
наковых степенях малого параметра d. В нуле-
вом приближении имеет место известная зада-
ча упругопластического кручения однородного 
полого стержня с поперечным сечением в виде 
кольца. Решение этой задачи имеет вид [11]
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Рассмотрим решение задачи в первом при-
ближении. В силу линейности соотношения (1) 
и (8) сохраняют свой вид для каждого прибли-
жения.

Условие пластичности (9) в первом прибли-
жении будет иметь вид
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Подстановка (14) в (15) дает выражение для 
tqz

p( )1 , а именно, 
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Переход к полярным координатам с учетом 
того, что x = r qcos , y = r qsin  позволяет по-
лучить эту компоненту напряжений в виде

Об упругопластическом кручении полого цилиндрического стержня из неоднородного материала...
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Подставляя (16) в (1) и учитывая граничное 
условие (11), получим компоненту напряжений 
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Из соотношений (2) и (3) следует, что ком-
поненты напряжений в первом приближении в 
упругой области будут определяться выраже-
ниями
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С учетом (18) граничное условие на внут-
реннем контуре (12) преобразуется к  виду
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Условия непрерывности компонент напря-
жений на упругопластической границе (7) бу-
дут иметь вид
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Соотношение (20) при использовании (14), 
(17) и (18) примет форму
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Для функции we( )1 в упругой области, объ-
единяя (8), (19) и (22), получим задачу Нейма-
на для кольца 
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где R R1 2 1= =a , ,j q1 0( ) = ,
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Как известно [13], необходимым условием 

существования решения задачи Неймана для 
кольца является условие
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Нетрудно проверить, что в данном случае 
оно выполняется.

Решение уравнения Dwe( )1 0=  имеет вид 
[13]
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Используя краевые условия задачи (23), 
определяем ненулевые коэффициенты в (24)
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С учетом полученных выражений функция 
депланации в упругой области примет вид
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и напряжения в упругой области (18) будут 
такими
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Из условия (21) с учетом (14), (16) и (25) 
получим выражение для радиуса упругопла-
стической границы в первом приближении
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Тогда упругопластическая граница соглас-
но (13) и (14) примет вид
 r drS = +1 1

АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ

На рис. 3а, 3б, 3в показана зависимость 
упругопластической границы от угла q в случае 
однородного и неоднородного материала. При 
этом значения безразмерных характеристик 
принимались следующими: на рис. 3а — 
d = 0.12, a =2, b=3 a = 0.5, b = 2, А = –1.5, 
В = –1.5; на рис. 3б — d = 0.12, a =2, b = 3, 
a = 0.5, b = 2, А = 0, В = 0; на рис. 3в — 
d = 0.12, a =1, b = 1, a = 0.5, b = 2, А = 0, 
В = 0. Рис. 3в соответствует частному случаю, 
когда предел текучести сохраняет постоянное 
значение вдоль окружностей. 

а

б                                                                 в
Рис. 3. Положение упругопластической границы
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Зависимость компонент напряжений от 
координаты r в пластической зоне представле-
на на рис. 4, а в упругой зоне — на рис. 5. 
Компоненты напряжений с учетом первого 
приближения обозначены знаком «~». При этом 
значения безразмерных характеристик прини-
мались следующими: d = 0.12, a = 2, b = 3, 
a = 0.5, b = 2, А = –1.5, В = –1.5, q = p/6.

Из полученных решений следует, что учет 
неоднородности материала оказывает влияние 
на характер поведения компонент напряжений 
в упругой и в пластической областях и на 
положение упругопластической границы. В 
случае, представленном на рис. 3в, можно 
сделать вывод, что учет неоднородности ма-
териала приводит к уменьшению пластической 
области.

Следуя [2], можно отметить, что прием 
определения неоднородных свойств на примере 
концентричных эллипсов может быть распро-
странен на случай различных семейств кри-
вых.
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