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Аннотация. В гильбертовом пространстве задача Коши для абстрактного нелинейного па-
раболического уравнения с монотонными операторами в условиях существования гладкого 
решения решается приближенно методом Галеркина. Получены энергетические оценки пог-
решностей приближенных решений, из которых следует сходимость приближенных решений 
к точному, а также для проекционных подпространств типа конечных элементов и скорость 
этой сходимости. 
Ключевые слова: гильбертово пространство, метод Галеркина, нелинейное параболическое 
уравнение. 

Abstract. In the Hilbert space under the conditions of existence of smooth solution the Cauchy 
problem for abstract nonlinear parabolic equation with monotone operators is resolved approximate 
by the Galerkin’s method. There are calculated energy estimations of errors of the approximate 
solution, from which both convergence of the approximate solution to exact ones, and speed of this 
convergence for projective subspaces of fi nit elements type follow. 
Key words: Hilbert space, Galerkin method, nonlinear parabolic equation. 

ОПИСАНИЕ ИСХОДНОЙ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 
Пусть дана тройка вложенных веществен-

ных сепарабельных гильбертовых пространств 
V H VÃ Ã ¢,  где пространство ¢V — двойствен-
ное к V ,  а пространство H  отождествляется 
со своим двойственным ¢H .  Оба вложения 
являются плотными и непрерывными. Далее 
под выражение ( )z v,  понимается значение 
функционала z VŒ ¢  на элементе v VŒ .  Если 
при этом z HŒ ,  то выражение ( )z v,  совпадает 
со скалярным произведением в H  [1]. *

Для почти всех t TŒ ,[ ],0  где T < •,  опре-
делены операторы A t V V( ) : Æ ¢  такие, что на 
u v V, Œ  выполняется: 

  A t u A t v u v m u v m
V

( ) ( ) ( )- , -( ) ≥ - > ;2
0  (1)

 A t u A t v M u v
V V

( ) ( )- £ - .
¢

 (2)
Условие (1) означает, что операторы 
A t( )  сильно монотонные, а (2) — лип-
шиц-непрерывные. Считаем также, что 
для функций u t L T V( ) ( )Œ , ;2 0  функция 
A t u t L T V( ) ( ) ( )Œ , ; ¢2 0 . 

* Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект 
№ 10-01-00276.
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Получим оператор A X X: Æ ¢,  где про-
странства X L T V= , ;2 0( )  и ¢ = , ; ¢X L T V2 0( ),  
действующий по правилу ( )( ) ( ) ( ),Au t A t u t=  где 
u L T VŒ , ;2 0( ).  Из определения оператора A  и 
(1), (2) следует, что оператор A X X: Æ ¢  силь-
но монотонный, липшиц-непрерывный и коэр-
цитивный (см. [2], [3]). 

Рассмотрим задачу в ¢X :  
 ¢ + = , = Œ .u Au f u u H( )0 0  (3)
В (3) и далее производные понимаются в обоб-
щенном смысле. Пусть функция f XŒ ¢,  а ра-
венство (3) понимается в смысле пространства 

¢X ,  то есть для всех v XŒ  

   
0 0

T T
u t A t u t v t dt f t v t dtÚ Ú¢ + ,( ) = ,( ) .( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  (4)

Из (4) следует, что для решения u t( )  зада-
чи (3) почти всюду на [ ]0,T  выполняется ра-
венство в смысле пространства ¢V : 
 ¢ + = .u t A t u t f t( ) ( ) ( ) ( )  (5)

Обратим внимание, модельные нелинейные 
начально-краевые параболические задачи, сво-
дящиеся к (3), приводятся, например, в [2]. 

Теорема 1. [2, c. 239]. В сделанных выше 
предположениях задача (3) имеет единственное 
решение u t( )  такое, что u XŒ  и ¢ Œ ¢u X . 
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Заметим [2], что из условия u XŒ  и ¢ Œ ¢u X  
для функции u t( )  следует u C T HŒ , ,( )[ ] ,0  так 
что начальное условие u u H( )0 0= Œ  в (3) име-
ет смысл, и справедлива оценка 

 max ( ) ( ) ( )
0

2

0

2 2

£ £ ¢
£ + ¢( ) .Út T H

T

V V
u t K u t u t dt

Лемма 1 [3]. Для решения u t( )  задачи (3) 
при всех t TŒ ,[ ]0  выполняется оценка 

 
u t u s u s ds

C u A s ds f s

H

t

V V

H

t

V

t

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0

2 2

0 2

0

2

0

+ + ¢( ) £

£ + +

Ú
Ú Ú

¢

¢
Q

¢¢{ } .
V

ds2

ПОСТАНОВКА ПРИБЛИЖЕННОЙ 
ЗАДАЧИ

Пусть Vh  — конечномерное подпространс-
тво пространства V .  Здесь параметр h > 0.  
Определим пространство ¢Vh ,  задав на u Vh hŒ  
двойственную норму u u vh V h h

h¢
= ,( )sup ,  где 

точная верхняя граница берется по всем v Vh hŒ  
и vh V

= 1.  Очевидно, что u uh V h Vh¢ ¢
£ .  Обоз-

начим через Ph  ортогональный проектор в 
пространстве H  на Vh .  В [4] замечено, что 
оператор Ph  допускает расширение по непре-
рывности до оператора P V Vh h: ¢ Æ ¢  и справед-
лива оценка 

 P u u u Vh V Vh¢ ¢
£ Œ ¢ .( )  (6)

Отметим также для u VŒ ¢  и v HŒ  важное 
соотношение 

 P u v u P vh h,( ) = ,( ) ,  (7)
которое получается соответствующим предель-
ным переходом [5]. 

Задаче (3) поставим в соответствие прибли-
женную в Vh  задачу на [ ].0,T  
 ¢ + = , = ,u t P A t u t P f t u uh h h h h h( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0  (8)
где элемент u Vh h

0 Œ  считаем заданным. Реше-
ние u th( )  задачи (8) называется функция со 
значениями в Vh  такая, что равенство (8) вы-
п о лня е т с я  в  смысл е  п р о с т р ан с т в а 

h hX L T V¢ = , ; ¢( )2 0 .  
Заметим, что уравнение (8) может в силу 

(7) записано в вариационной форме: найти 
функцию u th( )  со значениями в Vh  такую, что 
для любых v Vh hŒ  почти всюду на [ ]0,T  вы-
полняется 
 u t v A t u t v f t vh h h h h( ) ( ) ( ) ( ),( ) + ,( ) = ,( ) .  (9)
Таким образом, из (9) следует, что задача 
(8) сводится к задаче Коши для конечной 
системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Разрешимость этой задачи в со-
ответствующих пространствах следует из 
теоремы 1 (см. [3]). Следовательно, задача (8) 
имеет единственное решение u th( )  такое, что 
u C T H L T Vh h hŒ , ,( ) « , ;( )[ ]0 02  и h hu L T V¢ Œ , ; ¢( )2 0 .  
Здесь через Hh  и Vh  обозначены множества Vh  
с нормами пространств H  и V  соответственно. 
Учитывая, что линейное пространство Vh  конеч-
номерно и в нем любые нормы эквивалентны, 
можно считать, что решение u C T Vh hŒ , ,( )[ ]0  
и ¢ Œ , ;( )u L T Vh h2 0 .  Решение u th( )  задачи (8) 
называется приближенным решением задачи 
(3), найденным по методу Галеркина. 

Далее в работе рассматриваются вопросы 
сходимости в энергетической норме прибли-
женных решений к точному решению. Предпо-
ложим для этого, что задана последователь-
ность Vh{ }  произвольных конечномерных 
подпространств пространства V ,  которая яв-
ляется предельно плотной в V ,  то есть для 
любого v VŒ  при h Æ 0  

 I Q vh V
-( ) Æ ,0  (10)

где Qh  — ортопроектор в пространстве V  на 
Vh .  Заметим [6], что такая последовательность 
Vh{ }  предельно плотна также и в пространстве 
H ,  и в пространстве ¢V .

Вопросы сходимости метода Галеркина для 
задачи (3) изучались также в [2], где соответс-
твующая сходимость приближенных решений 
установлена без указания скорости. Скорость 
сходимости была установлена в [3]. Однако 
кроме предельной полноты в V  последователь-
ности подпространств { }Vh  в [3] предполагает-
ся равномерная по h > 0  ограниченность 
Ph V VÆ

.  Для проекционных подпространств 
Vh ,  построенных методом конечных элементов, 
это означает равномерное разбиение области 
изменения пространственных переменных. В 
данной работе от условия равномерной огра-
ниченности Ph V VÆ

 удалось избавиться. 

ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ 
И СХОДИМОСТЬ 

ПРИБЛИЖЕННЫХ РЕШЕНИЙ
Установим оценки погрешности приближен-

ного решения для произвольного подпространс-
тва V Vh Ã .  

Теорема 2. Пусть для задачи (3) выпол-
нены условия теоремы 1. Пусть u t( )  — реше-
ние задачи (3) такое, что ¢ Œ , ;u L T V2 0( ).  
Пусть u th( )  — решение задачи (8). Тогда 
справедлива оценка 

В. В. Смагин
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max ( ) ( ) ( ) ( )
0

2

0

2

0 0 2

0

£ £
- + - £

£ - +

Ú
Ú

t T h h H

T

h V

h h H

T

Q u t u t u t u t dt

C Q u u Qhh V

T

h V

I u t dt

Q I u t dt

-( )( +

+ -( ) ¢ ) .Ú ¢

( )

( )

2

0

2

 (11)

Доказательство. К равенству (5), равно-
сильному (3), применим оператор Ph .  Учиты-
вая, что почти при всех t TŒ ,[ ]0  выполняется 

¢ Œu t V( ) ,  получим 
 P u t P A t u t P f th h h¢ + = .( ) ( ) ( ) ( )  (12)
Запишем (12) в виде 

 

Q u t P A t Q u t

P f t Q P u t

P A t Q u t P A

h h h

h h h

h h h

¢ + =

= + -( ) ¢ +

-

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) (( ) ( )t u t .

 (13)

Из полученного равенства (13) вычтем (8). 

Q u t u t P A t Q u t P A t u t

Q P u
h h h h h h

h h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(

-ÈÎ ˘̊ + -ÈÎ ˘̊ =

= -( ) ¢

′

tt P A t Q u t P A t u th h h) ( ) ( ) ( ) ( )+ -ÈÎ ˘̊ .
 (14)

Равенство (14) умножим скалярно в H  на 
Q u t u th h( ) ( ).-  Учитывая (7), получим 

    

d
dt

Q u t u t

A t Q u t A t u t Q u t u t

h h H

h h h h

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

- +

+ - , -( ) =

=

2

2

2 (( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Q I u t Q u t u t

A t Q u t A t u t Q u t u
h h h

h h

- ¢ , -( ) +

+ - , -2 hh t( )( ) .

 (15)

Левую часть равенства (15), учитывая (1), 
оцениваем снизу. 

 
2

2
2

A t Q u t A t u t Q u t u t

m Q u t u t

h h h h

h h V

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

- , -( ) ≥

≥ - .
Слагаемые в правой части (15) оцениваем свер-
ху с произвольным e > 0.

 

2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

Q I u t Q u t u t

Q I u t Q u t u t
h h h

h V h h V

- ¢ , -( ) £

£ - ¢ - £

£
¢

ee e-
¢

- ¢ + - .1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )Q I u t Q u t u th V h h V

Аналогично, с использованием (2), оцениваем 
слагаемое 

 

2

2

A t Q u t A t u t Q u t u t

A t Q u t A t u t
h h h

h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

- , -( ) £

£ -
¢VV h h V

h V h h V

Q u t u t

M Q I u t Q u t u t

( ) ( )

( ) ( ) ( )

- £

£ -( ) + - .-2 1 2 2e e

Положим теперь e = /m 2.  Тогда из (15) 
следует оценка 

 

d
dt

Q u t u t m Q u t u t

m Q I u t

M

h h H h h V

h V

( ) ( ) ( ) ( )

( )

- + - £

£ -( ) ¢ +

+

-

¢

2 2

1 2

2

2

2 mm Q I u th V

- -( ) .1 2
( )

Последнюю оценку интегрируем от 0  до 
t TŒ ,( ].0  

 

Q u t u t m Q u s u s ds

Q u u
M
m

Q

h h H

t

h h V

h h H

t

h

( ) ( ) ( ) ( )- + - £

£ - + -

Ú

Ú

2

0

2

0 0 2 2

0

2
II u s ds

m
Q I u s ds

V

t

h V

( ) +

+ -( ) ¢ .Ú ¢

( )

( )

2

0

22

Отсюда легко получается оценка (11). �  
Следствие 1. В условиях теоремы 2 вы-

полняется оценка 

max ( ) ( )

max ( )

0

2 0 0 2

0

2

0

£ £

£ £

- £ - +(
+ -( ) +

t T h H h h H

t T h H

T

u t u t C Q u u

Q I u t ÚÚ
Ú

-( ) +

+ -( ) ¢ ) .
¢

Q I u t dt

Q I u t dt

h V

T

h V

( )

( ) )

2

0

2

 (16)

Покажем теперь, как из установленных 
оценок (11) и (16) получается сходимость при-
ближенных решений к точному. 

Следствие 2. Пусть выполнены условия 
теоремы 2. Предположим Vh{ }  — предель-
но плотная в пространстве V  последова-
тельность конечномерных подпространств, 
то есть выполнено условие (10). Пусть 
Q u uh h H

0 0 0- Æ  при h Æ 0 .  Тогда при 
h Æ 0  

max ( ) ( ) ( ) ( )
0

2

0

2
0

£ £
- + - Æ .Út T h H

T

h V
u t u t u t u t dt  (17)

Доказательство. Утверждение (17) следу-
ет из оценок (11) и (16), в которых следует 
установить стремление к нулю при h Æ 0  со-
ответствующих слагаемых в правых частях. 
Итак, учитывая непрерывное вложение V HÃ ,  
получим 

max ( ) max ( )
0

2

0

2

£ £ £ £
-( ) £ -( ) .

t T h H t T h V
Q I u t C Q I u t  (18)

стремление к нулю правой части в (18) следу-
ет из того, что решение u C T VŒ , ,( )[ ] .0  А на 
компактном множестве значений u t V( ){ } Ã  из 
сильной сходимости операторов Qn  к I  следу-
ет равномерная сходимость. Стремление к 

нулю выражения 
0

2T

V
Qh I u s dsÚ -( ) ( )  следует 

О сходимости метода галеркина для гладко разрешимого нелинейного параболического уравнения
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из теоремы Лебега о предельном переходе под 
знаком интеграла. Заметим, наконец, что в силу 
непрерывного вложения V H VÃ Ã ¢  выполня-
ется оценка 

 
0

2

0

2T

h V

T

h V
Q I u t dt C Q I u t dtÚ Ú-( ) ¢ £ -( ) ¢ ,

¢
( ) ( )

в которой правая часть стремится к нулю так-
же по теореме Лебега о предельном переходе 
под знаком интеграла. �  

Из оценок (11) и (16), если известны аппрок-
симационные свойства подпространств Vh ,  
можно получить и порядки скорости сходимос-
ти. Для этого предположим существование 
гильбертова пространства E  такого, что 
E VÃ  и пространство V  совпадает с интер-
поляционным пространством [ ]E H, /1 2  (см. [7]). 
Например, если параболическое уравнение в 
области пространственных переменных W  оп-
ределено дифференциальным оператором вто-
рого порядка и краевым условием Дирихле, то 

с ч и т а е м  H L= 2( ),W  V W=
�

2
1
( ),W  

E W W= «2
2

2
1( ) ( ).W W

�

 Если же на границе об-
ласти W  задается условие Неймана, то пола-
гаем H L= 2( ),W  V W= 2

1( ),W  и E W= 2
2( ).W  

Относительно подпространств Vh  далее 
вместо (10) предположим выполнение более 
сильного аппроксимационного условия 

 I Q v r h v v Eh V E
-( ) £ Œ ,1 ( )  (19)

где r1 0>  и не зависит от h > 0  и v VŒ .  Свой-
ство (19) является типичным для проекцион-
ных подпространств типа конечных элементов 
(см. [8]). Например, для параболического урав-
нения второго порядка, одномерного по про-
странственным переменным, в качестве Vh  
можно взять подпространство кусочно-линей-
ных функций. 

Из (19) для v VŒ  получается [9] оценка 
(аналог леммы Обена—Нитше) 

 I Q v r h I Q vh H h V
-( ) £ -( ) ,2  (20)

где r2 0>  и не зависит от h > 0  и v VŒ .  
Предположим теперь, что выполнены усло-

вия теоремы 2 и решение u t( )  задачи (3) такое, 
что u L T EŒ , ;2 0( ).  Тогда из (11), (19) и (20) 
получим 

0

2

0 0 2 2

0

2 2

T

h V

h h H

T

E V

u t u t dt

C Q u u h u t u t dt

Ú
Ú

- £

£ - + + ¢( ){ }.

( ) ( )

( ) ( )
 (21)

Из оценок (16), (19) и (20) следует оценка 

max ( ) ( )

max ( ) (

0

2 0 0 2

2

0

2

0

£ £

£ £

- £ - +{
+ + Ú

t T h H h h H

t T V

T

u t u t C Q u u

h u t u t)) ( )
E V

u t dt2 2+ ¢( )È
ÎÍ

˘
˚̇} .

 (22)

Замечание. Начальную аппроксимацию 
u Vh h

0 Œ ,  в частности, можно положить u Q uh h
0 0= .  

Тогда в (21) и (22) слагаемое Q u uh h H

0 0 0- = .  
Можно также выбирать u P uh h

0 0= .  В этом 
случае получим, учитывая (20), 

 
Q u u Q u P u

Q I u r h u

h h H h h H

h H V

0 0 0 0

0
2

0

- = - £

£ - £ .( )
 (23)

Полученная оценка (23) позволяет в случае 
u P uh h

0 0=  оценки (21) и (22) записать в виде 

 max ( ) ( ) ( ) ( )
0

2

0

2

£ £
- + - £Út T h H

T

h V
u t u t u t u t dt

 Ch u t u t u t dt
t T V

T

E V
2

0

2

0

2 2
max ( ) ( ) ( )

£ £
+ + ¢( ){ }.Ú
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