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Аннотация. В работе изучается краевая задача, моделирующая распределение тепла в од-
нородной плоскости с трещиной l = - ¥[ ; ] { }1 1 0 . Построено явное решение изучаемой задачи, 
а также выписаны явные представления сингулярных членов асимптотического разложения 
производных первого порядка этого решения в окрестности концов трещины l.
Ключевые слова: трещина, тепловой поток, сингулярность, асимптотики.

Annotation. In this work boundary value problem modeling heat transfer in a homogeneous plane 
with a crack l = - ¥[ ; ] { }1 1 0  are studied. The solution of the problem is constructed explicitly and 
explicit representations of singular terms of asymptotic expansions of the fi rst order at the vicinity 
of the crack tips l have been obtained.
Key words: crack, heat fl ow, singularity, asymptotics.

ВВЕДЕНИЕ
В механике разрушений большой интерес 

представляет построение моделей, описываю-
щих изменение физических характеристик 
материала с трещиной, а также  последующий 
качественный  анализ решений соответствую-
щих  моделей. При исследовании решений 
модельных задач, описывающих физические 
характеристики материалов с трещиной, осо-
бый интерес представляет качественный анализ 
решений в окрестности трещины, так как имен-
но эта часть материала наиболее подвержена 
разрушениям [1].

Исследованию решений модельных задач, 
описывающих физические характеристики 
материала с трещиной, посвящено большое 
количество работ. Так, в статье [2] исследова-
лось взаимодействие в функционально-гради-
ентном/однородном двухкомпонентном мате-
риале под действием антиплоского сдвига; в 
статье [3] исследовалось взаимодействие магис-
тральной трещины с микротрещинами; в статье 
[4] изучалось стационарное распределение теп-
ла в плоскости с трещиной в случае, когда 
коэффициент внутренней теплопроводности 
задается экспоненциальной функцией. Также 
в работе [4] содержится краткое описание ре-
зультатов исследований, проведенных в стать-
ях [5]—[16], в этих же статьях содержится 
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большое количество ссылок на работы по дан-
ной тематике.

В работе [4] была предложена математичес-
кая модель для описания стационарного рас-
пределения тепла в плоскости с трещиной, в 
случае когда коэффициент внутренней тепло-
проводности имеет вид G x G ekx( )2 0

2= , где 
G const k const0 0 0∫ π ∫ π, . Предложенная в 
работе [4] модель имеет вид
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Также в работе [4] обсуждался вопрос вы-
бора краевых условий для исследуемой задачи, 
было построено явное решение задачи, а  при 
наличии условий q q0 11 1 0( ) ( )± = ± =  было вы-
писано асимптотическое представление для 
∂

∂
U x x

x
( , )1 2

2

 (в явном виде был выделен компо-

нент из представления 
∂

∂
U x x

x
( , )1 2

2

, который 

стремится к бесконечности при  приближении  
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к концам трещины). В работе [17] были полу-
чены асимптотические представления для 
тепловых потоков решения задачи, рассмотрен-
ной в работе [4], в случае когда ¢ ± =q0 1 0( ) .

В данной статье исследуется задача, моде-
лирующая стационарное распределение тепла 
в плоскости с трещиной при постоянном коэф-
фициенте внутренней теплопроводности. Изу-
чение рассмотренной задачи проводилось в 
несколько этапов: сведение исходной задачи к 
обобщенной задачи Коши и построение реше-
ния получившейся обобщенной задачи Коши; 
доказательство того, что построенное решение 
обобщенной задачи Коши является решением 
рассматриваемой задачи; выделение в пред-
ставлении производных первого порядка реше-
ния рассматриваемой задачи компонентов, 
которые быстрее всего стремятся к бесконеч-
ности при приближении к концам трещины 
(получение асимптотического представления 
для тепловых потоков).

Для изучаемой в статье задачи было пост-
роено явное представление решения. Основным 
результатом работы является построение асим-
птотических представлений тепловых потоков 
в окрестности концов трещины. При этом по-
лучилось, что главные члены в асимптотичес-
ком представлении тепловых потоков рассмат-
риваемой задачи совпадают с главными члена-
ми в асимптотическом представлении тепловых 
потоков задачи, рассмотренной в статьях [4] и 
[17]. Из полученных в статье асимптотических 
представлений тепловых потоков в окрестнос-
ти концов трещины следует, что скорость 
стремления тепловых потоков к бесконечности 
зависит от способа приближения к концам 
трещины.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть l = - ¥[ ; ] { }1 1 0 .
Рассмотрим задачу 

 D = Œv x x x x l( , ) , ( , ) /1 2 1 2
20 � , (1)

 v x v x q x( , ) ( , ) ( ),1 1 0 10 0+ - - =  (2)
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где x1 1 1Œ -( ; ) .
Определение. Решением задачи (1)-(3) 

назовем функцию v x x( , )1 2 ,
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и  удовлетворяющую уравнению 

(1) в области �2 / l , для которой в смысле 

главного значения при x1 , принадлежащем 
-( )1 1; , выполнены граничные условия (2), (3), 
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Определение. Пусть q x( )1  принадлежит 

пространству C -[ ]( )1 1; . Через q x x x( ) ( , )[ ; ]1 1 1 1 2d -  
будем обозначать обобщенную функцию из 

¢ ( )D �2 , действующую по следующему правилу: 
для любой функции j( , )x x1 2 , принадлежащей 
пространству D �2( ) ,
 q x x x x x q d( ) ( , ), ( , ) ( ) ( , )[ ; ]1 1 1 1 2 1 2 1 1 1
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Замечание 1. В дальнейшем будем пред-
полагать, что функции q x0 1( )  и q x1 1( ) прина-
длежат пространству C 3 1 1-[ ]( ); .

СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ (1)—(3) 
К ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧЕ КОШИ. 

ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ 
ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ КОШИ
Теорема 1. Решение задачи (1)—(3) явля-

ется решением следующей обобщенной зада-
чи:
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Доказательство. Пусть функция v x x( , )1 2  
— решение задачи (1)—(3). Поскольку функ-
ция v x x( , )1 2  локально интегрируемая, то 
v x x( , )1 2  принадлежит пространству ¢ ( )D �2 . 

Пусть Pe d d e e= - - + ¥ -[ ; ] [ ; ]1 1 , где e > 0, 
d > 0 , ∂Pe  — граница Pe . Для ∂Pe  спра-
ведливо представление ∂ = » »P P Pe e e

1 2  
» »P Pe e

3 4,  где P1 1e d e e= +{ } ¥ -[ ; ],  P2 1e d= - -[ ; 
1 d e+ ¥ { }] ,  P3 1e d e e= - -{ } ¥ -[ ; ],  P4 1e d= - -[ ;  
1 d e+ ¥ -{ }] .

Определим, как выглядит частная произ-
водная второго порядка по x1  от функции 
v x x( , )1 2  в смысле ¢ ( )D �2 . Пусть функция 
j( , )x x1 2  принадлежит пространству D �2( ) , 
тогда
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Применив два раза интегрирование по час-
тям в области �2 / Pe , получаем, что 
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Определим, как выглядит частная произ-
водная второго порядка по x2  от функции 
v x x( , )1 2  в смысле ¢ ( )D �2 . Пусть функция 
j( , )x x1 2  принадлежит пространству D �2( ) , 
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Применив два раза интегрирование по час-
тям в области �2 / Pe , получаем, что 
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Применив теорему Лебега о предельном пе-
реходе под знаком интеграла, получаем, что 
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Аналогичным образом получаем, что
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Из (6), (7), (8) и (9) получаем, что
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Из равенств (5) и (10) следует, что
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Замечание 2. Фундаментальным решение 

оператора D  в �2  является функция 
1
2p

ln x  

(см. [18]).
Замечание 3. Обобщенная функ-

ция q x x x( ) ( , )[ ; ]1 1 1 1 2d -  финитна, и для нее 
supp ( ) ( , )[ ; ]q x x x l1 1 1 1 2d - Ã  (см. [19]).

Теорема 2. Решение задачи (11) предста-
вимо в виде 
 v x x v x x v x x( , ) ( , ) ( , )1 2 0 1 2 1 1 2= + , (12)
где функция v x x0 1 2( , )  — стационарный тепло-
вой потенциал двойного слоя:
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а функция v x x1 1 2( , )  — стационарный тепловой 
потенциал простого слоя: 
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Доказательство. Решение задачи (11) 
представимо в виде
 v x x v x x v x x( , ) ( , ) ( , )1 2 0 1 2 1 1 2= + ,
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q x x x0 1 1 1 1 2( ) ( , )[ ; ]¥ ( )-d ,  а функция v x x1 1 2( , ) =

Асимптотические свойства решения задачи о стационарном распределении тепла в однородной...
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Вычислим функцию v x x0 1 2( , ) . Пусть фун-
кция h( , )x x1 2  принадлежит пространству 
D �2( )  и h( , )x x1 2 1∫  в окрестности l , а функ-
ция j( , )x x1 2  принадлежит пространству 
D �2( ) , тогда по теореме о свертке с финитным 
функционалом (см. [19]) получаем, что 
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Поскольку функция h( , )x x1 2 1∫  в окрест-
ности l,  то при y1 1 1Œ -[ ; ] h( , )y1 0 1∫ , следова-
тельно, последнее равенство примет вид
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Вычислим функцию v x x1 1 2( , ).  Пусть фун-
кция h( , )x x1 2  принадлежит пространству 
D �2( )  и h( , )x x1 2 1∫  в окрестности l , а функ-
ция j( , )x x1 2  принадлежит пространству 
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функционалом получаем, что

 

1
2

1
2

1 1 1 1 1 2 1 2

1 1

p
d j

p

ln ( ) ( , ) , ( , )

ln (

[ ; ]x q x x x x x

x q y

* ( )Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=

= ◊

-

)) ( , ) , ( , ) ( , )

ln

[ ; ]d h j

p

-( ) + +Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=

= Ú

1 1 1 2 1 2 1 1 2 2

1
2 2

y y y y x y x y

x
�

◊◊ +
-
Ú h j( , ) ( ) ( , ) .y q y x y x dy dx dx1
1

1

1 1 1 1 2 1 1 20

Поскольку функция h( , )x x1 2 1∫  в окрест-
ности l,  а при y1 1 1Œ -[ ; ] h( , )y1 0 1∫ , последнее 
равенство примет вид

1
2
1
2

1 1 1 1 1 2 1 2

1 1

p
d j

p
j

ln ( ) ( , ) , ( , )

( ) (

[ ; ]x q x x x x x

q y x

* ( )Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=

=

-

11 1 2 1
1

1

1 2

1 1 2 1

2

1
2

+ =

= -

-
ÚÚ y x x dy dx dx

q x x x d dx dx

, )ln

( ) ( , )ln

�

p
s j s s 22

1

1

1 1 1
2

2
2

1 2 2
1

1

1

2

1
4

- +

+

-

ÚÚ =

= - +ÈÎ ˘̊

x

x

q x x x dx x d dx

�

p
s j s s( )ln ( , )

++

+

-•

•

-•

•

ÚÚÚ =

= - - +ÈÎ ˘̊

s

s

p
s s s s j s s

1

1 1 1
2

2
2

1 2

1
4

q x d x d dx( )ln ( ) ( , ) 22
1

1

1 1 1
2

2
2

1 2 2

1
4

-

-•

•

-•

•

-

ÚÚÚ =

= - +ÈÎ ˘̊
p

s s s s j s sq x d x d dx( )ln ( ) ( , )
11

1

2
ÚÚ

�

.

Таким образом,

v x x q x x d1 1 2 1 1 1 1
2

2
2

1

1

1

1
4

( , ) ( ) ln ( )= - +ÈÎ ˘̊
-
Úp

s s s . (14)

Из (12), (13) и (14) следует, что
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ПОСТРОЕНИЕ 
АСИМПТОТИЧЕСКИХ 

ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 
∂

∂
v x x

x
( , )1 2

1

 И 
∂

∂
v x x

x
( , )1 2

2

 В ОКРЕСТНОСТИ КОНЦОВ 

ТРЕЩИНЫ l
Теорема 3. Для частных производных 

первого порядка функции v x x( , )1 2 , определен-

А. С. Рябенко
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ной равенством (15), при ( , )x x1 2 , принадлежа-
щем �2 / l , справедливы следующие представ-
ления:
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где R x x1 1 2( , )  — ограниченная на любом ком-
пакте функция,
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где R x x2 1 2( , )  — ограниченная на любом ком-
пакте функция.

Доказательство. При любом d > 0
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Из (17) при помощи интегрирования по 
частям получаем, что
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Из (16)  и последнего представления следу-
ет, что
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Из (15) следует, что при ( , )x x1 2 , принадле-
жащем �2 / l ,
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Из (18) при помощи интегрирования по 
частям получаем, что
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Из (16) и последнего представления следу-
ет, что

Асимптотические свойства решения задачи о стационарном распределении тепла в однородной...
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ 

ЗАДАЧИ (1)—(3)
Теорема 4. Функция v x x( , )1 2 , определен-

ная равенством (15), принадлежит простран-
ству C l• ( )�2 /  и является решением задачи 
(1)—(3). 

Доказательство. Из представления фун-
кции v x x( , )1 2  следует, что она принадлежит 
пространству C l• ( )�2 / . Покажем, что функ-
ция v x x( , )1 2  ограничена в окрестности трещи-
ны l .
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Из последнего равенства и (16) следует 
ограниченность функции  v x x( , )1 2  в окрестно-
сти трещины l . Из теоремы 3 следует, что 
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Из последнего равенства при i = 0 1,  полу-
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Из (19), (20) и (22) получаем, что 
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Поскольку
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то из (23) и (24) следует, что при x1 , прина-
длежащем ( ; )-1 1 ,

 
v x v x q x
v x

x
v x

x
q x

( , ) ( , ) ( ),
( , ) ( , )

( ).

1 1 0 1

1

2

1

2
1 1

0 0
0 0

+ - - =
∂ +

∂
-

∂ -
∂

=

Замечание 4. Для функции v x x( , )1 2  вы-
полнены следующие соотношения:

 
v v

q

v
x

v
x

q

( , ) ( , )
( )

,

( , ) ( , ) ( )

± + - ± - =
±

∂ ± +
∂

- ∂ ± -
∂

=
±

1 0 1 0
1

2
1 0 1 0 1

0

2 2

1

22
.

Доказательство. Из (16) и (21) получаем, 
что при i = 0 1,

 lim
( ) ( )

( )e
e

s
s e

s
Æ

-

- ±
± - +

=Ú0

1

1
2 2

1

1

1

1
1

0
q q

di i ,

следовательно, при x1 1= ±  справедливы ра-
венства (23).  Из (23) и (24) следует справед-
ливость замечания.
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