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Аннотация. В работе изучается обратная задача с нелокальным граничным условием для 
сингулярного уравнения с производящим оператором сильно непрерывной полугруппы 
класса С0. Приведены необходимое и достаточное условия существования единственного 
решения исследуемой задачи, при этом важную роль играют нули функции типа Мит-
таг—Леффлера. 
Ключевые слова: Эволюционное уравнение, линейный оператор, полугруппа, обратная 
задача. 

Abstract: The Article is connected with study of the inverse problem with non-local border 
condition for singular equation with producing operator powerfully incessant semigroup of the class 
С0. The necessary and suffi  cient conditions of existence of the single decision of the investigation 
problem are adduction, here the zeroes of the function of the type Mittag-Leffl  era are play the 
important role. 
Key words: Evolution equation, linear operator, semigroup, inverse problem.  

Пусть E — банахово пространство, А 
— линейный замкнутый плотно определенный 
оператор в E с областью определения D(A). 
Рассмотрим задачу определения функции 
u t C E( ) ( ] ,Œ , ,( )1 0 1  принадлежащей D(A) при 
t Œ ,( ]0 1  и параметра p EŒ  из соотношений *

 ¢ + = + ,u t
k
t

u t Au t
p
t

( ) ( ) ( )  (1)

 lim ( )
t

kt u t u
Æ

( ) = ,
0 0  (2)

 lim ( )
t

kI t u t u
Æ

( ) = ,
1 1

b  (3)

где I u t
u x dx
t x

t
b

bb
( )

( )
( )

( )
=

-Ú -

1

0
1G

 — дробный интег-

рал Римана—Лиувилля. 
В статье [1] рассматривалась задача вида 

(1)—(3) и оператором, являющимся генерато-
ром k  раз проинтегрированной полугруппы 
T tk( ) . В отличие от статьи [1], настоящая ра-
бота посвящена детализации случая, когда 
оператор A  является генератором сильно не-
прерывной полугруппы. В случае k = , =0 0b  
и различных ограничениях на оператор A  об-
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ратные задачи рассматривались ранее в рабо-
тах [2]—[8], а при k > , >0 0b  в случае произ-
водящего оператора аналитической полугруппы 
изучалась авторами в [9]. 

Если A порождает сильно непрерывную 
полугруппу, то задача (1) — (3) сводится к 
задаче о разрешимости уравнения 

 t u t T t u T t pdk
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правая часть которого принадлежит D A( ),  т.е. 
к задаче о существовании у оператора B, зада-
ваемого соотношением 
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обратного оператора. 
Теорема 1. Пусть А — производящий 

оператор сильно непрерывной полугруппы T(t). 
Тогда справедливо представление 
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таг—Леффлера. 
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Доказательство. Из теоремы Хилле—Ио-
сиды следует, что в некоторой полуплоскости 
Rez ≥ s 0  оператор А имеет резольвенту R z( ),  
для которой справедлива оценка 
 R z c( ) £ .  (5)

Для полугруппы T t( )  справедливо пред-
ставление (см. [10]) 
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и, следовательно, при x D AŒ ( )  справедливо 
равенство 
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Пусть Rel s> 0, l  — регулярная точка 
оператора А. Предположим, что x D AŒ ( )2 ,  
тогда x R y= [ ]2

( ) ,l  y EŒ .  
При x D AŒ ( )2  справедливо равенство 
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Применяя в последнем представлении тож-
дество Гильберта и интегрируя равенство 
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с помощью леммы Жордана получим равен-
ство 
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В силу (5) имеем 
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Следовательно, в силу теоремы Фубини, 
в (7) можно менять порядок интегрирования. 
Тогда получим 
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Воспользовавшись интегральным представ-
лением для функции Миттаг—Леффлера ([11], 
с. 120) имеем 
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Так как y I A x= -( )2l ,  получим 
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В силу асимптотического поведения функ-
ции E zk1 1, + +b ( )  при z Æ •  ([11], с. 134) 
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и аналитичности функции 
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 второе 

слагаемое в (8) равно нулю. Следовательно, 
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Обратная задача для сингулярного эволюционного уравнения с нелокальным граничным условием
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Снова в силу асимптотики функции 

E zk1 1, + +b ( )  и аналитичности функции 
E z

z
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второе слагаемое в последней строчке равно 
нулю. Следовательно, 
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Теорема 1 доказана. 
Установим теперь необходимое условие 

однозначной разрешимости задачи (1)—(3). 
Теорема 2. Пусть A — производящий 

оператор сильно непрерывной полугруппы T(t). 
Пусть задача (1)—(3) при любых u0,  u D A1 Œ ( )  
имеет решение. Для того, чтобы оно было 
единственным необходимо, чтобы каждая 
точка m j ,  являющаяся нулем функции 
E zk1 1, + +b ( ),  была регулярной точкой оператора 
А. 

Доказательство. Пусть m j  — произволь-
ная точка, удовлетворяющая неравенству 
E zk1 1 0, + + πb ( ) .  

Рассмотрим ограниченный оператор Dk ,  
заданный соотношением 
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При всех x D AŒ ( )  справедливо равенство 
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 в полуплоскости 

Rez £ s 0  и теоремы 1 при x D AŒ ( )  справедли-
во равенство 

 m j kI A D x Bx-( ) = .
В силу замкнутости оператора A, ограни-

ченности оператора B и плотности D A( )  в E 
при всех x EŒ  справедливо D x D Ak Œ ( )  и 

 m j kI A D x Bx-( ) = .
Предположим, что оператор В имеет опре-

деленный на всем D(A) обратный оператор B -1.  
Тогда справедливы соотношения 
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Таким образом, оператор B Dj

-1  определен 
на всем E и является обратным по отношению 
к m jI A-  оператором. Следовательно, m j  — ре-
гулярная точка оператора А. 

Теорема 2 доказана. 
Приведем теперь достаточное условие су-

ществования единственного решения постав-
ленной задачи. 

Теорема 3. Предположим, что A порож-
дает сильно непрерывную полугруппу и сущест-
вует d > 0,  что во всех точках m j ,  являю-
щихся нулем функции E zk1 1, + +b ( ),  значения 
резольвенты R j( )m  оператора A определены и 
удовлетворяют соотношению 
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Пусть u u D A0 1
2, Œ ( ) .  Тогда задача (1)—(3) 

имеет единственное решение. 
Доказательство. Существование единс-

твенного решения задачи (1)—(3) сводится к 
доказательству существования обратного у 
ограниченного оператора, определяемого ра-
венством 
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В силу инвариантности D A( )  относительно 
T t( ) при u u D A0 1

2, Œ ( )  правая часть уравнения 
Bp q=  принадлежит D A2( ) . Покажем, что из 
(11) вытекает, что оператор B  имеет опреде-
ленный на всем D A2( )  обратный. Поскольку 
каждый нуль m j  функции E zk1 1, + +b ( )  с Rem sj <  
принадлежит r( ),A  то он принадлежит r( )A  
вместе с некоторой круговой окрестностью 
Wn . Пусть G  — контур на комплексной плос-
кости, состоящий из прямой Re z = >s w  и 
границ g n  круговых окрестностей Wn ,  т.е. 
G = ={ }Re z ns g∪ .  Контур G  является гра-
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спектр s( ).A  

Возьмем l rŒ ( ),A  Re l s w> >  и рассмот-
рим ограниченный оператор 
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Отметим, что интеграл в (12) абсолютно 
сходится. Действительно, в силу выбора кон-
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тура G , оценок (5), (11), асимптотики 
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поведения функции Миттаг—Леффлера при 
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При этом, поскольку (см. ([11], формула (1.5) 
на с. 118)) 
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Следовательно, 
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и интеграл по ∪g n  абсолютно сходится. Схо-
димость же интеграла (12) по прямой Rez = s  
очевидна. 

Покажем, что V  как раз и будет обратным 
по отношению к B  оператором. Применяя 
представление (4) и интегральную формулу 
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Применяя тождество Гильберта, получим 
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Заметим, что контур интегрирования вы-
бран так, что E z z zk1 1 0 0 0, + + π , - π , - π .b l x( )  
Тогда замыкая контур, в силу теоремы Коши 
имеем 
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Используя интегральную формулу Коши, 
получаем 
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Таким образом, 
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В силу ограниченности операторов V1,  B и 
( ) ,lI A- -2  плотности D A( )  в E и того, что 
операторы V1  и B коммутируют, получаем, что 
при всех x EŒ  справедливо равенство 
 V Bx BV x I A x x D A1 1

2= = - , Œ .-( ) ( )l
Отсюда следует, 

 BVx I A I A x x x D A= - - = , Œ ,-( ) ( ) ( )l l2 2 2

 VBx I A I A x x x E= - - = , Œ .-( ) ( )l l2 2

Теорема 3 доказана. 
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