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Аннотация: В работе исследуются спектральные свойства несамосопряженного дифферен-
циального оператора четвертого порядка методом подобных операторов. Получены резуль-
таты об асимптотике спектра и сходимости спектральных разложений дифференциального 
оператора. 
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Abstract: In this paper the similar operators method is used for spectral analysis of diff erential 
fourth order operator nonself-adjoint operator. The asymptotic of diff erential of fourth order 
operator spectrum and the spectral factorization convergence are obtained. 
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1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть L2 1 1[ ]- ,  — гильбертово пространство 

суммируемых с квадратом на [ ]- ,1 1  комплекс-
нозначных функций со скалярным произведе-
нием*
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Символом L• - ,[ ]1 1  обозначается банахово 
пространство существенно ограниченных на 
[ ]- ,1 1  комплекснозначных функций. Через 
W2

4 1 1[ ]- ,  обозначим пространство Соболева 
y y: - , Æ :{ [ ]1 1 C  имеет три непрерывные 

производные, ¢¢¢y  абсолютно непрерывна и 
y LIV Œ - , }.2 1 1[ ]  

Рассматривается оператор 
 L A B D L L L= - : Ã - , Æ - , ,( ) [ ] [ ]2 21 1 1 1
где операторы A  и B  определяются следую-
щими дифференциальными выражениями 
 Ay y By a t y b t yIV= , = ¢¢ + ,( ) ( )
где функция a  непрерывно дифференцируема, 
функция b LŒ - ,•[ ],1 1  и область определения 
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Оператор A  — самосопряженный положитель-
но определенный оператор. При изучении опе-
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ратора L  оператор A  будет играть роль не-
возмущенного оператора. Оператор B,  в свою 
очередь, будет играть роль возмущения. 

Оператор A  имеет компактную резольвенту, 
и его спектр допускает представление (см. [1]) 
 s l l( )A = , , ...{ } ,1 2

где 
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Собственное подпространство, отвечающее 
собственному значению ln n, Œ ,N  является 
одномерным. Соответствующая собственная 
функция имеет вид 

e t t tn n n n nn
( ) cos cos= ( ) - ( )( ) ,1

a m m m mch ch  если 
n  нечетное (будем называть этот случай не-
четным), 

e t t tn n n n nn
( ) sin sin= ( ) - ( )( ) ,1

b m m m msh sh  если 
n  четное (будем называть этот случай чет-
ным), 
где an  и bn  имеют вид: 
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Проекторы Рисса P nn , Œ ,N  построенные по 
одноточечным множествам ln{ },  для любого 
x LŒ - , ,2 1 1[ ]  имеют вид 
 P x x e e nn n n= ,( ) , ≥ .1

В данной статье для исследования спект-
ральных свойств оператора L  используется 
метод подобных операторов [2]—[4]. Суть это-
го метода состоит в преобразовании подобия 
исследуемого оператора в оператор, спектраль-
ные свойства которого близки к спектральным 
свойствам невозмущенного оператора (в нашем 
случае оператора A).  Таким образом сущест-
венно упрощается изучение исследуемого опе-
ратора L.  Интерес к изучению оператора L  
связан с тем, что такие операторы возникают 
при визуализации аттракторов для математи-
ческой модели в гидродинамике [1]. Также 
исходный оператор с заданными краевыми 
условиями может описывать модель балки или 
стержня с жестко закрепленными концами [5, 
гл. 2.7]. 

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Применяя метод подобных операторов для 

исследования спектральных свойств оператора 
L,  мы получим следующие результаты. 

Теорема 1.  Исследуемый дифференциаль-
ный оператор L A B= -  является оператором 
с компактной резольвентой и его собственные 
значения 1 2

� �l l, , ...  допускают следующую асим-
птотику 
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для нечетного случая; 
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для четного случая, где a a t e t e t dtnj j n= ,
-Ú 1
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b m m m m N  

для четного случая. 
Подчеркнем, что последовательность 
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при n Æ •,  если функция a  непрерывно диф-
ференцируема. 

Отметим, что из теоремы 1 следует сущес-
твование такого m Œ ,N  что спектр оператора 
L A B= -  представим в виде 

 s s s( ) ( )L m
n m

n= ,
≥ +

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

∪ ∪
1

где s( )m  — конечное множество, с числом 
точек не превосходящих m,  а множество 
s ln n= { }�  одноточечно, и собственные значения 
�ln n m, ≥ + ,1  определяются в теореме 1. 

Пусть ( ),mP�  nP� ,  n m≥ + 1,  — спектраль-
ные проекторы Рисса, построенные по опе-
ратору L  и множествам s( ),m  sn ,  n m≥ + 1,  
соответственно. Далее через Pm( )  обозначается 
проектор 

k m
kP

£
Â ,  который является проектором 

Рисса, построенным по конечному множеству 
s l lm m

0
1= , ,{ }... .  Для любого подмножества 

W Ã N \ sm
0  (не обязательно конечного) симво-

лом P( )W  обозначим спектральный проектор 
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,  а через �P( )W  — спектральный проектор 
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Далее для любого подмножества W Ã N  через 
k( )W  обозначим число min
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Теорема 2. Для любого подмножества 
W Ã N \ sm

0  имеет место оценка (равномерной 
безусловной равносходимости спектральных 
разложений) 

 �P P
C

k
X( ) ( )

( )
W W

W
- £ ,

2 0 2
 (1)

где C > 0  — постоянная, не зависящая от W,  
и символ X 2  обозначает норму Гильберта 
— Шмидта оператора X  из идеала S L2 1 1[ ]- ,( )  
операторов Гильберта—Шмидта, действую-
щих в L2 1 1[ ]- ,  (см. [6]). 
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Следствие 1. В условиях теоремы 2 име-
ют место следующие оценки 
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N

где M > 0  — некоторая константа. 
Следствие 2. Имеет место следующее 

свойство 
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Теорема 3. Имеют место оценки 
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где C > 0  — постоянная из (1), не зависящая 
от n.  

Следствие 3. Имеет место равномерная 
сходимость спектральных разложений опера-
торов L A B= -  и A :  
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