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Аннотация: Статья связана с задачей изучения аффинно-однородных вещественных гипер-
поверхностей 3-мерного комплексного пространства. В этой геометрической задаче рассмат-
ривается фрагмент, связанный с исследованием большой системы квадратичных уравнений. 
Посредством компьютерной обработки необходимой информации в статье получено полное 
решение такой системы в одном важном случае. Описаны все матричные алгебры Ли, отве-
чающие однородным поверхностям из обсуждаемого случая; получен новый пример однород-
ной алгебраической поверхности. 
Ключевые слова: матрица, алгебра Ли, компьютерное моделирование, символьные вычис-
ления, система квадратичных уравнений, аффинное преобразование, однородная поверх-
ность. 

Abstract: An article is connected with the problem of studying of affi  ne homogeneous real hyper-
surfaces of 3-dimensional complex space. A part of this geometrical problem is considered in the 
article connected with the large system of quadratic equations. By means of computer treatment 
of necessary information the complete solution is obtained in the article for one important case of 
such systems. All the Lie algebras are described related with the homogeneous surfaces of case 
under consideration; one new example is obtained of homogeneous algebraic surface. 
Key words: matrix, Lie algebra, computer modeling, symbolic calculations, system of quadratic 
equations, affi  ne transformation, homogeneous surface.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Настоящая статья связана с изучением 

аффинно-однородных вещественных гиперпо-
верхностей комплексного пространства C3.  В 
этой задаче представляют интерес алгебры Ли, 
состоящие из комплексных квадратных матриц 
4-го порядка вида *
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Для алгебр, отвечающих однородным по-
верхностям, имеется много ограничений на 
элементы их матриц (см., например, [1—3]). 

Ограничения связаны с тем, что всякая 
матрица (1) — это представление аффинного 
векторного поля ( , , , , , , ,A B a b c p s qk k  — комплек-
сные константы) 
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в пространстве C3.  Касание таким полем Z  
какой-либо гиперповерхности M этого пространст-
ва означает выполнение основного тождества 
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Здесь F  — определяющая функция поверх-
ности. В нашей работе мы обсуждаем лишь 
строго псевдо-выпуклые (СПВ) поверхности, 
задаваемые вещественно-аналитическими фун-
кциями. Каждая из обсуждаемых поверхностей 
считается проходящей через начало координат 
пространства C3.

Разложение в ряд Тейлора определяющей 
функции любой такой поверхности вблизи на-
чала координат можно считать имеющим вид 
([1]) 
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В уравнении (3) индексы у слагаемых 
F F3 4, , ...  — это веса. Весом многочлена 
F z z uklm( ), ,  степени k  по переменным z z z= ,( )1 2 ,  
степени l  — по z z z= ,( )1 2 ,  степени m  — по 
переменной u  называется сумма k l m+ + 2 .  

Мы рассматриваем здесь только поверхно-
сти трубчатого типа, для которых выполня-
ются условия 

 e e1 2

1
2

= = .

Задача описания аффинно-однородных 
вещественных гиперповерхностей комплексно-
го пространства C3  не решена пока даже в 
частном случае многообразий трубчатого 
типа. 

Ниже мы введем еще несколько дополни-
тельных условий на коэффициенты уравнения 
(3). Например, будем считать, что многочлен 
F z z u3( ), ,  не зависит от переменной u.  

Замечание. Для всех однородных поверх-
ностей трубчатого типа в пространстве C2  это 
требование выполняется (см. [6]). 

В [4] показано, что в обсуждаемой ситуации 
многочлен F z z3( ),  из уравнения (3) аффинно-
однородной поверхности трубчатого типа удов-
летворяет существенным дополнительным ог-
раничениям. 

В свою очередь, в [5] показано, что элемен-
ты матрицы (1) выражаются линейным обра-
зом через коэффициенты многочлена F3.  В 
силу сказанного интерес представляют, напри-
мер, 5-мерные матричные алгебры с базисами 
вида: 
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Здесь t t t t t t t t m nk k1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3, , , , , , , , , , , , ,m m m l  — ве-
щественные, а A Bk k

3 3
( ) ( ),  — комплексные пара-

метры, где k = ,1 5.  
Всякой алгебре с базисом вида (4) соответс-

твуют аффинно-однородные гиперповерхности. 
Получать такие поверхности можно, интегри-
руя алгебры (см. [6]). И получение конкретных 
алгебр, и их интегрирование — достаточно 
сложные задачи. В настоящей статье мы реша-
ем первую из этих задач при дополнительных 
условиях 

 t t1 5 0= = .
Тем самым, в статье изучаются матричные 

алгебры с базисами вида 

 

E

it m it n A
R i n R i m B

i m1

2 1 7 1 3
1

1 1 2 1 3
1

1

4 2 1
0

4 0 2 0
0 0 0 0

=

- + - +
- - - +

Ê

Ë

( )

( )ÁÁ
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

,

=

+
- +

Ê

Ë

Á
Á
Á

E

t m n A i
R n t m B

m2

2 2 2 3
2

1 2 8 2 3
2

2

2
0

0 0 2 0
0 0 0 0

( )

( )

ˆ̂

¯

˜
˜
˜

,

 

E

iR m iR n A
it n it m B

i m3

1 3 2 3 3
3

8 3 6 3 3
3

3

0
2 4 1

0 4 2 0
0 0 0 0

=

- + - +
- - - +

Ê

Ë

( )

( )ÁÁ
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

,

=

+
- +

Ê

Ë

Á
Á
Á

E

t m n A
R n t m B i

m4

7 4 4 3
4

2 4 6 4 3
4

4

0
2

0 0 2 0
0 0 0 0

( )

( )

ˆ̂

¯

˜
˜
˜

,

 

(5)

E

m i n A

n m i B

m i
5

5 1 5 3
5

2 5 5 3 3
5

5

1
2

2 0

1
2

2 0

0 0 2 2 1
0 0 0

=

- +

- - - +

+

m l

m m l

l

( )

( )

00

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜

,



164 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2012. № 1

где 

 R t t R t t1 3 7 2 4 82 2= - , = - .  (6)
В формулах (5) — (6) большое количество 

комплексных элементов базисных матриц вы-
ражено через 20  вещественных параметров 

 
m m m m m n n n n n

t t t t t t
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2 3 4 6 7 8 1 2 3

, , , , , , , , , ,
, , , , , , , , ,m m m l..
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Кроме этих параметров в матрицы (5) вхо-
дят еще 10  неизвестных комплексных величин 
A k

3
( ),  B k

3
( )  ( ).k = ..1 5  Выделяя в них веществен-

ные и мнимые части, в целом получаем 40  
неизвестных вещественных параметров. 

Основная цель нашей работы — построение 
полного списка алгебр Ли с базисами вида (5). 
Интегрирование полученных нами алгебр при-
вело к новым примерам аффинно-однородных 
гиперповерхностей пространства C3.

Для переработки большого объема инфор-
мации, связанной с решаемой задачей, естест-
венно использовать пакеты символьных вычис-
лений. В связи с этим еще одну цель нашей 
работы можно обозначить как иллюстрацию 
эффективности компьютерных информацион-
ных технологий [7] в приложении к задачам 
чистой математики. 

2. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ 
СИМВОЛЬНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ 
В ЗАДАЧЕ ОБ ОДНОРОДНОСТИ 
Р а с с м о т р и м  а л г е б р у  Л и 

h E E E E E= , , , ,1 2 3 4 5 ,  являющуюся веществен-
ной линейной оболочкой пяти базисных матриц 
вида (5). Эта алгебра должна быть замкнута 
относительно операции матричной скобки (ком-
мутатора) 
 [ ]A B A B B A, = ◊ - ◊ .  (8)

Проверку условия замкнутости можно про-
водить только для базисных матриц. Следова-
тельно, необходимо рассмотреть C5

2 10=  ско-
бок. Для каждой из них должно выполняться 
равенство 

 [ ]E E E E E E Ek l, = + + + + ,a a a a a1 1 2 2 3 3 4 4 5 5  (9)
с некоторыми вещественными a a a a a1 2 3 4 5, , , , .  

Совокупность десяти таких равенств пред-
ставляет необходимые и достаточные условия 
для того, чтобы линейное пространство 
h E E E E E= , , , ,1 2 3 4 5  было алгеброй Ли. 

Заметим, что каждая из этих скобок [ ]E Ek l,  
( )1 5£ < £k l  является квадратной матрицей 
4-го порядка. При этом, четвёртая строка лю-

бой такой скобки содержит, как и матрицы (5), 
лишь нулевые элементы. 

Следовательно, матричное равенство (9) для 
отдельной скобки означает систему из 12  ска-
лярных равенств по числу элементов в трех 
строках матрицы вида (1). Всего предлагается 
рассмотреть 120 12 10= ¥  подобных уравнений. 
В нашей ситуации с большим числом параметров 
естественным является использование компью-
терных программ символьных вычислений. 

Упомянем в связи с этим работу [8]. В ней 
также изучались компьютерными методами 
однородные гиперповерхности 3-мерных про-
странств. Наш случай вещественных поверх-
ностей в комплексном пространстве по сравне-
нию с [8] в два раза увеличивает размерность 
задачи. 

Замечание. Можно изучать вопрос об 
алгебрах Ли для произвольных матриц вида 
(1) без учета дополнительных ограничений типа 
(5), (6). Но такое «лобовое» рассмотрение 120  
комплексных уравнений представляется мало-
перспективным даже при использовании сов-
ременных информационных технологий. 

Полученное нами решение поставленной 
задачи существенно опирается на вид (5) ба-
зисных матриц. В свою очередь, такой вид 
является результатом достаточно объемных 
рассуждений и вычислений, которые мы здесь 
не приводим. Частично они отражены в [5], 
другая их часть готовится к публикации. 

3. АЛГОРИТМ ПОИСКА 
МАТРИЧНЫХ АЛГЕБР 

Сначала мы уменьшим общее число изуча-
емых уравнений со 120  до 90 . Для этого вы-
числим в первую очередь последние столбцы 
всех 10  скобок. Например, такой столбец для 
скобки W E E12 1 2= ,ÈÎ ˘̊  имеет вид 
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Отсюда можно определить коэффициенты 
разложения скобки по базису ( )3 : 

W t m E m E n E n E E12 2 2 1 1 2 2 3 1 4 52 4= -( ) + + - - .  (11)

Рассмотрим теперь вместо этой и остальных 
скобок их «исправленные»  варианты 

R W E E E E Ekl kl= - + + + +( ).a a a a a1 1 2 2 3 3 4 4 5 5  (12)
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У каждой из этих матриц 4 -ого порядка 
последняя строка и последний столбец содер-
жат только нулевые элементы. Требование 
замкнутости обсуждаемого пространства 
h E E E E E= , , , ,1 2 3 4 5  относительно скобки 
означает, что и элементы левых верхних ( )3 3¥  
— блоков всех матриц Rkl  также должны быть 
нулевыми. 

Таких элементов имеется 90 9 10= ¥ , и они 
выражаются квадратичным образом через 
обозначенные в формулах (5) — (6) веществен-
ные параметры. Именно эту систему из 90  
уравнений относительно 40  неизвестных ве-
щественных величин мы будем исследовать 
далее. 

На следующем этапе из этой большой сис-
темы комплексных уравнений мы выделим 
относительно простую ее подсистему, содержа-
щую 21 вещественное уравнение. В эту подсис-
тему мы включим уравнения, отвечающие ле-
вым верхним ( )2 2¥  — блокам матриц 
W W W14 23 24, ,  а также ( )3 3,  — уравнение, соот-
ветствующее матрице W24.  Например, ( )3 3,  
— уравнение, соответствующее матрице 
W E E24 2 4= ,ÈÎ ˘̊ ,  есть 

 - + - + - = .m n m t m t m R m n2 2 2 7 4 8 4 2 4 4 0
Отметим, что первые восемь из названных 

уравнений имеют нетривиальные вещественные 
и мнимые части. Последние 5  уравнений ока-
зываются вещественными из-за относительно 
простого вида матриц E2  и E4.  При этом важ-
но, что в выделенную подсистему входят толь-
ко 20  вещественных параметров из (7), а не 
полный набор из 40  неизвестных величин. 

Выделенные 21  уравнение имеют достаточ-
но сложный вид: 
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6 8 4 2 2 6 4 4

2
2 2
- - - + + - -

- + + - -- = ,2 04 6n t

 - + - + - = .m n m t m t m R m n2 2 2 7 4 8 4 2 4 4 0
При изучении системы мы используем ком-

пьютерный перебор, связанный с ее уравнени-
ями и значениями параметров (7) в них. На-
пример, выделяется важный подслучай 
t t m m2 6 2 40 0 0π , = , = = .  Здесь 21  уравнение 
системы (13) принимают вид 

 n R m t n m t n1 2 1 7 4 3 2 14 3 2 0- - - = ,

 - + + + = ,2 4 2 2 02 7 2 7 7 4 4 1R t t t t n n R

 - - - - = ,m n n t n n n n1 4 1 7 1 2 3 42 0

 2 4 4 04 2 4 2 7
2n R n t t- + = ,

 n n m n n n m R m n R1 2 1 4 3 4 1 2 5 1 13 3 8 0+ + - + - = ,

 n R R t R n t n t4 2 2
2

2 2 4 2 4 84 8 4 2 0- + + - + = ,l

 - - - - = ,n R m t n t n m1 2 1 7 1 8 4 3 0

 3 2 02 7 7 4 4 1R t t n n R- - = ,

 - + - + + - = ,R n m R m n m t m t t n1 3 1 1 1 2 3 2 3 8 7 32 0

- - + + - - = ,t R n R n t R R R t n t8 1 2 2 2 2 1 2 1 2 2 84 4 2 0  (14)

 2 3 8 4 02 3 2 3 5 1 2 1 1 1 2 3 4t n n m m m t n R n n n n+ - + + - - = ,
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 - - + - + = ,2 2 8 2 07 1 2 2 2 1 7 2t R t R n R t nl

 
- + + - + -

- - + = ,
n m n n n n n R t n

n R n t R m
2 3 1 2 3 4 1 1 2 3

3 2 3 8 1 3

2
2 0

 2 4 2 4 02 1 2 8 1
2

8
2n R t t R t+ - - = ,

 R n m R n n m t1 3 1 1 1 2 3 83 3 4 0+ - + = ,

 n t R R R2 8 2 1 2 0( )+ - = ,

 n R n R n t t t t t t R t n2 2 4 1 2 2 2 7 7 8 7 2 7 42 2 0- - + - + - = ,

 2 2 04 2 4 8 2
2

4 2 4
2n t n t n n R n- - + - = ,

 
2 2 2 2

2 0
7 1 7 2 2 1 2 2 4 2

2
2

4 2 2
2

4
2

t R t n n R t R n R

R n t n n

- - - - +

+ + + + = ,

 n R n R n t t t4 1 2 2 2 8 7 8 0- - + = ,

 0 0= .
Если, далее, t4 0π  то из 16 -го уравнения 

(14) следует, что n R R
t2 2
1 2

4
= .  Подставляя эту 

формулу в остальные уравнения подсистемы, 
приводим систему (14) к новому виду. Здесь 
еще один подслучай R1 0=  доводится до t7 0= ,  
m3 0= ,  t t8 2=  и l = - 1

4 2 2t R . 
В итоге получается следующий набор зна-

чений 20  интересующих нас параметров: 

 m m m m m1 2 3 4 5 0= = = = = ,

 n n n n1 2 3 4 0= = = = ,  (15)

 
t t t t t t t

R R t t

3 4 2 6 7 8 2

1 2 2 2
2

0
3
2

0

0 2
1
2

= , = , = = , = ,

= , = , = - ,l

n t5 2 1 2 30, π , , ,m m m  — произвольные числа. 
Набор (15) составляет одно из решений 

выделенной подсистемы из 21  уравнения. 
Остальные подслучаи в выделенной подсис-

теме обсуждаются аналогично. Получаемые в 
них результаты имеют для основной задачи 
вспомогательное значение. Поэтому мы их 
здесь не приводим. Отметим лишь, что всего 
получается 10  разных типов решений подсис-
темы. В каждом из них большинство парамет-
ров имеют нулевые значения. 

4. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 
Только часть из полученных решений вспо-

могательной подсистемы достраивается до 
решений полной исходной задачи. По каждому 
явному решению подсистемы можно довести 
исследование либо до получения решения пол-

ной задачи, либо прийти к противоречию. С 
учетом нулевых значений многих параметров 
из набора (7) сделать это достаточно легко. 

Построенный выше набор (15) продолжает-
ся до одного из решений полной задачи. В 
итоге нами получена теорема. 

Теорема. Всякая алгебра Ли с базисом 
вида (5)—(6) имеет один из пяти следующих 
типов: 
g1 :  

 E

it

i
E

t i
t

t1

2

2

2

2

2

4 0 0 1
0 0 0 0
4 0 0 0
0 0 0 0

4 0 0
0 2 0 0
0 0 4 0

=

-Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

00 0 0 0

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

 

E
i

E
i

3 4

0 0 0 0
0 0 0 1
0 4 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ̂

¯

˜
˜
˜
˜

,

=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.E5

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

g2 :  

 E

it it
it

i
E

t t i

1

2 2
2

2
2

2 2
24 0 1

0 2 0 0
4 0 0 0
0 0 0 0

2 0
0 0

=

- -
-

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =
00 0

0 0 0 0
0 0 0 0

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

 E

it
it

i
E

t t i
3

2

2
2

4
2 2

2

0 2 0 0

0 0 1
0 4 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

2 0
0 0

=

-
-

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =
00 0

0 0 0 0

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

 E

it
it

it5

2
2

2
2

2
2

0 0 0

0 0 0

0 0 1
0 0 0 0

=

-
-

-

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜

.

g3 :  

 E

it it
it

i
E

t i
t

1

2 2
2

2
2

2

2

4 0 1
0 2 0 0
4 0 0 0
0 0 0 0

4 0 0
0 2

=

- -
-

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =
00 0

0 0 4 0
0 0 0 0

2t

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,
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E

it

i
E

t
i

3

2

4

20 2 0 0
0 0 0 1
0 4 0 0
0 0 0 0

0 2 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

=

-Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

ÊÊ

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.E5

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

g4 : 

 E

it

i
E

t i
t

t1

2

2

2

2

2

4 0 0 1
0 0 0 0
4 0 0 0
0 0 0 0

4 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0

=

-Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

00 0 0 0

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

 

E
it it

i
E

i
3

2 2
2

4

0 0 0 0
4 0 4 1
0 4 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0

=
- -

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

00 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

5

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.E

g5 :  

 E

it it
it

i
E

t t i
t

1

2 2
2

2
2

2 2
24 0 1

0 2 0 0
4 0 0 0
0 0 0 0

2 0
0

=

- -
-

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, = 22 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

 E

it
it it

i
E

t t
3

2

2 2
2

4
2 2

0 2 0 0
2 0 1
0 4 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
2 0

=

-
- -

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =
22

0 0 0 0
0 0 0 0

i
Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

 E

it
it

it5

2
2

2
2

2
2

0 0 0

0 0 0

0 0 1
0 0 0 0

=

-
-

-

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜
˜

.

Замечание. Параметр t2  в выписанных 
матрицах можно положить равным единице 
(или любому другому ненулевому веществен-
ному числу). 

Построенные алгебры можно проинтегри-
ровать. Это тоже сложная задача, при решении 

которой также можно использовать пакет сим-
вольной математики Maple. 

5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ АЛГЕБРЫ g2   
Соответствующая базисным матрицам g2  

система уравнений получается слишком гро-
моздкой. Для упрощения задачи интегрирова-
ния системы уравнений с частными производ-
ными предлагается перейти к другому семейс-
тву алгебр, подобных исходному семейству. 

Матрицу подобия свяжем с диагонализаци-
ей матрицы E3.  Существуют 4 собственных 
вектора, отвечающих собственным значениям 
матрицы E3 :

 X
i

Y
i

Z=

- /
/

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

- /
- /

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

Ê3 2
3 2

1
0

3 2
3 2
1
0

1
0
0
0ËË

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.T

i

0
0
1
9

Тогда предлагается рассмотреть подобие с 
матрицей 

 C
i i

i

=

- / - /
/ - /

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.

3 2 3 2 1 0
3 2 3 2 0 0

1 1 0 1
0 0 0 9

При таком подобии матрицы базиса g2  
примут более простой вид: 

 

D

i i
i i

i
D1 2

3 0 0
0 3 0
0 0 3 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

=

-
-

-

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

Ê

ËË

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

=

-Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

-

D D

i
i

3 4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
00 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

5

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

=

-
-

-

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.D

i
i

i

Эти базисные матрицы мы ещё преобра-
зуем, переходя к базису D1

*,  D2
*,  D3

*,  D4
*,  

D5
*.  Каждая из матриц Dk

*  нового базиса 
является линейной комбинацией (с вещест-
венными коэффициентами) старых базисных 
матриц: D D D D1 1 5 43* = - - ,  D D2 2

* = ,  D D3 3
* = ,  

D D D D4 1 5 43* = - + ,  D D5 5
* = - ,  так что 
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D

i

D1 2

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

* *=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =

Ê

Ë

Á
Á
Á
ÁÁ

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

=

-Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

, =* *D D
i

3 4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 00
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

5

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

,

=

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.*D

i
i

i

Для еще одного упрощения задачи интег-
рирования, необходимо преобразовать базисные 
матрицы алгебры к нижнему треугольному 
виду с помощью матрицы 

 S =

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

Получим следующие базисные матрицы ал-
гебры: 

 

E S D S
i

E S D S

1
1

1

2
1

2

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0

* - *

* - *

= =

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

,

= = 00
0 0 0 0
0 0 0 0

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

,

 

E S D S

E S D S i

3
1

3

4
1

4

0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0

* - *

* - *

= =
-

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

,

= = 00 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Ê

Ë

Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜

,

 E S D S

i
i

i5
1

5

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

* - *= =

Ê

Ë

Á
Á
Á
Á

ˆ

¯

˜
˜
˜
˜

.

Матрицам E E1 5
* *-  соответствуют следую-

щие векторные поля: 

 E iz
w

E z
z

E z
z

w
w1 1 2 1

1
3 2

2

* * *= ∂
∂

, = ∂
∂

, = ∂
∂

- ∂
∂

,

 E iz
z

E iz
z

iz
z

iw
w4 1

2
5 1

1
2

2

* *= ∂
∂

, = ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

.

В соответствии с основным тождеством (2) 
получаем для E E1 5

* *-  систему уравнений: 

 

Re

Re

ix y
F
u

i

x iy
F
x

i
F
y

1 1
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1 1

1
2

0

1
2
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∂
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=
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Ï
Ì
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¸
˝
Ô
Ǫ̂

=
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∂

Ê
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ˆ
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+
Ï
Ì
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0

1
22 2
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(

x iy
F
x

i
F
y

u iiF
F
u

i
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F
x

i
F
y

)
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0

1
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∂
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=
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∂
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∂

Ê
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ˆ
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+
Ï
Ì
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∂
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2
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Re ix y
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y
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F
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i
F
y

iu F
F
u

i
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1
2

0

- ∂
∂

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

+

+ -( ) ∂
∂

+Ê
ËÁ

ˆ
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¸
˝
˛

=

Ï

Ì

Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô

Ó
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Ô
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Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
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 (16)

Упрощая систему, получим: 
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u
F
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1
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1
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2
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2
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1
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0
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∂

+ ∂
∂

=

∂
∂
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∂
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x
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y

y
F
x

x
F
y

y
F
x

x
F
y

F
F
u

u

2
1

2

1
1

1
1

2
2

2
2
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0

ÌÌ

Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
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Ó
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Ô
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Ô
Ô
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Ô
Ô

 (17)

Будем решать систему поочередно, посте-
пенно уменьшая количество уравнений и число 
переменных в системе. Решим первое уравнение 
системы (17). Его общее решение имеет вид: 
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 F
x
y

u G x x y y= - + , , ,( ) ,1

1
1 2 1 2  (18)

где G  — произвольная аналитическая функция 
от 4-х переменных. 

Тогда 
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Перепишем систему (17) с учетом получен-
ного решения (18): 
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 (19)

Решим первое уравнение системы (19). Пе-
реходя к полярной системе, связанной с коор-
динатами x y1 1, ,  получим обыкновенное диф-
ференциальное уравнение: r G

r1 1
0∂

∂ = .  Его реше-
ние имеет вид: 
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 (20)

где g  — произвольная аналитическая функция 
от 3-х переменных. 

Для удобства дальнейших вычилений вве-
дем замену переменных: 
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Тогда 

 

∂
∂

= - ∂
∂

, ∂
∂

= ∂
∂

,

∂
∂

= - ∂
∂

, ∂
∂

= ∂
∂

.

G
x

y
x

g
t

G
x

g
t

G
y x

g
t

G
y

g
t

1

1

1
2

1 2 2

1 1 1 2 3

1

Перепишем уравнения системы (19) с уче-
том полученного решения (20): 

 

t
g
t

t
g
t

g

t
g
t

g
t

t
g
t

t
g
t

t

2
2

3
3

1
2 3

1
2

1
3

2
2

0

0

1

∂
∂

+ ∂
∂

+ =

∂
∂

- ∂
∂

=

+ ∂
∂

- ∂
∂

+ ∂
( )

gg
t

g
t∂

- =

Ï

Ì

Ô
Ô
Ô

Ó

Ô
Ô
Ô

3 1

0

 (21)

Решим второе уравнение системы (21). Для 
этого следует перейти к системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 
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Вычисляя интегралы этой системы, полу-
чим следующее решение: 

 g h t t t t= , +( ) ,1 2 1 3  (22)

где h  — произвольная аналитическая функция 
от 2-х переменных. 

Снова введем замену переменных: 

 s t s t t t1 1 2 2 1 3= , = + .
Тогда 
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Перепишем систему (21) с учетом получен-
ного решения (22): 
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Решение первого уравнения системы (23) 
имеет вид h s

s
p

s= =j j( ) ( ) ,1

2 2
 где введены новая 

независимая переменная s p1 =  и новая функ-
ция j( )p  от одной переменной. Тогда, подстав-
ляя полученную формулу для h  в последнее 
уравнение системы (23), имеем обыкновенное 
дифференциальное уравнение: 

 p d
dp

p
p

2
2

1
1

0+( ) + - =j j

Общим решением этого ОДУ является сле-
дующая функция: 

 j =
+( )

,
C p

p

2 1

где C  — произвольная вещественная кон-
станта. 

Построение 5-мерных матричных алгебр Ли с помощью пакета Maple
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Возвращаясь к первоначальным координа-
там с учетом всех замен, которые мы вводили, 
получим следующее уравнение искомой повер-
хности: 

 v
y

x u
C x y

x x y y
= - +

+( )
+
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˜
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Заметим, что при C = 0  оно является ал-
гебраическим уравнением 2-го порядка и зада-
ет прямое произведение конуса из пространства 
Cz w1

2
,  на комплексную плоскость Cz2

.  
При всех C π 0  получается одна и та же (с 

точностью до растяжений координат и симмет-
рий) алгебраическая поверхность 4-го поряд-
ка 

 Re z w Re z z z1 1 2 1

2( ) = .( )
Это новый пример аффинно-однородной 

поверхности в C3.  
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