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Аннотация: В данной работе рассматривается метод усреднения для нелинейной системы 
дифференциальных уравнений с двумя малыми положительными параметрами. Для таких 
систем найдена область изменения параметров, в которой справедлив аналог теоремы 
И. Г. Малкина. 
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с двумя параметрами, теорема Малкина. 

Abstract: In the given paper the averaging method for nonlinear system of the diff erential equations 
with two small positive parameters is considered. For such system and the domain of parameters 
given I. G. Malkin’s theorem is found. 
Key words: Averaging method, nonlinear system of the diff erential equations with two parameters, 
Malkin’s theorem.

ВВЕДЕНИЕ*

К системам квазилинейных дифференци-
альных уравнений с малыми параметрами 
приводят многие практические задачи физики 
и техники. Точные решения таких систем уда-
ется получить лишь в очень редких случаях. 
Поэтому для исследования колебаний такого 
рода в системах приходится, начиная с работы 
А. Пуанкаре [17], использовать результаты 
качественного характера. Одним из наиболее 
известных здесь является метод усреднения, 
широко освещенный в классической литерату-
ре, см., например, [4, 5, 7, 10, 11]. Обширная 
библиография по данной тематике представле-
на в недавно вышедшей монографии В. Ш. Бур-
да [2]. В 1945 году Н. Н. Боголюбов [8] положил 
начало теории усреднения на бесконечном ин-
тервале. Дальнейшее развитие эта теория по-
лучила в совместной работе Н. Н. Боголюбова 
и Ю. А. Митропольского [3], а так же работе 
И. Г Малкина [1], который, по-видимому, пер-
вым применил данную теорию для доказатель-
ства существования и единственности почти 
периодического решения дифференциального 
уравнения с малым параметром вида (1) в 
критическом случае. В последние годы для 
уравнений с гладкой правой частью были по-
лучены новые результаты с использованием 
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метода усреднения, а также разработано до-
статочно большое количество модификаций 
этого метода, основанных на идеях Н. Н. Бо-
голюбова и И. Г. Малкина. Случаи с недиффе-
ренцируемыми правыми частями также рас-
сматривались, см., например, работу В. Г. За-
дорожного [15], а так же [16]. Однако ответ на 
вопрос: существуют ли и какого вида будут 
почти периодические решения у квазилинейных 
систем (4) с двумя малыми положительными 
параметрами, насколько известно авторам, не 
рассматривался в литературе. В настоящей 
работе изучаются системы такого вида. 

Остановимся на наиболее близких к насто-
ящей работе результатах И. Г. Малкина более 
подробно. В своей монографии [1] И. Г. Мал-
кин рассматривал колебания, описываемые 
системами дифференциальных уравнений 
вида: 

 
dx
dt

X t x f t x= , + , , ,( ) ( )m m  (1)

где функция X R R Rn n: ¥ Æ1  является T-пе-
риодической по  первой переменной , 
f R R Rn n: ¥ ¥ , Æ1 0 1[ ]  почти-периодической по 
t  равномерно по x,  m -малый положительный 
параметр. Предполагалось, что порождающая 
система (соответствующая случаю m = 0) :  

 
dx
dt

X t x= ,( )
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допускает семейство Т-периодических решений 
x t h= ,j( ),  где h  — некоторый многомерный 
параметр. 

После линеаризации уравнения (1) на ре-
шении j( ),t h,  замены Флоке [4] (аналогичный 
результат можно получить, используя замены 
Боголюбова—Штокало [9]) и преобразования 
Боголюбова—Крылова [3] уравнение (1) сво-
дится к системе, состоящей из двух уравне-
ний: 

 
�
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где A  и C  — постоянные матрицы, функции 
B D,  удовлетворяют условию Липшица по пе-
ременным u  и v.  

Для системы (2) доказывается существова-
ние и единственность почти периодических 
решений, а так же их сходимость к решению 
системы такого типа: 
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В основе этого доказательства лежит клас-
сический принцип усреднения Боголюбова—
Крылова для задачи о почти периодических 
решениях. 

Естественным обобщением уравнения (1) 
является случай многомерного параметра m . 
Двухпараметрический аналог уравнения (1) 
может быть представлен системой вида: 
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dt

X x f t x
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где порождающие уравнения dx
dt X x1

1 1= ( ),  
dx
dt X x2

2 2= ( ),  так же допускает семейство перио-

дических решений x t h x t h1 1 1 2 2 2= ,( ) , = ,( )j j ,  

вообще говоря разных периодов T1  и T2  по 
переменной t. 

Проводя доказательство по схеме И. Г. Мал-
кина, задача о существовании почти периоди-
ческих решений у системы (3) сводится к за-
даче о существовании почти периодических 
решений у следующей квазилинейной систе-
мы: 
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где A t A t1 2( ) ( ),  являются T1  и T2  периодически-
ми соответственно, f ii( )= ,1 6  почти периодич-
ны по t  равномерно по x1  и x2.  

Необходимо показать наличие почти пе-
риодических решений у системы (4) при всех 
достаточно малых m1  и m2.  Конечно, если m1  
и m2  связаны линейной зависимостью m m1 2= k ,  
такой результат может быть получен из тео-
ремы Малкина. Случай произвольного изме-
нения параметров m1  и m2  насколько известно 
авторам, не рассматривался. Отметим, что 
прямой перенос доказательства Малкина не-
возможен. В настоящей работе выделена об-
ласть на плоскости ( ),m m1 2,  ею оказался 
сектор, ограниченный двумя «параболами», 
в котором результат о существовании почти 
периодического решения оказывается вер-
ным.

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 
Рассмотрим систему (4), в которой A t1( )  и 

A t2( ) — являются периодическими матрицами 
порядка n  периодов T1  и T2  соответственно; 
будем считать, что порядки матриц A t1( )  и 
A t2( ) равны (для облегчения дальнейших вы-
кладок), хотя основной результат будет спра-
ведлив для отличных порядков матриц, g t1( )  
и g t2( )  — почти периодические функции, m1  и 
m2  — малые параметры; функции f t x xi , ,( )1 2 ,  
i = ,1 6  — удовлетворяют условию Липшица по 
переменным x x1 2,  с константами Li  соответс-
твенно, и почти периодичны по t  равномерно 
относительно x x1 2, . Так же предполагается, что 
матрицы L1

1

1 1 1= ( )ÈÎ ˘̊T U Tln  и L2
1

2
2 2= [ ]T U Tln ( ) ,  

где U1  и U2  операторы сдвига по траекториям 
однородных систем x A t x1 1 1= ( )  и x A t x2 2 2= ( )  со-
ответственно, не имеют собственных значений 
на мнимой оси. 

Пусть область W1( )  описывается неравенс-
твами c c1 1

2
2 2 1

1 2m m me e( ) ( ),- / +< <  где c c1 2 0, > ,  
0 3

4< <e ,  — некоторые константы. 
Теорема 1. При достаточно малых пара-

метрах m1  и m2  принадлежащих области 
( ),W1  Система (4) имеет почти периодическое 
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решение, и разность между решениями сис-
темы (4) и (5) 
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при тех же значениях m1  и m2,  стремится к 
нулю при m1,  m2 0Æ .  

Доказательство. Сначала произведем в 
уравнении (5) замену переменных вида: 
x t t y t1 1 1( ) ( ) ( )= F  и  x t t y t2 2 2( ) ( ) ( ),= F  г д е 
F F1 1 1t T t+( ) ∫ ( )  и F F2 2 2t T t+( ) ∫ ( ),  где F1( )t  
и F2( )t  периодические функции, определяемые 
следующими соотношениями F L
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2( ) ( ) .t U t e t= -  После этого система (5) 
примет вид: 
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здесь x t y ti i i= F ( ) ( ),  где i = ,1 2.  Будем искать 
почти периодическое решение системы (6) ме-
тодом последовательных приближений, опре-
деляемых формулой: 
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В качестве начального приближения y y1
1

2
1,( )  

возьмем почти периодическое решение следу-
ющей системы: 
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которое существует. 
Доказательство сходимости последователь-

ных приближений будем осуществлять в четы-
ре этапа: 

1) Покажем, что все приближения лежат в 
некоторой ограниченной окрестности началь-
ного приближения. 

2) Последовательные приближения равно-
мерно сходятся к некоторым почти периоди-
ческим функциям y t1

*( )  и y t2
*( ).

3) Функции y t1
*( )  и y t2

*( )  действительно 
удовлетворяют системе (6) . 

4) Полученное решение y t y t1 2
* *( )( ) ( ) ,  будет 

единственным. 
Прежде чем переходить к доказательству 

выпишем одну оценку для почти периодичес-
кого решения неоднородного дифференциаль-
ного уравнения, которая будет основной в ходе 
нашего доказательства. 

Рассмотрим уравнение (9), в котором мат-
рица B  не имеет собственных значений с ну-
левыми вещественными частями , m  — малый 
положительный параметр, h t( ) — почти пери-
одическая функция: 
 �z Bz h t= +m ( )  (9)
z t( )  решение системы (9), тогда справедлива 
следующая оценка: z t h t c( ) ( ) ,£ 1

m  где c  по-
ложительная константа не зависящая от фун-
кции h t( ).  

Переходим к доказательству: 
1) Пусть H  — положительная константа. 

Рассмотрим область ( )°  определяемую нера-
венствами y y H1 1

1- £( )  и y y H2 2
1- £( ) .

Покажем, что при достаточно малых m1  и 
m2  из области W1( )  все последовательные при-
ближения лежат в области ( ).°  Предположим, 
что функции y tp

1
1( )( )-  и y tp

2
1( )( )-  лежат в облас-

ти, покажем, что тоже самое справедливо и 
для p-ых приближений. Очевидно, что разность 
y yp

1 1
1( ) ( )-  удовлетворяет уравнению: 
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тогда справедлива оценка: 
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Для разности y yp
2 2

1( ) ( )-  аналогично получа-

ем оценку : y y a c c c cp
f f f2 2
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Постоянная a1  не зависит от правой части 
уравнения (10), c f s y yf ii

= , ,( )sup ,x 1 2  где 

x = , ,( ) : - £s y y y y s H1 2 1 1
1( )( ) ,  y y s H s R2 2

1 1- £ , Œ( )  

в области ( ),°  а c t1 1
1= -F ( ) ,  c t2 2

1= -F ( ) .

Можно выбрать m1
0  и m2

0,  что при m m1 1
0<  

и m m2 2
0< ,  y p

1
( )  и y p

2
( )  будут лежать в области 

( ).°
2) Оценим разности последовательных при-

ближений. Из пункта 1) следует, что можно за-
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откуда получаем оценки: 
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где Lfi
 — константы Липшица функций 

f t x x ii , ,( ) , =1 2 1 6, .
_

 
Полученные неравенства показывают, что 

при достаточно малых m1  и m2  из области W2( )  
можно положить b bp p+ =1 Q ,  где Q  — некото-
рая независящая от p  положительная посто-
янная меньше единицы. Из этого вытекает, что 
последовательности y yp p

1 2
( ) ( ),  равномерно схо-

дятся к некоторым почти периодическим фун-
кциям y y1 2

* *,  соответственно. 
3) Теперь покажем, что функции y t1

*( ),  y t2
*( )  

в действительности удовлетворяют системе (7). 
Для этого рассмотрим систему: 
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здесь x t y ti i i
( ) ( )( ) ( ),* *= F  где i = ,1 2.  

Для достижения поставленной цели нам 
достаточно показать ,  что y t y t1 1

* =( ) ( ),  
y t y t2 2

* =( ) ( ).  Очевидно, что разность 1 1y y p- ( )  
удовлетворяет уравнению: 

d y y
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 (14)

здесь x t t y ti
p

i i
p- -=1 1( ) ( ) ( ),F  где i = ,1 2.  Для ре-

шения 1 1y y p- ( )  справедлива оценка: 
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где Bp-1  верхние пределы функций: x x p
1 1

1* -- ( ) ,  

x x p
2 2

1* -- ( ) . Для разности 2 2y y p- ( )  аналогично 
получим оценку: 

 2 2 2 2 1 1 22 1
2

2 4 2 6
y y a c B L L Lp

p f f f- £ + +( )-
( ) .m

m m m  

Так как limp pBÆ• = 0  (это следует непосред-
ственно из пункта 2), то из установленных 
неравенств получим i p i

p
iy y y= =Æ•
*lim ,( )  где 

i = ,1 2,
_

 что и требовалось доказать. 
4) Осталось доказать единственность най-

денных решений. Предположим, что кроме 
решений y1

*,  y2
*  существуют 1

*
y ,  2

*
y  решения 

системы (7), так как при малых m1  и m2  из 
области W1( )  сколь угодно мало отличающих-
ся от начальных приближений y1

1( )  и y2
1( ).  По 

нашему предположению, мы можем утверж-
дать, что существуют такие положительные 
m1

0  и m2
0,  что при m m1 1

0<  и m m2 2
0<  будем иметь 

y y1 1
* *- £ e,  y y q2 2

* *- £ e,  где 0 1< <e .  

Разность y y1 1
* *- ,  очевидно, удовлетворяет 

уравнению: 
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Таким образом y y a c Lf1 1
1

1 1 12
1

* *- £ +(e m  

L Lf f2 2

2
2

1 3
+ + )m m

m ,  поэтому можно выбрать m1
0  и 
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m2
0,  так, что при m m1 1

0<  и m m2 2
0<  будет вы-

полняться неравенство: 

 2 1 1 1 21 2

2
2

1 3
a c L L Lf f fm m em

m+ +( ) < .

Откуда находим оценку: y y1 1
2* *- < e .  Пов-

торяя выше приведенную выкладку, получим 
следующие неравенство y y k

1 1
* *- < e ;  при 

k Æ •,  получим, что y y1 1
* *= .  То есть найденное 

решение единственно. 
Аналогично показывается, что y y2 2

* *= .  
Итак, сформулированная теорема доказана. 
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