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Аннотация. Вводится понятие медленно меняющихся на бесконечности функций, рассмат-
риваются их свойства. Описывается структура ограниченных решений линейного дифферен-
циального уравнения с постоянными операторными коэффициентами, свободный член кото-
рого убывает на бесконечности или является медленно меняющейся на бесконечности функ-
цией. 
Ключевые слова: линейное дифференциальное уравнение, представление решения, мед-
ленно меняющаяся на бесконечности функция, убывающие на бесконечности функции, по-
лупростые собственные значения. 

Abstract. The concept of slowly varying functions is introduced, their properties are descussed. 
The structure of bounded solutions of a liner diff erential equation with constant operator coeffi  cients 
is described in case, when a free term converges to zero on infi nity or is a slowly varying 
function. 
Key words: linear diff erential equation, solution representation, slowly varying on infi nity functions, 
decreasing on infi nity functions, semisimple eigenvalue. 

Введение. Пусть X  — конечномерное 
нормированное пространство, L X( )  — алгеб-
ра линейных операторов, действующих в X .  
C Xb u, ,( )R  — банахово пространство равномерно 
непрерывных ограниченных функций c нормой 
x x tt• Œ= max ( ) ,R  x C Xb uŒ ,, ( ).R  Замкнутое 

подпространство функций x  из C Xb u, ,( ),R  
обладающих свойством lim ( ) ,| |Æ• =t x t 0  обоз-
начим C C X0 0= ,( ).R  L X• ,( )R  — банахово про-
странство измеримых по Бохнеру, существенно 
ограниченных функций, определенных на R  со 
значениями в X .

Определение 1. Функция x C Xb uŒ ,, ( )R  
называется медленно меняющейся на бесконеч-
ности, если для любого a,  S x x C X( ) ( ),a - Œ ,0 R  
где S x t x t( ) ( ) ( )a a( ) = +  — оператор сдвига 
функции x  на a.  

Пространство таких функций обозначим 
символом C C Xsl sl= ,( ).R  Имеет место вклю-
чение C Csl0 Ã .  Символом L1( )R  обозначим 
банахову алгебру комплексных суммируемых 
на R  функций с нормой j j= ÚR

( ) ,u du  
j ŒL1( )R  и со сверткой в качестве умноже-
ния. Для преобразования Фурье функции 
j ŒL1( )R  будем использовать обозначение ,̂j  
ˆ( ) ( ) ( ) ,j jt s exp its ds= -ÚR

 t Œ R. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 
вида: 
 �x Ax f= + ,  (1)
где f C XŒ ,0( ),R  A L XŒ ( ).  В следующих тео-
ремах под решением понимается непрерывно 
дифференцируемая функция, удовлетворяю-
щая уравнению (1). 

Теорема 1. Пусть функция f  принадле-
ж и т  п р о с т р а н с т в у  C X0( ),R,  
s l0 1( )A i k mk= , = , ..,{ }  — совокупность полу-
простых* собственных значений оператора A,
лежащих на мнимой оси. Если существует 
ограниченное решение уравнения (1), то оно 
представимо в виде 

 x t y t exp i t t
k

m

k k( ) ( ) ( )= , Œ ,
=

Â
1

l R  (2)

где y C Xk slŒ ,( ).R  

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 
РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 1. Пусть x C Xb uŒ ,, ( ),R  непрерыв-
но дифференцируема и �x C XŒ ,0( ).R  Тогда 
x C XslŒ ,( ).R  

Доказательство. По теореме Нью-
тона-Лейбница справедливо равенство: 

* Собственное значение λ0 оператора A называется 
полупростым [1, стр. 59], если отсутствуют присоединен-
ные векторы, отвечающие собственному значению λ0. 
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x t x x d
t

( ) ( ) ( ) ,- = Ú0
0

� t t  0 < < •t .  Тогда для 

любого a Œ R,учитывая что lim ( ) ,| |Æ• =t x t� 0  
получим 

 

S x t x t x t x t

x d x t s ds
t

t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

a a

t t
a a

a

( ) - = + - =

= = + £

£

+

Ú Ú� �
0

0ÚÚ + Æ , Æ •.�x t s ds t( ) 0

Следовательно, x C XslŒ ,( )R (учитывается, что 
x C Xb uŒ ,, ( )).R  Лемма доказана. 

Лемма 2. Пусть функция j Œ ,C X0( ),R  а 
f LŒ 1( ).R  Т о г д а  с в е р т к а 
( )( ) ( ) ( ) ,j t j t t* = -Úf t f t d

R
 t Œ R,  принадле-

жит C X0( ).R,
Доказательство. Так как подпростран-

ство бесконечно дифференцируемых финитных 
функций C0

•( )R  плотно в L1( ),R  то существует 
последовательность f Cn Œ •

0 ( ),R  сходящаяся к 
функции f  в L1( ).R  Тогда, в силу ограничен-
ности функции j,  используя лемму 1 (d) [2, 
стр. 107], получим 
 f f f f nn n* - * £ - Æ , Æ •.

• •
j j j

1
0  (3)

Поскольку функция fn  имеет компактный 
носитель, то свертка fn * j  принадлежит 
C X0( ).R,  Следовательно, в силу замкнутости 
C X0( )R,  в C Xb u, ,( ),R  из (3) получим, что f * j  
принадлежит подпространству C X0( )R,  как 
предел последовательности функций из 
C X0( ).R,  Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть функция j Œ ,C Xsl ( ),R  а 
f LŒ 1( ).R  Т о г д а  и х  с в е р т к а 
( )( ) ( ) ( ) ,f t f t d* = -Új t j t t

R
 t Œ R,  принадле-

жит C Xsl ( ).R,  
Доказательство. Пусть y j= *f .  Для 

произвольных a Œ R  и t Œ R  имеют место ра-
венства 

 

S S f f
f S t t d

f

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

a y y a j j
t a j t j t t

t

- = * - * =
= - - -( ) =

=
Ú

Ú
R

R
SS S t S t d

f S S t t d

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

- - -( ) =

= - -( )Ú
t a j t j t

t t a j j t
R

==

= * -( )( ) .f S t( ) ( )a j j

 (4)

Т а к  к а к  ф у н к ц и я  j Œ ,C Xsl ( ),R  т о 
S C X( ) ( ),a j j-( ) Œ ,0 R  следовательно, по лем-

ме 2, функция S C X( ) ( ),a y y-( ) Œ ,0 R  " Œa R.  
Значит, y  принадлежит пространству 
C Xsl ( ).R,  Лемма доказана. 

Для доказательства последующих лемм нам 
потребуется [3].

Определение 2. Спектром Берлинга век-
тора x L XŒ ,•( )R  называется подмножество 
L( )x  и з  R  с л е д у ю щ е г о  в и д а 
L( )x f x= Œ : * π{l R 0 для любой функции 

( ) c (̂ ) .f L fŒ π }lR 01

Лемма 4. Для того, чтобы функция 
j Œ ,,C Xb u( )R  принадлежала подпространству 
C Xsl ( )R,  необходимо и достаточно, чтобы 
f C X* Œ ,j 0( ),R  для любой функции f LŒ 1( )R  
с (̂ ) .f 0 0=  

Доказательство. Пусть j Œ ,C Xsl ( ),R  
тогда для любого a, S C X( ) ( )a j j- Œ ,0 R  и для 
любой функции g LŒ 1( )R  из леммы 2 следует, 
что S g C X( ) ( ).a j j-( ) * Œ ,0 R  По свойству 
свертки получим 
  S g S g g C X( ) ( ) ( )a j j j a-( ) * = * -( ) Œ , .0 R  (5)
Множество линейных комбинаций функций 
вида S g g( ) ,a -  a Œ R,  g LŒ 1( )R  образует иде-
ал I  в алгебре L1( ).R  В следствии 3.2.8 статьи 
Баскакова [4, стр. 47] установлено, что замы-
кание I  идеала I  совпадает с максимальным 
идеалом M f L f= Œ : ={ }1 0 0( ) (̂ ) ,R  который 
является примарным идеалом (примарные 
идеалы в алгебре L1( )R  совпадают с макси-
мальными [5, стр. 237—238]). При этом непос-
редственно из определения 2 следует, что ан-
нулятор I x L f x^ •= Œ : * = ,{ ( )R 0  для любого  
f LŒ }( )R1 состоит из постоянных функций, т.е. 
является одномерным подпространством в 
L•( ).R  Именно в терминах I ^  было сформу-
лировано следствие 3.2.8 из [4]. Таким образом, 
для любой функции f MŒ  получим, что 
j * Œ ,f C X0( ).R  Необходимость доказана. 

Пусть f LŒ 1( )R  такова, что (̂ )f 0 0=  и для 
j Œ ,,C Xb u( )R  выполнено j * =f 0. Покажем, 
что для любого a Œ R  функция y a j j= -S( ) ,  
y Œ ,,C Xb u( )R  принадлежит C X0( ).R,  Для 
всякой функции g LŒ 1( )R  справедливо 

 
y a j j

j a

* = -( ) * =

= * -( ) Œ ,

g S g

S g g C X

( )

( ) ( ).0 R
 (6)

Далее рассмотрим фактор-пространство 
C X C Xb u, , / ,( ) ( ),R R0  являющееся банаховым 
L1( )R  — модулем [6, стр. 54]. Тогда равенство 
(6) эквивалентно равенству 
 � �y * = , Œ ,g g L0 1( )R  (7)
где �0  — нулевой элемент фактор-пространства, 
�y y= + ,C X0( ).R  Спектр Берлинга элемента 

Об асимптотических свойствах решений дифференциальных уравнений
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�y  представляет собой множество L( )�y l= Œ :{ R  
для любой функции ( ) (̂ ) .� �yŒ , = , * = }Rf L f f1 0 0 0  
Поскольку (7) справедливо для любой функции 
из L1( ),R  то оно выполнено и для функции, 
преобразование Фурье которой не обращается 
в ноль ни в одной точке из R.  Тогда L( ) ,�y = /0  
откуда из теоремы [6, стр. 58] следует, что 
� �y = 0,  т.е. S C X( ) ( ).a j j y- = Œ ,0 R  Лемма 

доказана. 
Лемма 5. Если x C Xb uŒ ,, ( )R  и непрерывно 

дифференцируема, причем �x C XslŒ ,( ),R  то 
x C XslŒ ,( ).R

Доказательство. Пусть y x= �, y C XslŒ ,( ).R  
Рассмотрим банахово пространство C Xb u, ,( )R  
и сильно непрерывную группу операторов S h( ),  
h Œ R  сдвигов функций. Ее инфинитезималь-
ным оператором является оператор дифферен-
цирования функций из C Xb u, ,( )R  [7, стр. 670]. 

Следовательно, lim
( )

,h

S h I x
h

xÆ

-( )
=0 �  где пре-

дел берется в C Xb u, ,( ).R  Тогда для любой 
функции f LŒ 1( ),R  (̂ ) ,f 0 0=  используя свойс-
тво непрерывности свертки, получим 

lim
( )

( ).h f
S h I x

h
f x C XÆ *

-( )Ê

ËÁ
ˆ

¯̃
= * Œ ,0 0� R  По-

скольку f
S h I x

h
S h I

h
f x*

-( )
= - *

( ) ( )
( ),  то суще-

ствует  lim
( )

( ) ( ).h
S h I

h
f x f x C XÆ

- * = * Œ ,0 0� R   

Следовательно f x*  непрерывно дифференци-
руема (принадлежит области определения 
о п е р а т о р а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я )  и 
f x C Xb u* Œ ,, ( ).R  Тогда из леммы 1 следует, 
что свертка f x*  принадлежит C Xsl ( ).R,  Да-
лее из леммы 4 получим, что для любой фун-
кции g LŒ 1( ),R  для которой выполнено (̂ ) ,g 0 0=  
свертка g f x* *  принадлежит C X0( ).R,  Таким 
образом, можно рассмотреть подпространство 
M f L f L f0

1 10 0 0 0= * : Œ , = , Œ , ={ }j j j( ) ˆ( ) ( ) (̂ ) ,R R   
являющееся собственным идеалом банаховой 
алгебры L1( ),R  содержащееся в максимальном 
идеале этой алгебры M L= Œ : ={ }j j1 0 0( ) ˆ( ) .R  

Покажем, что замыкание 0M  совпадает с M .  
Предположим противное. Тогда существует 
ненулевой линейный функционал x : ÆM C  
на M ,  равный нулю на 0M  и как любой ли-
нейный функционал в L1  он имеет вид: 

 x t t tx x a d x M a L= , Œ , Œ .
-•

• •Ú ( ) ( ) ( )R

Поскольку подпространство M0  инвариантно 
относительно сдвига, то для функ ции j ŒM0  

и для любого t Œ R,  x j j t t tS t t a d( ) ( ) ( )( ) = - =
-•

•

Ú  

j a t( )( ) .= * = 0  Рассмотрим спектр Берлинга 
L( )a  функции a.  Так как для каждого 
l Œ R \ { }0  найдется функция f L \ MŒ 1

0( )R  с 
(̂ )f l = 0  такая, что f a* π 0,  то L( ) { }.a Ã 0  

Если l = 0,  то любая функция f M \ MŒ 0  
обладает свойствами: (̂ ) ,f 0 0=  f a* π 0.  Таким 
образом, l = 0  также не принадлежит L( ).a  
Следовательно, L( ) .a = /0  Тогда из теоремы [6, 
стр. 58] следует, что a = 0,  чего не может быть, 
поскольку функционал x  ненулевой. Лемма 
доказана. 

Доказательство теоремы 1. Пусть 
s s s s( ) ( ) ( ) ( ),A A A A= » »- +0  г д е  s 0( )A = 

l 1 ,i k mk= , = , ..,{ }  а s -( )A  и s +( )A  — части 
спектра, лежащие соответственно в левой и 
правой полуплоскостях. Соответствующие час-
тям спектра проекторы обозначим P-,  P0  и 
P L X+ Œ ( ).  Эти проекторы порождают разло-
жение пространства X  в прямую сумму под-
пространств, X X X X= ≈ ≈- +0 ,  инвариантных 
относительно A. Применив проектор P0  к обе-
им частям тождества (1), получим 
 0 0 0 0�x A x f= + ,  (8)

г д е  A A X0 0= | ,  и  д л я  люб о г о  t Œ R  
x t P x t0 0( ) ( ) ,= ( )  x X0 : ÆR ,  f t P f t0 0( ) ( ) .= ( )  
Рассмотрим сначала случай простого нулевого 
собственного значения, s 0 0( ) .A =  В этом слу-
чае оператор A P A0 0 0= =  и уравнение (8) 
примет вид 
 0 0�x f= .

Из леммы 1, учитывая что f C XŒ ,0( ),R  полу-
чим, что x C Xsl0 Œ ,( ).R

Рассмотрим теперь случай, когда спектр 
оператора A0  состоит из полупростых собствен-
ных значений. В этом случае справедливо 
представление 

 A i P
k

m

k k0
1

= ,
=

Â l

где P L Xk Œ ( )  — проектор на соответствующее 
инвариантное подпространство оператора A0.  
Применив Pk  к обеим частям тождества (8), 
получим 
 k k k kx t i x t f t� ( ) ( ) ( )= + ,l  (9)

где x t P x tk k( ) ( ) ,= ( )0  f t P f tk k( ) ( ) ,= ( )0  t Œ R. В 
полученном уравнении сделаем замену пере-

К. С. Кобычев
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менных x t y t exp i tk k k( ) ( ) ( )= l  и уравнение (9) 
запишется следующим образом 
 k ky t f t� ( ) ( )= ,0  (10)

где f t f t exp i tk k k
0( ) ( ) ( ),= - l  t Œ R.  Поскольку 

f C Xk Œ ,0( ),R  то и f C Xk
0

0Œ ,( ).R  Из диффе-
ренцируемости yk  на R,  по теореме о конечных 
приращениях для любого отрезка t t h, +[ ]  най-
дется точка x Œ , +[ ]t t h  такая, что будет вы-
полнено равенство: y t h y t y hk k k( ) ( ) ( ) ,+ - = � x  
откуда следует равномерная непрерывность 
функции yk .  Так как y xk k• •

= ,  то y  — ог-
раничена. Значит, функция y C Xk b uŒ ,, ( ).R  
Тогда по лемме 1 функция yk ,  а значит и xk ,  
принадлежит пространству C Xsl ( ).R,  Решение 
x0  уравнения (8) будет выражаться через ком-
поненты xk  по формуле: 

 x t x t y t exp i t t
k

m

k
k

m

k k0
1 1

( ) ( ) ( ) ( )= = , Œ .
= =

Â Â l R  (11)

Далее рассмотрим уравнение (1) в подпро-
странстве X X X1 = ≈+ - .  Таким образом, рас-
сматривается оператор A A X1 1= |  и для лю-
бого t Œ R  обозначим x t P P x t1( ) ( ) ( ) ,= + ( )+ -  
f t P P f t1( ) ( ) ( ) .= + ( )+ -  Его ограниченное реше-
ние может быть записано с помощью функции 
Грина [8, стр. 118] 

 x t G f t G t f d1 1( ) ( )( ) ( ) ( )= * = - ,ÚR
t t t  (12)

где 

 G t
e P t
e P t

t
A t

A t( ) =
, ≥ ,

- , < ,
Ï
Ì
Ô

ÓÔ
, Œ-

+

1

1

0
0

R  

Покажем, что x1  принадлежит C X0( ).R,  Так 
как 

 ( )( ) ( ) ( )G f t G t f d
R

* £ -Ú1 1t t t

и для функции Грина справедлива оценка 
G t N t( ) exp( )£ - | |n  ( ,n > 0  N > 0,  t Œ R)  [8, 
стр. 119], то функция y( ) ( ) ,s G s=  s Œ R  при-
надлежит пространству L C1( ) ( ).R R«  Функция 
j( ) ( ) ,s f s= 1  s Œ R  принадлежит подпро-
странству C0( ).R  Таким образом по лемме 2, 
свертка y j*  принадлежит C0( ),R  т.е. 
x t t1 0( ) ( )( ) ,£ * Æy j  t Æ •.  

Решение исходной системы (8) представля-
ет собой сумму 

 
x t x t x t

y t e y t x t e e
k

m

k
i t

m
i t ik m

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= + =

= + +( )
=

-
-Â

0 1

1

1

1
l l lmmt ,

 (13)

где t Œ R  и, в силу вложения C Csl0 Ã ,  функция 
y t x t em

i tm( ) ( )+ -
1

l  принадлежит пространству 

C Xsl ( ).R,  Таким образом, получаем утвержде-
ние теоремы в случае полупростых собственных 
значений оператора A. Теорема доказана. 

Замечание 1. Из (13) также следует, что 
представление решения (2) не является един-
ственным. Если 

 x t y t e t
k

m

k
i tk( ) ( )= , Œ ,

=
Â

1

� l R

то y y C Xk k- Œ ,� 0( ).R  
Теорема 2. Пусть функция f  принадлежит 

пространству C Xsl ( ),R,  s l0 1( )A i k mk= , = , ..,{ }  
— совокупность полупростых собственных 
значений оператора A,  лежащих на мнимой 
оси. Если существует ограниченное решение 
x  уравнения (1), то оно имеет вид 

 x t y t exp i t t t
k

m

k k( ) ( ) ( ) ( )= + , Œ ,
=

Â
1

l j R  (14)

где y C Xk slŒ ,( ),R  j Œ ,C Xsl ( ).R  
Доказательство. Для оператора A0,  

отвечающего части спектра, лежащей на 
мнимой оси, доказательство аналогично 
теореме 1, только вместо леммы 1 исполь-
зуется лемма 5. Далее, рассматривая урав-
нение (1) в подпространстве X X X1 = ≈+ -,  
запишем его ограниченное решение через 
свертку функции Грина (G) с f C Xsl1 Œ ,( ) :R  
x t G f t G t f d1 1 1( ) ( )( ) ( ) ( ) .= * = -ÚR

t t t  Покажем, 

что x1  принадлежит C Xsl ( ).R,  Для любого 
a Œ R  

 

S G f t G f t

G S f t f t d
R

R

( )( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

a

t a t t t

* - * =

= - - -( ) £

£

Ú
Ú

1 1

1 1

GG S f t f t d t( ) ( ) ( ) ( )t a t t t1 1- - - , Œ .R

Так как функция Грина допускает оценку 
G t N t( ) exp( )£ - | |n  ( ,n > 0  N > 0,  t Œ R)  
[8, стр. 119], то функция y( ) ( ) ,s G s=  s Œ R  
принадлежит пространству L C1( ) ( ).R R«  
Поскольку f1  из C Xsl ( ),R,  то функция 
j a( ) ( ) ( ) ( ) ,s S f s f s= -1 1  s Œ R  принадлежит 
подпространству C0( ).R  Таким образом по 
лемме 3, свертка y j*  принадлежит C0( ),R  
откуда следует, что x G f1 1= *  принадлежит 
C Xsl ( ).R,  Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть функция f  принадле-
жит C Xsl ( )R,  и часть спектра оператора A,  
лежащая на мнимой оси, состоит из m  собс-
твенных значений s l0 1( ) .A i k mk= , = , ..,{ }  

Об асимптотических свойствах решений дифференциальных уравнений



150 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2012. № 1

Если существует ограниченное решение x  
уравнения (1), то оно имеет вид 

 x t y t exp i t t t
k

m

k k( ) ( ) ( ) ( )= + , Œ ,
=

Â
1

l j R  (15)

где y C Xk slŒ ,( ),R  j Œ ,C Xsl ( ).R
Доказательство. Спектр оператора A  

можно представить в виде обьединения 
s s s s( ) ( ) ( ) ( ).A A A A= » »- +0  Пусть X0  — под-
пространство, соответствующее части спектра 
s 0( ),A  A A X0 0= |  — сужение оператора A  на 
X0.  В свою очередь, подпространство X0  раз-
лагается в прямую сумму подпространств 
X X X X m0 0 1 0 2 0= ≈ ≈ ... ≈, , , ,  п р и ч е м  X k0, ,  
k m= ,1  — инвариантные подпространства 
относительно оператора Ak ,  s l( ) ,A i k=  k m= ,1  
где A A Xk k= | ,0 0 .  Через Pk ,  1 £ £k m,  обозна-
чим проекторы со свойством: ImP Xk k= ,0 ,  
P P Im1 0+ ... + = ,  где I 0  — тождественный опе-
ратор в X0.  Каждый из операторов Ak  пред-
ставим в виде: A i I Qk k k k= +l ,  где Ik  — тож-
дественный оператор в X k0, ,  а Qk  — нильпо-
тентный оператор. Через P0  обозначим проек-
тор, отвечающий части спектра s 0( ),A  т.е. 
ImP X0 0=  (см. доказательство теоремы 1). 

Пусть уравнение (1) имеет ограниченное 
решение x x x C Xb u= + Œ ,,0 � ( ),R  x P x0 0= .  Тогда 
равенство (1) в подпространстве X0  примет 
вид: 
 0 0 0 0�x A x f= + ,  (16)
где f P f0 0= .  В свою очередь, x0  представимо 
в виде суммы x x

k

m

k0 1
=

=Â ,  где x P xk k= 0,  

1 £ £k m. Применяя проекторы Pk ,  k m= ,1  
поочередно к обеим частям тождества (16) и 
учитывая, что P A AP i I Qk k k k k= = +l ,  полу-
чим: 

 
1 1 1 1 1 1�

�

x i x Q x f

x i x Q x fm m m m m m

= + + ,
...

= + + ,

l

l
 (17)

где f P fk k= 0,  f C Xk Œ ,0( ),R  k m= ,1 .  Сделаем 
замену переменных x t i t y tk k k( ) exp( ) ( ),= l  t Œ R,  
k m= ,1 .  Тогда, система (17) примет вид: 

 
1 1 1 1

1�

�

y Q y e f

y Q x e f

i t

m m m
i t

m
m

= + ,
...

= + .

-

-

l

l
 (18)

Рассмотрим первое уравнение из (18) и приме-
ним к обеим его частям оператор Ql

1
1- ,  где l  

— индекс нильпотентности оператора Q1 :

 Q y t e Q f t tl i t l
1

1
1 1

1
1

1- - -= , Œ .� ( ) ( )l R

Обозначив z Q yl
1 1

1
1= -  и g t i t Q f tl

1 1 1
1

1( ) exp( ) ( ),= - -l  
t Œ R,  g C X1 0Œ ,( ),R  получим равенство 
 1 1�z g= ,
из которого по лемме 5 следует, что z1  прина-
длежит пространству C Xsl ( ).R,  Значит, y1  
также принадлежит C Xsl ( ).R,  

Проведя аналогичные рассуждения для 
остальных уравнений из (18), получим, что 
y C Xk slŒ ,( ),R  k m= ,1 .  Следовательно, можно 
записать представление для решения x0  урав-
нения (16): 

 
x t x t e y t

t y C X
k

m

k
k

m
i t

k

k sl

k
0

1 1

( ) ( ) ( )

( )

= = ,

Œ , Œ , .
= =

Â Â l

R R
 (19)

Далее, поскольку x x x C Xsl- = Œ ,0 � ( ),R  что 
следует из доказательства теоремы 2 для час-
ти решения в подпространстве X X X1 = ≈- +,  
то представление ограниченного решения в 
виде (15) получено. Теорема доказана. 

Приведем достаточное условие существова-
ния ограниченных решений уравнения (1). 

Теорема 4. Пусть функция f  из (1) при-
надлежит подпространству C X L X0 1( ) ( )R R, « ,  
и пусть s l0 1( )A i k mk= , = , ..,{ }  состоит из 
полупростых собственных значений операто-
ра A,  лежащих на мнимой оси, тогда уравне-
ние (1) имеет хотя бы одно ограниченное ре-
шение. 

Доказательство. (используемые проекто-
ры имеют указанные в теореме 1 свойства) 
Рассмотрим функцию вида x x x= +0 1,  где x1  
определяется формулой (12), а x0  имеет вид 

 
x t e f s ds

t A A X f P f

t A t s
0 0

0 0 0 0

0( ) ( )( )= ,

Œ , = | , = .
-•

-Ú
R

Функция x0  непрерывно дифференцируема и 
непосредственной подстановкой получаем, что 
x0  удовлетворяет уравнению 
 0 0 0 0�x A x f= + .
Поскольку совокупность собственных значений 
оператора A0  имеет вид s l0 1( ) ,A i k mk= , = ...{ }  
то 

 e e P tA t

k

m
i t

k
k0

1

= , Œ .
=

Â l R

Из этого представления следует ограниченность 
функции exp A t( ),0  то есть exp A t P

k

m

k0 1( ) £
=Â .  

Тогда x t P f
k

m

k0 1 1
( ) ,£

=Â  t Œ R. Далее, из 
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доказательства теоремы 1 функция x G f1 1= *  
принадлежит C X0( )R,  и является решением 
уравнения 
 1 1 1 1 1 1 1 1�x A x f A A X f P f= + , = | , = .
Таким образом функция x x x= +0 1  является 
ограниченным решением уравнения (1). Теоре-
ма доказана. 
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