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Аннотация. Получены необходимые условия в виде уравнений Фредгольма второго рода 
для первых двух моментных функций оптимального управления линейной системой со слу-
чайными коэффициентами.
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Abstract. Necessary conditions for the fi rst two momentary functions of the linear optimal control 
system with stochastic parameters in the second form Fredholm equations were obtained. 
Keywords: linear control system, mathematical models of the optimal control, the moment func-
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1. Введение.  Рассмотрим линейную управ-
ляемую систему, описываемую уравнением*

 
dx
dt

t x u t= +e( ) ( ) ,  (1)

где t RŒ , u R R: Æ  управление, e( )t  — слу-
чайный процесс.

Обычно при заданном начальном условии

  x t M x( ) ( )0 0=   (2)
требуется найти малое управление u t( ) , кото-
рое обеспечивает близость к нулю x t( ) на за-
данном промежутке времени [ , ]t T0 . Поскольку 
e( )t  является случайным процессом, то управ-
ление u t( ) также будет случайным процессом. 
Наибольший интерес представляют собой пер-
вые две моментные функции случайного про-
цесса u t( ) . Таким образом, естественной явля-
ется следующая задача.

При заданном случайном процессе e( )t  
и математическом ожидании M x( )0  требу-
ется найти моментные функции M u t( ( )) и 
M u t u( ( ) ( ))t , при которых функционал  
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принимает наименьшее значение. 
Здесь A s B s1 10 0( ) , ( ) ,≥ >  заданные непре-

рывные функции, A s s B s s2 1 2 2 1 20 0( , ) , ( , ) ,≥ >  
заданные симметричные по s s1 2,  непрерывные 
функции, c c1 20 0≥ ≥,  — заданные числа.

Линейным задачам с квадратичным крите-
рием качества посвящено множество работ, 
однако, обычно вместо уравнения (1) рассмат-
ривается линейное стохастическое дифферен-
циальное уравнение (см., например, [1]).

Мы считаем, что случайный процесс e( )t  
задан своим характеристическим функциона-
лом

 j ee( ) (exp( ( ) ( ) ))v M i s v s ds
t

T

= Ú
0

,

причем управление u t( )  выбирается случайным 
образом и не зависит от e( )t .

2. НАХОЖДЕНИЕ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
Пусть сначала A B2 2 0= = , c2 0= . Тогда 

критерий качества I имеет  вид
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и не зависит от M u t u( ( ) ( ))t . Будем искать 
M u t( ( )) , которое доставляет минимум функ-
ционалу I1 .
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Используя известную формулу решения 
задачи Коши для линейного неоднородного 
уравнения, выпишем решение задачи (1), (2) 
для реализации e( )t

 x t x s ds d u s ds
t

t

s

t

t

t

( ) exp( ( ) ) exp( ( ) ) ( )= +Ú ÚÚ0

0 0

e e t t .

При условии, что x0  не зависит от e( )t и 
u t( ) , находим
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Введем в рассмотрение функцию c t( , , )s t , 
о пр еделенную сл едующим обра зом : 
c t t( , , ) ( )s t sign s= -  если t принадлежит от-
резку с концами s и t  и равно нулю в против-
ном случае. Нетрудно проверить, что выраже-
ние для математического ожидания фазовой 
траектории можно записать с помощью харак-
теристического функционала je
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Подставим (5) в функционал I1 , получим
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Лемма 1. Вариационная производная [2]
d
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Доказательство. Представим функци-
онал I1  в виде суммы двух функционалов 
I I I1 1 1= +* ** , где 
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Найдем вариацию функционала I1
* , т. е 

вычислим выражение
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Рассмотрим приращение
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вычислим производную по a
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в точке a = 0 имеем
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Об оптимальном управлении линейной системой со случайными коэффициентами
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Поменяем порядок интегрирования
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Таким образом, вариация функционала 
равна
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По определению вариационной производной 
[2],  имеем
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Вариационная производная функционала 
I1

**  может быть легко вычислена на основе 
правил и формул, описанных в [2].
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Изменив в последнем интеграле наименова-
ние переменной интегрирования, получим ис-
комое выражение (6).

Теорема 1. Математическое ожидание 
оптимального управления задачи (1), (2), (4) 
является решением уравнения Фредгольма 
второго рода
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   (7)
Доказательство. По условию задачи, 

M u t( ( )) следует выбрать так, чтобы оно достав-
ляло минимум функционалу (4). Известно, что 
в точке минимума вариационная производная 
функционала обращается в нуль. Используя 
выражение для вариационной производной (6), 
запишем необходимое условие минимума
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Это уравнение преобразуется к виду
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Разделив левую и правую часть уравнения 
на B t1( ) , получим (7) интегральное уравнение 
Фредгольма второго рода [3]. 

Теорема доказана.
Таким образом, для нахождения M u t( ( ))  

нужно решить детерминированное уравнение 
Фредгольма (7), это можно сделать численно, 
воспользовавшись, например, квадратурным 
методом решения [4].
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Требуется найти M u t u( ( ) ( ))t , которое до-
ставляет минимум функционалу I2 .   

Согласно [2, стр. 222] вторая моментная 
функция решения задачи (1), (2) имеет вид
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Подставив это выражение в функционал I2 , 
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Для удобства перепишем (9) в более компакт-
ном виде, введя обозначения. Пусть 
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Лемма 2. Вариационная производная 
d
d
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функционала (10) равна 
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Доказательство. Найдем вариацию функ-
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Рассмотрим сначала первое слагаемое в 
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Теперь, по определению вариационной произ-
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Найдем вариационные производные других 
слагаемых функционала 

 

I B s s y ds ds

c
V p y

t

T

t

T

t

T

2 2 1 2
2

1 2

2

1
2

2

00

0

** ( , ) ( , )

[ ( , ) (

= +

+ +

ÚÚ

Ú

t x

x t t,, ) ] .x x td d
t

T

0

2Ú

Найдем вариацию функционала

 d
ad

a
a

I
dI y s s y s s

d2
2 1 2 1 2

0

**
**( ( , ) ( , ))

=
+

=

.

Сначала вычислим следующее выражение

 

dI y s s y s s

B s s y s s y s s

2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 2

1
2

**( ( , ) ( , ))

( , )( ( , ) ( , )

+ =

+

ad

ad ))

[ ( , )( ( , ) ( , ))

2
1 2

2
1 2 1 2

00

0
2

t

T

t

T

t

T

ds ds

c
V p y s s y s s d

ÚÚ

Ú

+

+ + +x t ad xdd
t

T

t
0

2Ú ] ,

dI y s s y s s
d

B s s y s s y s

2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1

1
2

2

**( ( , ) ( , ))

( , )( ( , ) ( ,

+
=

+

ad
a

ad ss y s s ds ds

c
V p y y

t

T

t

T

t

T

2 1 2 1 2

2

00

0

2
2

)) ( , )

[ ( , )( ( , )

d

x t x t ad

ÚÚ

Ú

+

+ + + (( , )) ]

( , ) ( , ) .

x t x t

x t d x t x t

d d

p y d d

t

T

t

T

t

T
0

00

Ú

ÚÚ

¥

¥

В точке параметр a = 0
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Откуда, согласно определению вариационной 
производной, имеем
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Лемма доказана.
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Доказательство. Исходя из необходимого 
условия минимума функционала, вторая мо-
ментная функция управления M u t u( ( ) ( ))t мо-
жет быть найдена из условия равенства нулю 
вариационной производной.

Используя Лемму 2, запишем это усло-
вие.
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Возвратившись к исходным функциям, 
получим искомое интегральное уравнение 
Фредгольма второго рода (11) для нахождения 
второй моментной функции управления. Тео-
рема доказана.

4. ПРИМЕР РАСЧЕТОВ ПЕРВЫХ 
МОМЕНТНЫХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим линейную управляемую систе-
му, описываемую уравнением (1), где e( )t  —
нормальный случайный процесс, заданный 
характ ери стиче ским  функционалом 

je( ) exp( . ( ) . . ( ) ( )v i v s ds v s v s ds ds= - -Ú ÚÚ0 2 0 5 0 3
0

1

1 2
0

1

0

1

1 2  

с математическим ожиданием m = -0 2. , дис-
персией d = 0 3. , начальным условием x( )0 1=  
и критерием качества

 
J s

s
s

M x s

s s M u s ds M
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+ + - +

Ú
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2
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2
1

1

2
2

0

1

3 2 2

[( sin ) ( ( ))

( cos ) ( ( ))] (( ( )).x T
Расчёты проведены в математическом па-

кете Mathcad. Проверка результатов произве-
дена средствами платформы Java. Для реше-
ния, получившихся в ходе аналитических вы-
кладок интегральных уравнений Фредгольма, 
использован квадратурный метод поиска реше-
ния, описанный в [4].

Ниже на рисунке, соответственно, первая 
моментная функция управления и фазовой 
траектории.

Значение целевого функционала равно 
0 39. .

Рисунок

Об оптимальном управлении линейной системой со случайными коэффициентами
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