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Аннотация: В статье получен ряд свойств функций периодических на бесконечности и до-
статочные условия периодичности на бесконечности ограниченных решений разностных 
уравнений. 
Ключевые слова: функции периодические на бесконечности, спектр Берлинга, разностные 
уравнения. 

Abstract: Properties of periodic on infi nity functions are obtained. Also suffi  cient conditions of 
periodicity on infi nity are obtained for bounded solutions of diff erence equations. 
Key words: periodic on infi nity functions, Berling spectrum, diff erence equations. 

1. Введение. Пусть X  — конечномерное 
линейное нормированное пространство, EndX  
— банахова алгебра линейных операторов, 
действующих в X .  Через C C Xb u b u, ,= ,( )R  обоз-
начим банахово пространство равномерно не-
прерывных и ограниченных функций, опреде-
ленных на R  со значениями в X,  C C X0 0= ,( )R  
— замкнутое подпространство функций x Cb uŒ ,  
со свойством lim ( )

| |Æ•
=

t
x t 0  (исчезающих на 

бесконечности). Через L L1 1= ( )R  обозначается 
банахова алгебра суммируемых на R  комплек-
сных функций со сверткой функций в качестве 
умножения *

 ( )( ) ( ) ( )f g t f t s g s ds f g L* = - , , Œ .
-•

•

Ú 1  (1)

В банаховом пространстве Cb u,  рассмотрим 
сильно непрерывную группу изометрических 
операторов: 

 
S EndC S t x s x s t

s t x C
b u

b u

: Æ , ( ) = + ,
, Œ , Œ .

,

,

R
R

( ) ( ) ( )

Определение 1. Функцию x Cb uŒ ,  назовем 
периодической на бесконечности функцией 
периода w > 0  (относительно подпространства 
C0),  если S x x C( ) .w - Œ 0

Множество таких функций будем обозна-
чать черезC C Xw w, , ( , ).• •= R

Непосредственно из определения 1 сле-
дует 

* Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследований 
(проект 10-01-00276)
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Лемма 1. Множество периодических на 
бесконечности функций Cw ,•  образует бана-
хову алгебру. 

Рассмотрим разностное уравнение вида: 
 x t Bx t f t t( ) ( ) ( )+ = + , Œ ,1 R  (2)
где B EndXŒ  и f CŒ 0.

Основным результатом статьи является 
Теорема 1. Если существует равномерно 

непрерывное ограниченное решение x X: ÆR  
уравнения (2), то оно представимо в виде 

 x t x t e t
j

m

j
i tj( ) ( )= , Œ ,

=
Â

1

j R  (3)

где x C j mj Œ , £ £,•1 1 ,  а числа j j  принадле-
жат промежутку [ ),0 2, p  причем 

 s l lj j( )B e … ei i m« = , ,{ }, = Œ : ={ }.T T C1 1

2. Спектр Берлинга векторов и функ-
ций. Нам удобно сформулировать и доказать 
некоторые используемые далее свойства спект-
ра Берлинга векторов из банаховых L1  - моду-
лей.

Пусть X  — комплексное банахово про-
странство, являющееся пространством изомет-
рического сильно непрерывного представления 
T End: ÆR X.  Банахово пространство X  на-
деляется структурой банахова L1  - модуля с 
помощью формулы 

 fx f T xd f L x= - , Œ , Œ .
-•

•

Ú ( ) ( )t t t 1
X  (4)

В частности, если X X= ,,Cb u( )R  и T S= ,  
то пространство Cb u,  наделяется структурой 
банахова L1 -модуля с помощью свертки (1).
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Определение 2 [1, с. 57]. Спектром Бер-
линга вектора x ŒX  называется множество 
L( )x  из R,  являющееся дополнением в R  к 
множеству { :l0 Œ R  существует функция 
f L0

1Œ  такая, что 
0 0 0f̂ l( ) π  и f x0 0= ,}  где 

0f̂  
— преобразование Фурье [1, с.6] функции f0  в 
точке l0 Œ R.  

Заметим, что определение спектра Берлин-
га зависит от представления T .    

Определение 3 [1, с.8]. Ограниченной ап-
проксимативной единицей (сокращенно, о.а.е.) 
будем называть ограниченную последователь-
ность функций fn( )  из алгебры L1  со свойства-

ми: 1) nf nˆ ( )0 1 1= , ≥ ;  2) lim ( )
n n

t

f t dt
Æ•

≥
Ú =

a

0  для 

любого a > 0.  
Отметим, что имеет место  
Лемма 2. (Лемма Диткина [2, § 27]). 

Если (̂ )f l0 0=  для функции f LŒ 1,  то сущес-
твует последовательность fn( )  из L1  такая, 
что nf̂ ( )l = 1  в окрестности точки l0,  
lim supp ˆ
n ndist f

Æ•
,( ) =l0 0  и lim .

n nf f
Æ•

* = 0  

Приведем ряд утверждений из [1, §11], ис-
пользуемых для доказательства основных ре-
зультатов. 

Лемма 3. Для любых f g L, Œ 1  и любого 
вектора x ŒX  имеет место равенство 
 f gx f g x( ) ( )= * .  (5)

Лемма 4. Для любого вектора x ŒX  линей-
ное подпространство I x f L fx L( ) = Œ : ={ } Ã1 10  
является замкнутым двусторонним идеалом 
алгебры L1.  

Лемма 5. Если идеал I x( )  обладает свойс-
твом: для любого l0  из R  существует фун-
кция f  из I x( )  такая, что ˆ ,f l0 0( ) π  то 
I x L( ) .= 1  

Лемма 6. Если множество L( )y  предста-
вимо в виде L( ) ,y = »s s0 1  где s s0 1,  — за-
мкнутые взаимно непересекающиеся множес-
тва, то вектор y  представим в виде y y y= +0 1  
с L y0 0( ) = s  и L y1 1( ) = s .  

Лемма 7. Имеют место следующие свойс-
тва спектра Берлинга векторов из банахова 
L1 -модуля X :  

1) ( )L x  — замкнутое подмножество из R  
и L( ) ;x x= Δ ‹fi = 0

2) ( ) supp ˆ ( ),L Lfx f xÃ «  f LŒ 1,  x ŒX;   
3 0) ,fx =  если supp ˆ ( ) .f x« = ΔL
Лемма 8. Для векторов из банахова L1 -

модуля справедливо равенство: fx = 0,  если 

f̂ = 0  на множестве L( )x  и множество 
supp f xˆ ( )« L  не более чем счетно. 

Доказательство. Пусть y fx= ,  где f̂ = 0  
на L( )x  и множество supp f xˆ ( )« L  не более 
чем счетно. Множество L( )y  замкнуто и, вви-
ду включения L L( ) ˆ ( ),y supp f xÃ «  не более 
чем счетно. Если L( ) ,y = /0  то y fx= = 0.  До-
пустим, что оно не пусто. Тогда оно содержит 
некоторую изолированную точку l0  и 
L( ) ,y = »s s0 1  где s l0 0= { }  и l s0 1Œ . В этом 
случае, согласно леммы 6, вектор y  представим 
в виде y y y= +0 1,  где L Ly y0 0 1 1( ) = { }, ( ) =l s . 
По лемме Диткина, существует последователь-
ность функций fn( )  из L1  такая, что nf̂ = 1  в 
окрестности точки l0,  supp f nn̂ « = Δ, ≥s1 1  и 
lim
n nf f

Æ•
* = .0  Тогда из свойств 2) и 3) леммы 7 

получаем 
 f y f y f y f y y nn n n n= + = = , ≥ .0 1 0 0 1

Поэтому, y f y f f x nn n0 0 0= = *( ) Æ , Æ •,  т. 
е. y0 0= .  Следовательно, l0 Œ L( ).y  Получаем 
противоречие в связи с предположением, что 
l0 Œ L( ).y  Лемма доказана.

Лемма 9. Идеал из алгебры L1  вида 
I f L f nn= Œ : ( ) = , Œ , >{ }1 2 0 0ˆ p

w wZ  с о в -
пада ет с  з амыканием в  L1  и д еала 
I S f f f Iw w w= - , Œ , >{ }( ) .0  

Доказательство. Отметим, что идеал Iw  
содержится в идеале I ,  т. е. I I Lw Ã Ã 1.  Дей-
ствительно, если g  — элемент из Iw ,  то фун-
кция g  представима в виде: g S f f f I= - , Œ( ) .w  
Следовательно, ее преобразование Фурье име-
ет вид: 

 (̂ ) (̂ ) (̂ ) (̂ )g e f f e fi il l l lwl wl= - = -( ) .1

Тогда ˆ ,g nn2 0p
w( ) = , " ŒZ  т. е. g IŒ .  

Рассмотрим замыкание Iw  идеала Iw .  Пос-
кольку I  — замкнутый идеал, то I Iw Ã .  До-
пустим, что Iw  не совпадает с I ,  т. е. I Iw π .

Далее используется изометрический изо-
морфизм сопряженного к L1  банахова про-
странства L1*  банахову пространству сущест-
венно ограниченных функций L L• •= ( )R  [3, 
с. 172]. Согласно изоморфизму каждый функ-
ционал x Œ *L1  представим в виде: 

 x t t t( ) ( ) ( )x x a d= ,Ú
R

 (6)

где a LŒ •  и x = a .  Поскольку I Iw π ,  то по 
теореме Хана—Банаха [4, c. 180] существует 
функционал x,  представимый в виде (6), который 
является нулевым на Iw  и ненулевой на I .  

О периодических на бесконечности решениях разностных уравнений
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Отметим, что идеал Iw  инвариантен отно-
сительно всех операторов сдвига S t t( ) ., Œ R  
Этот факт следует из равенств 

 
S t S f f S S t f S t f

t f I
( ) ( ) ( ) ( ) ( )w w-( ) = - ,

Œ , Œ .R
Пользуясь равенством (6) и доказанным 

свойством, получаем следующее равенство, где 
участвует рассматриваемый функционал x :

 
x t t t

w

S t x S t x a d

t x I

( ) ( ) ( ) ( )( ) = ( ) = ,

Œ , Œ .

Ú
R

R

0
 (7)

Из равенств (7) следует, что имеет место 
равенство 
 x b* = ,0  (8)
для любой функции x IŒ w  и функции 
b a( ) ( ) .t t t= - , Œ R  

Д о к а ж е м ,  ч т о  L( ) .b Ã 2p
w Z  П у с т ь 

l p
w0
2Œ R Z\ . Рассмотрим функцию f LŒ 1,  для 

которой f̂ l0 0( ) π  и (supp )̂f « = Δ.2p
w Z  Тогда 

функция g S f f= -( )w  обладает свойствами: 
ˆ ˆg e fil ll w

0 0
0 1 0( ) = -( ) ( ) π ,  supp ˆ supp .̂g f=  Сле-

довательно, g IŒ w .  Тогда, из равенства (8) 
следует, что g b* = 0.  Поэтому из определения 
спектра Берлинга следует, что l0 Œ L( ).b  Та-
ким образом, имеет место включение 
L( ) .b Ã 2p

w Z  
Теперь, пользуясь леммой 8 получаем, что 

равенство (8) имеет место для любой функции 
x  из идеала I . Следовательно, x  — нулевой 
функционал на идеале I . Получено противо-
речие в связи с предположением, что I Iw π .  
Поэтому I Iw = . Лемма доказана. 

Определение 4. Вектор x  из L1  — моду-
ля X  называется периодическим периода w > 0,  
если T x x( ) .w =  

Лемма 10. Для того, чтобы вектор x ŒX  
обладал свойством T x x( )w w= , > 0  (был пе-
риодическим) необходимо и достаточно, что-
бы спектр L( )x  вектора x  содержался в 
множестве 2p

w Z.  
Доказательство. Необходимость. Пусть 

вектор x ŒX  обладает свойством T x x( ) .w =  
Тогда f T x x S f f x( ) ( )w w-( ) = -( ) = 0  для лю-
бой f LŒ 1,  т. е. gx = 0,  " Œg Iw .  Теперь из 
леммы 9 получаем, что gx = 0  для любой функ-
ции g  из идеала I . Если l p

w0
2Œ Z,    то сущест-

в у е т  f LŒ 1  т а к а я ,  ч т о  f̂ l0 0( ) π  и 
supp ˆ .f « = /2 0p

w Z  Следовательно, f IŒ  и поэ-
тому fx = 0.  Из определения 2 следует, что 
l0 Œ L( ),x  т. е. L( ) .x Ã 2p

w Z  

Достаточность. Пусть спектр вектора 
x XŒ  содержится в множестве 2p

w Z.  Докажем, 
что вектор y T x x= -( )w  нулевой. Для доказа-
тельства (в силу свойства 1) леммы 7 достаточ-
но установить, что y f T x x= -( ) =( )w 0  для 
любой функции f  из алгебры L1.  Вектор y  
запишем в виде y gx= ,  где g S f f= -( )w  при-
надлежит идеалу Iw .  Поскольку преобразова-
ние Фурье ĝ  обращается в нуль на множестве 
2p
w Z,  то из леммы 8 следует, что y gx= = 0.  

Итак, T x x( ) .w =  Лемма доказана.
Замечание 1. Рассмотрим факторпро-

странство C Cb u, / 0.  Оно является банаховым 
L1  — модулем, структура которого определя-
ется формулой (4) по изометрическому сильно 
непрерывному представлению T End: ÆR X,  
T t x S t x( ) ( ) ,� �=  где �x x C= + 0  — класс эквива-
лентности из X,  содержащий функцию 
x Cb uŒ , .  Непосредственно из определений 1 и 
2 следует, что функция x Cb uŒ ,  периодична на 
бесконечности с периодом w > 0  тогда и толь-
ко тогда, когда �x  — периодический периода 
w  вектор из L1  — модуля X = /,C Cb u 0,  т. е. 
S x x( ) .w� �=

3. Доказательство теоремы 1. Перейдем 
теперь к основным результатам работы, свя-
занным со свойствами решений разностных 
уравнений. Вначале докажем теорему 1 для 
случая, когда число 1 является единственной 
точкой спектра оператора B  на единичной 
окружности. 

Теорема 2. Пусть B EndXŒ  — линейный 
оператор, спектр которого s( )B  обладает 
свойством: число 1 является единственной 
точкой спектра оператора B на единичной 
окружности T = Œ : ={ }l l� 1 .  Если сущест-
вует ограниченное равномерно непрерывное 
решение x0  уравнения (2), то оно является 
периодической на бесконечности периода 1 
функцией, т.е. x C0 1Œ ,• .  

Доказательство теоремы использует две 
приводимые ниже леммы. В них рассматрива-
ются уравнения специального вида: 
 x t Ax t f t t f C( ) ( ) ( )+ = + , Œ , Œ ,1 0R  (9)
где оператор A EndXŒ  удовлетворяет одному 
из условий 

 
1 1
2 11

) ( )
) ( )
. < ,
. < ,-

r A
r A

 (10)

где во втором условии оператор A  обратим и 
r A( ),  и r A( )-1  обозначает спектральный ради-
ус операторов A,  A-1. 

А. Ю. Дуплищева
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Лемма 11. Любое равномерно непрерывное 
и ограниченное на R  решение x0  уравнения 
(9), где A  удовлетворяет условию 1) из (10), 
принадлежит пространству C0,  единственно 
и представимо в виде: 

 x A S n f f C
n

n
0

0
01= - - , Œ .

=

•

Â ( )  (11)

Доказательство. Уравнение (9) перепи-
шем в эквивалентном виде: 
 x AS x S f= - + - .( ) ( )1 1  (12)

После чего окончательно соотношение (12) 
запишем так: 
 ( ) ( )I A x S f- = - ,� 1  (13)
где �A AS EndCb u= - Œ ,( ) .1  

Поскольку S(–1) — обратимая изометрия, 
перестановочная с оператором умножения в 
Cb u,  на оператор A , то r A r A( ) ( ) .� = < 1  Поэто-
му (см.[5, с. 45]), оператор I A EndCb u- Œ ,

�  не-
прерывно обратим и обратный имеет вид 

 ( ) ( )I A y A y A S n y y C
n

n

n

n
b u- = = - , Œ .-

=

•

=

•

,Â Â� �1

0 0

В частности, уравнение (9) имеет единствен-
ное решение x0  из Cb u,  и представимо в виде 
(11). Ясно, что x C0 0Œ .  Лемма доказана. 

Лемма 12. Равномерно непрерывное огра-
ниченное решение уравнения (9), где A  обра-
тим и r A( ) ,- <1 1  единственно, принадлежит 
пространству C0  и представимо в виде: 

 x A S n f f C
n

n
0

0

1
0= - , Œ .

=

•
- -Â ( )  (14)

Доказательство. Применяя к обеим час-
тям уравнения (9) оператор A-1,  перепишем 
его в эквивалентном виде: 
 x A S x A f= - .- -1 11( )  (15)
После чего, окончательно соотношение (9) за-
пишем так: 
 ( )I A x A f- = - ,-� 1  (16)
где �A A S= -1 1( ). 

Проводя аналогичные рассуждения (см. 
лемму 11), получаем, что оператор I A- �  
— обратим, причем обратный имеет вид: 

I A A S n
n

n-( ) = - .
-

=

•
- -Â� 1

0

1 ( )  Следовательно, ог-

раниченное равномерно непрерывное решение 
x0  уравнения (9) единственно и представимо 
в виде (14). Лемма доказана. 

При доказательстве теорем 1 и 2 будут ис-
пользоваться понятия и результаты, изложен-
ные в [6]. 

Доказательство теоремы 2. В силу ко-
нечномерности пространства X,  спектр s( )B  
оператора B  конечен и пусть s l l( ) ,B … k= , ,{ }1  
lj ŒC,  j k= ,1 .  Представим его в виде: 
s s( ) ,B a= »0 0

�  где s 0 1= ,{ }  1Œ �s 0.  Тогда 
пространство X  есть прямая сумма X X X= ≈0 0

�  
двух инвариантных относительно оператора B  
подпространств X0,  �X0.  Рассмотрим проекто-
ры P0,  �P0  со свойствами: 1) ImP X0 0= ,  
ImP X� �

0 0= ;  2)P P I0 0+ =�  — разложение едини-
цы. Отметим, что 

 P
i

B I d0

11
2

= - -( ) ,Ú -

p
l l

g

где g  — жорданова замкнутая кривая [7, 
c. 246], во внутренней части которой содержит-
ся s 0,  а во внешней — 0�s  [1, c. 76]. Другой 
способ построения проектора P0  имеется в [6, 
§ 27]. Следовательно, оператор B  разлагает-
ся в прямую сумму операторов B B B= ≈0 0

� ,  
г д е  B B X0 0= | ,  � �B B X0 0= | ,  s s( ) ,B0 0=  
s s� �B0 0( ) = .

Пусть x Cb uŒ ,  — решение уравнения (2). 
Представим его в виде: x x x= +0 0� ,  где 
x t P x t0 0( ) ( ),=  � �x t P x t0 0( ) ( ),=  t Œ R. Применяя 
проекторы P0  и �P0  к обеим частям уравнения 
(2) получим: 
 x t B x t f t0 0 0 01( ) ( ) ( )+ = + ,

 � � � �x t B x t f t0 0 0 01( ) ( ) ( )+ = + ,  (17)
где f t P f t0 0( ) ( ),=  � �f t P f t0 0( ) ( ),=  f f C0 0 0, Œ� .

В силу того, что s sB0 0 1( ) = = { },  оператор 
B0  имеет вид: B I Q0 0= + ,  где Q0  — нильпо-
тентный оператор [5, c.58]. Спектр оператора 
�B0  представим следующим образом: 
s s s�B int out0( ) = » ,  где s l s lint B= Œ : <{ }( ) ,1  
s l s lout B= Œ : >{ }( ) .1  Пусть P P EndXint out, Œ 0  
— проекторы Рисса, построенные по оператору 
�B0  и по спектральным множествам s int  и sout  

с оответственно .  Пусть  X ImPint int=  и 
X ImPout out=  — образы проекторов Pint  и Pout  
соответственно. Согласно [1], оператор �B0  есть 
прямая сумма операторов �B B B0 1 2= ≈  отно-
сительно прямой суммы подпространств 
�X X Xint out0 = ≈ ,  где B B Xint1 0= |� ,  B B Xout2 0= |� . 

Пусть P P Iint out+ =  — соответствующее разло-
жение единицы. Применяя проекторы P Pint out,  
ко второму равенству из (17), получаем: 
 x t B x t f t1 1 1 11( ) ( ) ( )+ = + ,

 x t B x t f t2 2 1 21( ) ( ) ( )+ = + ,  (18)
п р и ч е м  x t P x tint1 0( ) ( ),= �  x t P x tout2 0( ) ( ),= �
f t P f tint1 0( ) ( ),= �  f t P f tout2 0( ) ( )= .�  
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Соотношение (17), учитывая (18), перепи-
шем в виде: 
 x t B x t f t0 0 0 01( ) ( ) ( )+ = + ,

 x t B x t f t1 1 1 11( ) ( ) ( )+ = + ,  (19)

 x t B x t f t2 2 1 21( ) ( ) ( )+ = + .
Пользуясь определением, из первого равенс-

тва соотношения (19) делаем вывод, что x0  
— периодическая на бесконечности периода 1 
функция. По результатам выше доказанных 
лемм 11 и 12 имеем, что x x C1 2 0, Œ ,  т. е. являют-
ся убывающими на бесконечности функциями. 
Окончательно получаем, что равномерно непре-
рывное ограниченное решение уравнения (2) яв-
ляется периодической на бесконечности периода 
1 функцией. Из всего сказанного следует, что: 
x t P x t P x t P x t x t x t x tint out( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),= + + = + +0 0 1 2  
где 

 x t B f t n t
n

n
1

0
1 1 1( ) ( )= - - , Œ ,

=

•

Â R

 x t B f t n t
n

n
2

0
2

1
2( ) ( )= - + , Œ .

=

•
- -Â R

Теорема доказана. 
Используя доказанные выше утверждения 

о спектре Берлинга периодических на беско-
нечности функций, будет доказано следующее 
утверждение: 

Лемма 13. Пусть A EndXŒ  — линейный 
оператор, спектр которого s( )A  содержится 
в единичной окружности T,  причем 

 s j j( )A e … ei i k= , ,{ },1

где j pj j kŒ , , £ £[ ) .0 2 1  Тогда каждое решение 
x Cb uŒ ,  уравнения 
 x t Ax t f t t f C( ) ( ) ( )+ = + , Œ , Œ ,1 0R  (20)
представимо в виде 

 x t e x t
j

k
i t

j
j( ) ( )= ,

=
,Â

1
0

j  (21)

где x C j kj0 1 1, ,•Œ , = ,  (т. е. являются периоди-
ческими на бесконечности функциями перио-
да 1).

Доказательство. В силу конечномерности 
пространства X,  спектр s( )A  оператора A  
конечен. Тогда X X … Xk= ≈ ≈1  — разложение 
пространства X  в прямую сумму, причем 
X j kj , = ,1  — инвариантные подпространства 
относительно оператора A,  s lA j kj j( ) = , £ £1 ,  
где A A Xj j= |  — сужение оператора A  на Xj .  
Через P j kj , £ £1  обозначим проекторы со 
с в о й с т в ом :  ImP X j kj j= , £ £1 .  Т о г д а 

I P Pk= + +1 ...  — разложение единицы. В дан-
ном случае, каждый из операторов A j kj , £ £1  
представим в виде: A I Qj j j j= +l ,  где I j  — 
тождественный оператор в Xj  и Qj  — ниль-
потентный оператор. 

Допустим, что уравнение (20) имеет 
непрерывное решение x X: ÆR ,  прина-
длежащее пространству Cb u, .  Положим 
x t P x t t j kj j( ) ( ) .= , Œ , £ £R 1  Тогда оно пред-

ставимо в виде x x
j

k

j=
=

Â
1

.  Применяя проекторы 

P j kj , £ £1 ,  к обеим частям уравнения (20), 
получим: 
 Px t P Ax t f t1 11( ) ( ) ( )+ = +( ) ,

 …  (22)

 P x t P Ax t f tk k( ) ( ) ( )+ = +( ) .1

Поскольку P A AP I Q j kj j j j= = + , £ £l 1 ,  
то соотношения (22) перепишутся в виде: 
 x t x t Q x t f t1 1 1 1 1 11( ) ( ) ( ) ( )+ = + + ,l

 …  (23)

 x t x t Q x t f tk k k k k k( ) ( ) ( ) ( )+ = + + .1 l

Рассмотрим функции x t x t ej j
i tj

0,
-= ,( ) ( ) j  

j n1 £ £ .  Ясно, что x t x t ej j
i tj( ) ( )= ,,0
j  j k= ,1 .  

Подставляя полученные соотношения в (23), 
получим: 

 x t e e e x t e Q x t e f ti i t i i t i t
0 1 0 1 1 0 1 11 1 1 1 1 1

, , ,+ - = + ,( ) ( ) ( ) ( )j j j j j

 …  (24)

 x t e e e x t e Q x t e f tk
i i t i i t

k k
i t

k
k k k k k

0 0 1 01, , ,+ - = + .( ) ( ) ( ) ( )j j j j j

Домножив обе части равенств соотношения 
(24) на e j ki tj- + , = ,j ( ) ,1 1  получим: 

 x t x t Q x t e f t ei i t
0 1 0 1 1 0 1 1

11 1 1
, , ,

- - ++ - = + ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j

 …  (25)

 x t x t Q x t e f t ek k k k
i

k
i tk k

0 0 0
11, , ,

- - ++ - = + .( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j

Рассмотрим первое равенство из (25) и 
применим к обеим его частям оператор Qm

1
1- ,  

где m  — индекс нильпотентности оператора 
Q :  
 Q x t Q x t Q f tm m m

1
1

0 1 1
1

0 1 1
1

0
11-

,
-

,
-+ = + ,( ) ( ) ( )  (26)

где f t f t e i t
0 1 1

11
,

- +=( ) ( ) .( )j  Пусть y t Q x tm
m( ) ( ).= -

,1
1

0 1  
Тогда равенство (26) примет вид: 
 y t y t g tm m m( ) ( ) ( )+ = + ,1  (27)

где g t Q f tm
m( ) ( ),= -

,1
1

0 1  причем g Cm Œ 0.  Пользу-
ясь определением периодической на бесконеч-

А. Ю. Дуплищева
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ности функции периода 1 получаем, что 
y Cm Œ ,•1 .  

Теперь, применив к первому равенству 
системы (25) оператор Qm

1
2- ,  приходим к ра-

венству: 

 
Q x t Q x t

Q x t e Q f t

m m

m i m

1
2

0 1 1
2

0 1

1
1

0 1 1
2

1

1
1

-
,

-
,

-
,

- -

+ = +

+ + .

( ) ( )

( ) ( )j
 (28)

Рассмотрим функции: y t Q x tm
m

-
-

,=1 1
2

0 1( ) ( ),  
g t Q x t e Q f tm

m i m
-

-
,

- -= +1 1
1

0 1 1
2

1
1( ) ( ) ( ).j  Ясно, что 

g Cm- ,•Œ1 1 .  Уравнение (28) перепишется в 
виде: 
 y t y t g tm m m- - -+ - = .1 1 11( ) ( ) ( )  (29)

Возьмем произвольную функцию f LŒ 1  такую, 
что (̂ ) ,f n n2 0p = , ŒZ  т. е. f  принадлежит 
идеалу I ,  введенному в рассмотрение в лемме 
9 (где w = 1).  Из замечания 1 следует, что 

m mg f g C- -= * Œ1 1 0� .  Рассматривая свертку фун-
кции f  с обеими частями равенства (29), по-
лучим, что 
 S f f y g Cm m( )1 1 1 0-( ) * = Œ .- -�  (30)

Функция S f f( )1 -  принадлежит идеалу I I1 = w  
(здесь w = 1),  рассмотренному в лемме 9 и 
поэтому из (30) следует, что g y Cm* Œ-1 0,  
для любой функции g IŒ 1. Поскольку I I1 =  
(см. лемму 9), то из замечания 1 следует, что 
y Cm- ,•Œ1 1 .  Далее рассматривая последова-
тельно функции y Q y … y Q ym m- -= , , =2 1 1 0 1 1,  
где y t Q x t k mk

k( ) ( ) ,= , = ,+
,1

1
0 1 0  и, проводя ана-

логичные рассуждения, получим, что все эти 
функции принадлежат пространству C1,• .  
В частности, ему принадлежит функция 
y t Q x t t0 1 0 1( ) ( ) .= , Œ, R

Итак, первое уравнение из системы уравне-
ний (25) запишется в виде: 
 y t y t g t t0 0 01( ) ( ) ( )+ - = , Œ ,R  (31)

где g C0 1Œ ,• .  Оно относится к уравнениям вида 
(29), и поэтому, проводя те же рассуждения, что 
были проведены при доказательстве принадлеж-
ности функции ym-1  пространству C1,•,  получим, 
что y C0 1Œ ,• .  Теперь из первого равенства в 
соотношениях (25) видно, что функция x C0 1 1, ,•Œ ,  
т. к. оно относится к уравнениям вида (29). 

Аналогичным образом устанавливается, что 
решения x j mj0 2, , £ £ ,  последующих уравне-
ний являются периодическими на бесконечнос-
ти функциями периода 1. Поскольку решение 

x  представимо в виде x x
j

k

j=
=

Â
1

,  то x CŒ ,•1 .  

Лемма доказана. 

Пользуясь результатами леммы 13, дока-
жем теперь теорему 1. 

Доказательство теоремы 1. Спектр 
s l l l( ) ,B … j nn j= , ,{ }, Œ , = ,1 1C  оператора B  
к о н е ч е н .  Пр е д с т а в им  е г о  в  в и д е : 
s s s s( )B int out= » » ,0  где s l l0 1= Œ : ={ },C  
s l l s l l1 1= Œ : <{ }, = Œ : >{ }.C Cint out  
Тогда X X X Xint out= ≈ ≈0  — разложение про-
странства X  в прямую сумму, I P P Pint out= + +0  
— соответствующее разложение единицы. Сле-
довательно, оператор B  разлагается в прямую 
сумму  оп ераторов :  B B B Bint out= ≈ ≈ ,0  
B B X0 0= | ,  B B Xint int= | ,  B B Xout out= | ,  
s s( )B0 0= ,  s s( )Bint int= ,  s s( )Bout out= .  

Пу с т ь  x  —  н епр ерывно е  р еше -
ние уравнения (2), принадлежащее про-
странству Cb u, .  Тогда оно представимо в 
виде :  x x x xint out= + + ,0  где  x t P x t0 0( ) ( )= ,  
x t P x tint int( ) ( )= ,  x t P x t tout out( ) ( )= , Œ .R  Применяя 
проекторы P P Pint out0 , ,  к обеим частям уравне-
ния (2) получим: 

 
x t B x t f t
x t B x t f t
x t

int int int int

out

0 0 0 01
1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
(

+ = + ,
+ = + ,
++ = + .1) ( ) ( )B x t f tout out out

Пользуясь ранее доказанными леммами 11, 12, 
13 получаем: 

 x t e x t t
j

k
i t

j
j

0
1

0( ) ( )= , Œ ,
=

,Â j R

где x C X j k x x Cj int out0 1 01, ,•Œ , , £ £ , , Œ( ) .R   
Тогда решение представимо в виде: 

x x x= +0 1,  где x x xint out1 = + .  Так как x C1 0Œ ,  
то решение уравнения (2) можно представить 
в виде: 

 x t x t e t
j

m

j
i tj( ) ( )= , Œ ,

=
Â

1

j R

где x C j mj jŒ , £ £ , Œ ; .,•1 1 0 2j p[ )  Теорема до-
казана.  

Замечание 2. Отметим, что из доказатель-
ства теоремы 1 следует, что представление (3) 
не является единственным. Однако, если 

 x t x t e t
j

m

j
i tj( ) ( )= , Œ ,

=
Â

1

� j R

то x x Cj j- Œ .� 0

4. Достаточное условие существования 
ограниченных решений. Символом 
W W X1 1= ,( )R  обозначим подпространство 
функций из C0,  для которых конечна величи-
на 

О периодических на бесконечности решениях разностных уравнений
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 y y t k y t k
t k t k Z

* Œ Œ Œ , Œ

= - = - .Â Âsup ( ) sup ( )
[ ]R Z 0 1

Этот класс функций близок к классу функций, 
определенных в [8, c. 98], и его содержит.

Например, скалярная функция x t t
t( ) sin= 2p  

не  принадлежит введенному классу 
W W1 1= ,( ),R R  а функция вида �x t t

t( ) sin= ( )22p  
принадлежит. 

Эти функции образуют банахово простран-
ство и незамкнутое подпространство, плотное 
в C0.

Определение 5. [ 5, c. 59 ] . Собственное 
значение l ŒC  оператора B EndXŒ  назовем 
полупростым, если собственные векторы не 
имеют присоединенных. 

Теорема 3. Достаточное условие су-
ществования ограниченных решений. 
Пусть спектр оператора B  обладает свой-
ством: s l l( ) ,B … m= , ,{ } Ã1 T  где l l1, ,… m  
— полупростые собственные значения, функ-
ция f  принадлежит классу W1. Тогда урав-
нение (2) имеет ограниченное непрерывное 
решение.

 Доказательство. Пусть P j mj , = ,1  — проек-
торы Рисса, для которых BP P j mj j j= , = ,l 1 .

Так как B P
j

m

j j=
=

Â
1

l ,  то B Pk

j

m

j
k

j=
=

Â
1

l  и 

поэтому 

 B P P kk

j

m

j
k

j
j

m

j= £ , Œ .
= =

Â Â
1 1

l Z  (32)

Докажем, что функция вида: 

 x t B f t k t f W
k

k( ) ( )= - - , Œ , Œ ,
=

•

Â
0

11 R  (33)

есть ограниченное решение уравнения (2). 
Действительно, 

 
x x t B f t k

B f t k

t t k

k

t k

k

= = - £

£ - < •.

Œ Œ =

•

Œ =

•

Â

Â

sup ( ) sup ( )

sup ( )

R R

R

0

0

Покажем теперь, что функция x  является 
решением уравнения (2). Из принадлежности 
функции f  классу W1  и оценок (32) следует 
абсолютная сходимость рядов в следующих 
равенствах: 

 
x t Bx t B f t k

B f t k f t

k

k

k

k

( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ - = + - - -

- - - = ,

=

•

=

•
+

Â

Â

1 1 1

1

0

0

1

где f W x Cb uŒ , Œ .,1  Теорема доказана.
Замечание 3. Находясь в условиях теоре-

мы 3 и, пользуясь ее обозначениями, покажем, 
что решение (33) представимо в виде (21). Для 
этого рассмотрим цепочку равенств:  

 
x t P … P B f t k

e f t k

m
k

k

j

m

k

i k
j

j

( ) ( )

(

= + +( ) - -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=

= -

=

•

= =

•

Â

Â Â

1
0

1 0

1

j -- = ,
=

Â1
1

) ( )
j

m

jx t
 

где

 
f t k P f t k x t

e f t k j m

j j j

k

i k
j

j

( ) ( ) ( )

( ) .

- - = - - , =

= - - , £ £
=

•

Â

1 1

1 1
0

j  

Представим теперь каждую функцию 
x j mj , £ £1  в виде: 

 x t x t ej j
i tj( ) ( )= ,0 j

где x t e e f t kj
i t

k

i k
j

j j0

0

1( ) ( )= - --

=

•

Âj j  и покажем, 

что x Cj
0

1Œ ,• .  
Для этого воспользуемся определением 1. 

Действительно,  

S x t x t e e f t k

e

j j
i t

k

i k
j

i t

k

j j

j

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 10 0 1

0

- = - - + -

-

- +

=

•

-

Âj j

j

==

•

- -

=

•

=

•

Â

Â Â

- - =

= - -

0

0 0

1e f t k

e e e f t k e

i k
j

i t i

k

i k
j

k

i

j

j j j

j

j j j j

( )

( ) jj

j j j

k
j

i t i
j j

i
j

f t k

e e f t f t e f t

( )

( ) ( ) ( )

- -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

=

= + - + - +(- -

1

1 2j j j

++ - + - - - - -

- - - ) = -

e f t … f t e f t

e f t … e

i
j j

i
j

i
j

i

j j

j

2

2

3 1 2

3

j j

j j

( ) ( ) ( )

( ) jj t
jf t C( ) ( ) .+ Œ1

0

. 

Таким образом, делаем вывод, что решение 
(33) представимо в виде (21), а именно: 

x t x t x t e
j

m

j
j

m

j
i tj( ) ( ) ( )= = ,

= =
Â Â

1 1

0 j  где x Cj
0

1Œ ,• .
 
Замечание 4. Обратимся к более общему 

случаю, рассматривая уравнение (2) с f WŒ 1.  
П у с т ь  s l l l( )B … j nn j= , ,{ }, Œ , = ,1 1C  — 
спектр оператора B.  Представим его в виде: 
s s s s( )B int out= » » ,0  где s l l0 1= Œ : ={ },C  
s l l s l l1 1= Œ : <{ }, = Œ : >{ }.C Cint out  
Тогда X X X Xint out= ≈ ≈0  — разложение про-
странства X  в прямую сумму, I P P Pint out= + +0  
— соответствующее разложение единицы. Сле-
довательно, оператор B  разлагается в прямую 
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с умму  оп ераторов :  B B B Bint out= ≈ ≈ ,0  
B B X0 0= | ,  B B Xint int= | ,  B B Xout out= | ,  
s s( )B0 0= ,  s s( )Bint int= ,  s s( )Bout out= .  В силу 
лемм 11, 12, а также, теоремы 3, ограниченное 
решение x  уравнения (2) существует и пред-
ставимо в виде: 
 x x x xint out= + + ,0

где 

 

x t B P f t k

x t B f t k

x

k

k

int
k

int
k

int

ou

0
0

0 0

0

1

1

( ) ( )

( ) ( )

= - - ,

= - - ,

=

•

=

•

Â

Â

tt
k

out
k

outt B f t k( ) ( )= - + ,
=

•
- -Â

0

1

где t Œ ,R  x t P x t0 0( ) ( )= , x t P x tint int( ) ( )= ,  x tout( ) =  
P x tout ( )= ,  f t P f t f W0 0 0 1( ) ( )= , Œ ,  f t P f tint int( ) ( )= ,  

f t P f tout out( ) ( )= .  
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