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Аннотация. В работе получены априорные оценки решений краевой задачи в полосе для 
одного вырождающегося эллиптического уравнения высокого порядка.
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ВВЕДЕНИЕ
Краевые задачи для уравнений с вырожде-

нием относятся к «неклассическим» задачам 
математической физики. Одна из главных 
трудностей, возникающих в теории вырожда-
ющихся эллиптических уравнений, связана с 
влиянием младших (в смысле теории регуляр-
ных эллиптических операторов) членов урав-
нения на постановку граничных задач и их 
коэрцитивную разрешимость.*

Исследование вырождающихся эллипти-
ческих уравнений высокого  порядка (при 
«степенном» характере вырождения) было 
начато в работах М. И. Вишика и В. В. Гру-
шина [1], [2]. В работе В. П. Глушко [3] были 
получены априорные оценки краевых задач 
для уравнений, вырождающихся на границе 
в уравнение первого порядка по одной из пе-
ременных. В работах А. Д. Баева [4]—[6] были 
получены априорные оценки и теоремы о су-
ществовании решений краевых задач для 
вырождающихся эллиптических уравнений 
высокого порядка при произвольном сильном 
характере вырождения. В частности, были 
исследованы краевые в полосе задачи для 
уравнений высокого порядка, вырождающих-
ся на границе области в уравнение четного 
порядка. 

В настоящей работе получены априорные 
оценки решений краевых задач в полосе для 
уравнений высокого порядка, вырождающихся 
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на границе в уравнение третьего порядка по 
одной из переменных.

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

В полосе R x R t dd
n n= Œ < <-{ , }1 0 , где d > 0

— некоторое число, рассмотрим уравнение
 A D D v x t F x tx t t( , , ) ( , ) ( , ),a ∂ = , (1.1)
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На границе t = 0  полосы Rd

n  задается ус-
ловие 
 B D v b D v G xx t x t

m

( ) ( )
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= =
£

= =Â0 0t
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 (1.2)

с комплексными коэффициентами bt .
На границе t d=  полосы Rd

n  заданы усло-
вия вида
 v v vt d t t d t

m
t d= =

-
== ∂ = = ∂ =... 1 0 . (1.3)

Пусть выполнены следующие условия.   
Условие 1. При всех ( , )x h ŒRn  справед-

ливо неравенство Re ( , ) ( )L cm
m

2
2 21x h x h≥ + + , 

где постоянная c > 0  не зависит от ( , )x h .
Условие 2. Для некоторого s m m≥ +2 *  

функция a( )t  принадлежит C ds-1 0[ , ] , причем 
a a a( ) ( ) , ( )0 0 0 0= ¢ = >t  при t > 0 .

Условие 3. B( )x π 0  при всех x Œ -Rn 1 .
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Введем пространства, в которых будет изу-
чаться задача (1.1)—(1.3). Рассмотрим интег-
ральное преобразование, которое на функциях 
u t C R( ) ( )Œ •

+0
1  может быть записано в виде 
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d dt
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показано, что для  этого преобразования мож-
но построить обратное преобразование Fa

-1 , 
к о т о р о е  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е 
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, где Fh tÆ
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обратное преобразование Фурье. В этой работе 
для преобразования Fa  доказан аналог равен-
ства Парсеваля, что дает возможность рассмот-
реть это преобразование не только на функци-
ях из L R2

1( )+ , но и на некоторых классах обоб-
щенных функций.

Определение 1. Пространство H R
s

m d
n

, ,
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a 2
3

 

(s ≥ 0  — целое число) состоит из тех функций 
v x t L Rd

n( , ) ( )Œ 2 , для которых конечна норма 
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Если s  — натуральное число такое, что 
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 является целым числом, то эта нор-

ма эквивалентна следующей норме 
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Основным результатом работы является 
следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть s m m
m≥ +max{ , }*2
3

 

— целое число, m ≥ 3  — целое число, и выпол-
нены условия 1—3. Тогда для любого решения 
v x t( , )  задачи (1.1)—(1.3), принадлежащего 
пространству H R

s
m d

n

, ,
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a 2
3

 справедлива априор-

ная оценка 
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где постоянная c > 0  не зависит от v .

Здесь ◊ s  — норма в пространстве Собо-
лева—Слободецкого H Rs

n( )-1 .

СХЕМА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 
ТЕОРЕМЫ 1.1

Применим к обеим частям уравнения (1.1) 
и условий (1.2)—(1.3) преобразование Фурье 
FxÆx . Получим следующую задачу, зависящую 
от параметра x Œ -Rn 1 :
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Здесь u t F x tx( , ) [ ( , )],x nx= Æ  f t F F x tx( , ) [ ( , )],x x= Æ  
g F G xx( ) [ ( )]x x= Æ .

Аналогично определенным выше пространс-
твам введем пространства H ds

m
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Определение 2. Будем говорить, что фун-

кция u t( )  принадлежит  пространству 

H ds
m
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, , ;a 2
3

0( )  (s ≥ 0  — целое число), если конеч-
на следующая норма, зависящая от параметра 
x Œ -Rn 1 :

 

u

F F u

s
m

k

t
j

L dk
m

, , ,

;

a x

a ax h

2
3

1 2 2
1
2

0

2

2
1

2

=

= + +( ) ∂ÈÎ ˘̊
È

Î
Í
Í

˘

˚
˙
˙

-

( )+
33

1
2

j s£

Â
Ï
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô

Ǫ̂
.

Утверждение теоремы 1.1 следует  из сле-
дующей теоремы:

Теорема 2.1 Пусть s m m
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Ì
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— целое число, m ≥ 3  — целое число. Пусть 
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с константой  c > 0 , не зависящей от x Œ -Rn 1 , 
u , f , g .
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Из определения преобразования Fa  полу-
чим, что для любых u t L d( ) Œ ( )2 0; , w t L d( ) Œ ( )2 0;  
справедливо равенство 

 F u F w d u wa ah h h p[ ]( ) ◊ [ ]( ) = ( )
-•

•

Ú 2 , . (2.5)

Здесь и в дальнейшем через ◊ ◊( ),  обозначается 
скалярное произведение в L d2 0;( ) .

Кроме того, из определения преобразования 
Fa  следует, что если u t C ds( ) Œ [ ]0;  и удовлет-
воряет условиям 
 u d u d dt t

s( ) = ∂ ( ) = = ∂ ( ) =-... 1 0 , (2.6)
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при всех j s= 0 1 2, , ,..., . 
Из последнего равенства следует, что если 
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равенство 

D u t w t F u F w dt
j j
a a ap

h h h h, , .( ) ( )( ) = [ ]( ) [ ]( )
-•

•

Ú
1
2

 (2.8)

В работе [3] доказаны аналоги неравенства 
Эрлинга—Ниренберга для весовых производ-
ных, которые в нашем случае можно сформу-
лировать следующим образом.

Лемма 2.1. Пусть u t H d
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;
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натуральное число). Тогда при любых e > 0  и 
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с константой c > 0 , не зависящей от u .
Здесь и в дальнейшем через ◊  обозначает-

ся норма в пространстве L d2 0;( ) .
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Тогда для любых e > 0 , j m= -0 1 2 2 1, , ,..., , 
x Œ -Rn 1  справедливо неравенство 
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с константой c > 0 , не зависящей от u , x .
Утверждение теоремы 2.1 вытекает из сле-

дующей совокупности утверждений. В этих 
утверждениях константы c > >0 0, e ,  во всех 
оценках не зависят от u , x . 
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с константой c > 0 , не зависящей от x , u .
Доказательство. Так как пространство 

C dm2 0;[ ]  плотно в пространстве �H d
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то неравенство (2.11) достаточно доказать для 
функций из C dm2 0;[ ] . Умножив скалярно в 
L d2 0,( )  обе части уравнения (2.1) на функцию 
u t( ) , получим 
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Используя равенство (2.7) и условие 1, по-
лучим оценку
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где c1 0>  — некоторая константа, не завися-
щая от x Œ -Rn 1 , u .  

С использованием условия (1.3) получим 
равенство
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Применяя (2.13), (2.14) в (2.12) и используя 
неравенство Коши—Буняковского, получим 
для любого e > 0  оценку 
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Выбирая в этом неравенстве e > 0  доста-
точно малым, получим оценку (2.11).

Лемма 2.3. При выполнении условий лем-
мы 2.2 для любой функции u t H d
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Априорная оценка решений одной краевой задачи в полосе для вырождающегося эллиптического...
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при любом e > 0 .
Доказательство. Умножив скалярно обе 

части равенства (2.1) на D ut
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2 , получим оцен-
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Заметим, что 
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С помощью неравенства (2.10) и неравен-
ства Коши – Буняковского получим  для лю-
бого e > 0  оценку
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Используя (2.17) и (2.18) в правой части (2.16), 
получим оценку 
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Заметим, что 
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Здесь I Dm t t1 2, ,,∂( )a  — коммутатор операторов 
∂t  и D t

m
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Из последнего равенства и (2.19) следует 
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С помощью неравенства Коши—Буняков-
ского и неравенства (2.10), получим 
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Аналогично получим оценку 

I D u D u

u D u c

m t t t t
m

t

t t
m

, , ,

,

, ,1

3 2 2 2

5
21

∂( ) ∂ ∂( ) £

£ ∂ +( ) + ( ) +( )
a a

ae e e
22 2m

u .
 (2.23)

С помощью известной теоремы «о следах» 
(см. [3]) получим оценку  
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Используя последнее неравенство и нера-
венства (2.22), (2.23) в правой части неравенс-
тва (2.20), получим, выбирая e > 0  достаточно 
малым, оценку (2.15).

Лемма 2.4. При выполнении условий лем-
мы 2.2 для любой функции u t H d

m
m( ) ;

, ,
Œ ( )�

2
2
3

0
a

 
справедлива оценка 

∂ £ ∂( ) + +( )Ê
Ë

ˆ
¯t t t

m
u c A D u u3 2 2 2 2 21x xa, ,, . (2.24)

Доказательство. Из уравнения (2.1) полу-
чим с помощью неравенства (2.10) оценку 

 
∂ £ ∂( ) + +

+ + ( ) +( )
t t t t
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t
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u A D u D u
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3 2 2 2 2
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e e x

a a

a

, ,, ,

,

при любом e > 0 .
Применяя в этом неравенстве неравенство 

(2.15) и выбирая e > 0  достаточно малым, по-
лучим оценку (2.24).

Лемма 2.5. Пусть выполнены условия 
леммы 2.2 и m  кратно трем. Тогда для любой 
функции u t H d

m
m( ) ;

, ,
Œ ( )�

2
2
3

0
a

 справедлива 

оценка 
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при любом e > 0 .
Доказательство. Умножим скалярно обе 

части равенства (2.1) на функцию - ∂D ut

m

ta ,

2
3 2 , 

получим равенство
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Заметим, что 
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где I Dm t t
3

1,
, ,a ∂( )  — коммутатор операторов D t

m
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и ∂t , 
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Таким образом, получим равенство 
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Рассмотрим теперь первое слагаемое в левой 
части равенства (2.26). Имеем
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где I Dm t t4

3
1,

,,∂( )a  — коммутатор операторов 
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Применяя (2.28) и (2.29) в равенстве (2.26), 
получим неравенство 
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где R1  и R2  определены выше.
Оценим правую часть неравенства (2.30). С 

помощью неравенства Коши—Буняковского и 
оценки (2.10), получим неравенства
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Априорная оценка решений одной краевой задачи в полосе для вырождающегося эллиптического...
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С помощью теоремы «о следах» получим 
при m ≥ 3  оценку
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Применяя неравенство (2.31)—(2.33) в пра-
вой части неравенства (2.30) и выбирая e > 0  
достаточно малым, получим неравенство 
(2.25).

Лемма 2.6. При выполнении условий лем-
мы 2.5 для любой функции u t H d
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где e > 0  любое число.
Доказательство. Умножим скалярно обе 

части равенства (2.1) на функцию - ∂D ut

m
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4
3 , 

получим 
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Интегрируя по частям, получим 
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где I Dm t t5
3

1,
, ,a ∂( )  — коммутатор операторов 
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a ,

5
3  и ∂t .
Аналогично получим равенство
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Применяя (2.36) и (2.37) в равенстве (2.35), 
получим оценку 
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Оценим слагаемые в правой части неравен-
ства (2.38). Используя неравенство Коши – Бу-
няковского, получим оценку
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Используя теорему о «следах», получим 
оценку
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С помощью неравенства Коши—Буняков-
ского и оценки (2.10) получим неравенства
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Применяя оценки (2.39)—(2.42) в правой 
части неравенства (2.38), получим оценку 
(2.34).

Лемма 2.7. Пусть 
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 — целое число, тог-

да при выполнении условий леммы 2.2 для 
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Доказательство. Складывая почленно не-
равенства (2.11), (2.15), (2.24), (2.25) и (2.34), 
получим оценку
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которая справедлива при любом e > 0 .
В силу неравенства (2.11) получим, что 
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Используя это неравенство в (2.44), получим 
оценку 
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Выбирая в этом неравенстве число e > 0  
достаточно малым, получим, учитывая опре-
деление нормы в пространстве H dm

m� 2
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0, , ,a ( ) , 
оценку (2.43).
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при всех целых k
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0
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Доказательство. Умножим скалярно обе 
ча сти  равенства  ( 2 . 1 )  на  функцию 
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Преобразуем слагаемые в левой части ра-
венства (2.46). Интегрируя по частям, получим 
равенство
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где R i t D u d D u dt
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Аналогично получаем равенство
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Используя (2.47) и (2.48) в (2.46), получим 
оценку
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Оценим каждое слагаемое в правой части 

неравенства (2.49). С помощью неравенства 
Коши—Буняковского и оценки (2.10), получим 
неравенства
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С помощью теоремы «о следах» и оценки 
(2.10), получим неравенство
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Применяя неравенства (2.50)—(2.54) в пра-
вой части неравенства (2.49), получим оценку 
(2.45).
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при всех k
mŒ È

ÎÍ
˘
˚̇

0
3
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Доказательство. Умножим скалярно обе 
ча сти  равенства  ( 2 . 1 )  на  функцию 
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 (2.56)

 С помощью интегрирования по частям 
получим равенство
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где R i d D u d D u dt
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Аналогично получим равенство
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Используя равенства (2.57) и (2.58) в ра-

венстве (2.56), получим неравенства

a
D u d

a D u

m
t

m k
m

k

m

m
k

t
k

t

02 2 2
2
3

2

02
2

2
3

2
2 2 2

2
1

1

a

a

x

x

,

,

+
-

-

( ) +( ) +

+ +( ) ∂ ££

£ +( ) ∂
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

+ +( )

-

-

Au D u

a D u

m
k

t
k

t

j t
j

m

,

,

,

,

1

1

2
2
3

2
4

2
2
3

2

x

x x

a

t
t

a

kk

t
k

t
j m

j m

m

m
k

D u

a R M

a

a
t

x

,
4

2
2

02
2

2
3

2

1 11

∂
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ +

+ +( ) +{ } +

+

+ £
π

-

Â


 


002
2

2
3

2
2

1 4

2 4

1m

m
k

t k t t t

t t
k

t

u I D u

u d D u

+( ) ∂ ∂( ) ∂{ +

+ ∂ ( ) ◊ ∂

-
x a

a

, ,, ,

, dd

D u d D u d
i

dt
j

t t
k j

t
j

k

( ) +

+ ∂ ( ) ◊ ∂ ( ) ( )
¸
˝
Ô
Ǫ̂

- -

=
Â a a a, , .1 2 4

1

2 1

 (2.59)

Априорная оценка решений одной краевой задачи в полосе для вырождающегося эллиптического...



90 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2012. № 1

Оценим каждое слагаемое в правой части 
неравенства (2.59). С помощью неравенства 
Коши—Буняковского, получим 
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С помощью неравенства Коши – Буняков-
ского и оценки (2.10), получим оценку
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С помощью теоремы «о следах» получим 
оценку
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С помощью неравенства Коши—Буняков-
ского и оценки (2.10), получим неравенства
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Используя неравенства (2.60)—(2.64) в пра-
вой части неравенства (2.59), получим оценку 
(2.55).
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в случае, когда 
m
3

 не является целым числом.

Лемма 2 7. ¢ . При выполнении условий 
л е м м ы  2 5. ¢  д л я  л ю б о й  ф у н к ц и и 
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m
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 справедлива оценка 
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Причем константа c > 0  не зависит от x, .u
Доказательство. Складывая почленно не-

равенства (2.11), (2.15), (2.24), (2.45) и (2.55) и 
применяя в полученном неравенстве оценку 
(2.11), получим неравенство
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Выбирая в этом неравенстве число e > 0  
достаточно малым, получим 
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  (2.66)
Заметим, что левая часть неравенства (2.66) 

есть выражение, эквивалентное норме ◊ 2
2
3

m
m

, , ,a x . 

Отсюда и из (2.66)  получаем оценку (2.65).
Доказательство теоремы 2.1.
Из лемм 2.7 и 2.7¢ вытекает, что оценки 

(2.43) и (2.65) справедливы для любого решения 
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u t( , )x задачи (2.1)—(2.3), принадлежащего при 
всех x Œ -Rn 1  по переменной t  пространству 
�H d

m
m

2
2
3

0
, ,

;
a

( ) , причем константы c > 0  в (2.43) 

и (2.65) не зависят от u, .x
Используя неравенство Коши, получим 

оценку
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для любого e > 0 .

Выбирая в этом неравенстве e e x= +( )-
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получим оценку 
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где e1  — любое число.
Заметим, что ∂ ( ) = - ∂ ∂( )t t tu u u2 2 3 20 2x, Re , . 

Отсюда получим оценку
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 (2.67)

Применяя для оценки первого слагаемого в 
правой части неравенства (2.67) неравенство 
Коши, получим оценку 
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В ы б е р е м  в  э т о м  н е р а в е н с т в е 
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, получим оценку
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Применяя это неравенство в правой части 
неравенства (2.85), получим оценку
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 (2.68)

Применим неравенство (2.68) в правой час-
ти неравенства (2.43), если m  кратно 3, и в 
правой части неравенства (2.65), если m  не 
кратно 3, получим  оценку
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Выбирая в этом неравенстве e1 0>  доста-

точно малым, получим неравенство 
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Заметим теперь, что в силу условия 3
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Применяя это неравенство в (2.69) получим 
оценку 
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Таким образом, доказана оценка (2.4) при 
s m= 2 . Справедливость оценки (2.4) при 
s m> 2  доказывается методами, аналогичными 
методам работы  [4]. 
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