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Аннотация. Рассматривается краевая задача
¢¢ + =x t f t Tx t( ) ( ,( )( )) 0 , 0 1< <t ,                                       (1)

x( )0 0= , x( )1 0= ,                                               (2)
где T C Lp: Æ  (1 < < •p ) — линейный непрерывный оператор, функция f t u( , )  неотрицатель-
на на [ , ] [ , )0 1 0¥ • , монотонно возрастает по второму аргументу, удовлетворяет условию Ка-
ратеодори и f ( , )◊ ∫0 0 .
В работе на основе теории полуупорядоченных пространств получены достаточные условия 
существования и единственности положительного решения для краевой задачи (1)—(2).
Ключевые слова: Конус, полуупорядоченность, оператор, положительное решение, краевая 
задача.

Abstract. Boundary value
¢¢ + =x t f t Tx t( ) ( ,( )( )) 0 , 0 1< <t ,                                       (1)

x( )0 0= , x( )1 0= ,                                               (2)
is being examined, where T C Lp: Æ  (1 < < •p ) is the linear continuous operator, the function  
f t u( , )  is non-negative on [ , ] [ , )0 1 0¥ • , and monotonically increases in the second argument, satisfy-
ing the Caratheodory condition and  f ( , )◊ ∫0 0 .
On the basis of the theory of semi regulated spaces the suffi  cient conditions of solving the boundary 
value problem  (1)—(2) are received in this article.
Key words: Cone, semi regulation, operator, positive solution, boundary value problem.

Вопросам исследования существования и 
единственности положительных решений для 
нелинейных функционально-дифференциаль-
ных уравнений посвящено достаточно большое 
количество работ, например [1]—[10]. Практи-
чески во всех вышеупомянутых работах естест-
венным орудием исследования положительных 
решений являются методы функционального 
анализа, основанные на использовании полу-
упорядоченных пространств, теория которых 
связана с именами Ф. Рисса, М. Г. Крейна, 
Л. В. Канторовича, Г. Фрейденталя, Г. Биркго-
фа и др. В последующем методы исследования 
положительных решений нелинейных оператор-
ных уравнений были развиты М. А. Красно-
сельским и его учениками Л. А. Ладыженским, 
И. А. Бахтиным, В. Я. Стеценко, Ю. В. По-
корным и др.*

В данной работе с помощью общей теоремы 
М. А. Красносельского — Ю. В. Покорного [11] 
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получены достаточные условия существования 
положительного решения для одного нелиней-
ного функционально – дифференциального 
уравнения второго порядка, а единственность 
такого решения устанавливается применением 
принципа единственности для выпуклых опе-
раторов [12, с. 220].

Полученные в работе результаты являются 
продолжением исследований автора, ранее 
опубликованных в работах [13], [14]. 

Обозначим через C  пространство C[ , ]0 1 , 
через Lp  (1 < < •p ) — пространство Lp( , )0 1  и 
через W 2  — пространство функций, опреде-
ленных на [ , ]0 1 , с абсолютно непрерывной 
производной [15, с. 27].

Рассмотрим краевую задачу
 ¢¢ + =x t f t Tx t( ) ( ,( )( )) 0 , 0 1< <t , (1)

 x( )0 0= , x( )1 0= , (2)
где T C Lp: Æ  (1 < < •p ) — линейный непре-
рывный оператор, функция f t u( , )  неотрица-
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тельна, монотонно возрастает по второму ар-
гументу, удовлетворяет условию Каратеодори 
и f ( , )◊ ∫0 0 .

Под положительным решением задачи 
(1)—(2)  будем понимать функцию x WŒ 2 , 
положительную в интервале ( , )0 1 , удовлетво-
ряющую почти всюду уравнению (1) и краевым 
условиям (2).

Рассмотрим эквивалентное задаче (1)—(2) 
интегральное уравнение

 x t G t s f s Tx s ds( ) ( , ) ( ,( )( ))= Ú
0

1

 ,0 1£ £t , (3)

где G t s( , ) — функция  Грина оператора - d
dt

2

2  

с краевыми условиями (2), имеющая вид

 G t s
t s t s
s t s t

( , )
( ),
( ), .

=
- £ £
- £ £

Ï
Ì
Ó

1
1 1

  0 ;
  

Предположим, что функция f t u( , )  неотри-
цательна, монотонно возрастает по второму 
аргументу и f t u bup q( , ) /£  (b > 0 ,1 < < •q )  при 
u > 0 .

В операторной форме уравнение (3) можно 
переписать в виде
 x GNTx= ,

где N L Lp q: Æ  — оператор Немыцкого, 
G L Cq: Æ  — оператор Грина.

Оператор A , определяемый равенством

 ( )( ) ( , ) ( ,( )( ))Ax t G t s f s Tx s ds= Ú
0

1

, 0 1£ £t  (4)

действует в пространстве неотрицательных 
непрерывных функций и  вполне непрерывен 
([15], с.161).

Обозначим через �K  конус неотрицательных 
функций x t( ) пространства C , удовлетворяю-
щих условию
 x t x t

C
( ) ( )≥ j , 0 1£ £t ,

где j( ) min( , )t t t= -1 .
Теорема 1. Предположим, что T C Lp: Æ  

— линейный положительный (монотонный) на 
конусе �K  оператор. Пусть выполнено условие
 a t u f t u bup q p q( ) ( , )/ /£ £ , t Œ[ , ]0  1 , (5)

где p q> > 1, a t( )  — неотрицательная (a t( ) π 0 ) 
суммируемая на отрезке [ , ]0 1  функция и b - 
некоторое положительное число.

Тогда краевая задача (1)—(2) имеет по 
крайней мере одно положительное решение.

Доказательство. В дальнейшем под по-
луупорядочиванием u v≺  и u v≺  в конусе �K  

пространства C  соответственно будем пони-
мать u x v x( ) ( )£  при всех x Œ[ , ]0  1  и u x v x( ) ( )>  
хотя бы для одного x Œ[ , ]0  1 .

Покажем, что существует такой элемент 
v K* Œ � , v* π q , что для каждого x KŒ �

 Ax Ax v� ◊ * . (6)
Действительно, в силу монотонности опера-

тора T C Lp: Æ  и условия (5) теоремы имеем
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где g  — норма оператора T C Lp: Æ . Взяв в ка-

честве v t*( ) функцию 4 0

1

j
j j

g
( )
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мы можем убедиться в выполнении условия 
(6).

Покажем теперь, что 

 lim
( )*

l

l

lÆ•
= •

A v
C . (7)

В самом деле, в силу линейности оператора 
T C Lp: Æ  и условия (5) теоремы имеем
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Переходя в последнем неравенстве к преде-
лу при l Æ • , убедимся в справедливости 
(7).

Найдем теперь r > 0  такое что для каждо-
го  x KŒ � , x r£  и x π q
 Ax x� . (8)
В силу условия (5) теоремы имеем
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 следует (8).

Тогда согласно теореме существования [11], 
оператор (4) имеет в конусе �K  пространства 
C  по крайней мере одну неподвижную точку, 
что равносильно существованию по крайней 
мере одного положительного решения краевой 
задачи (1) — (2).□

Пусть x t( ) — положительное решение урав-
нения (3). В силу ограничений на f  в рассмат-
риваемом конусе �K  пространства C  имеем
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Переходя в последнем неравенству к мак-
симуму на отрезке [ , ]0 1 , получим

 max ( ) max ( ) ( ) ( )( ) ( )
[ , ] [ , ]

/ /

t t C

p q p qx t t x s a s T s ds
Œ Œ

≥ Ú0 1 0 1
0

1
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C C

p q p q≥ Ú
1
2 0

1
/ /( ) ( )( ) ( )j j .   

Отсюда следует
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В дальнейшем предполагается, что  функ-
ция f t u( , )  дифференцируема  по u  и ¢f t uu( , )  
монотонно возрастает по второму аргументу. 

Допустим, что уравнение (3) имеет два по-
ложительных решения x t1( )  и x t2( ) . Из при-
нципа единственности для выпуклых операто-
ров [12, c. 220] следует, что обе разности 
x t x t1 2( ) ( )-  и x t x t2 1( ) ( )-  не являются строго 
положительными функциями. Без ограничения 
общности можно считать, что разность 
y t x t x t( ) ( ) ( )= -1 2  обладает следующим свойс-
твом: найдутся такие числа t0  и t1 , что 
y t y t y t

t C
( ) max ( ) ( )

[ , ]0 0 1
= =

Œ
, y t( )1 0< . Отсюда вы-

текает, что y t l y t
C C

( ) ( )- ≥ 1
2

 при любом 

числе l .
Из равенств 

x t G t s f s Tx s ds i ti i( ) ( , ) ( ,( )( )) ( , ), .= = £ £Ú
0

1

1 0 12  

применяя теорему о среднем к разности 
y t x t x t( ) ( ) ( )= -1 2 , получим

 y t G t s f s s Ty s dsu( ) ( , ) ( , ( ))( )( )= ¢Ú �q
0

1

, 0 1£ £t ,

где функция �q( )t  принимает значения, про-
межуточные между значениями ( )( )Tx t1  и 
( )( )Tx t2 .

Взяв в качестве числа l  ноль, в силу моно-
тонности производной ¢f t uu( , )  и оценок (9), 
имеем
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Таким образом, 

 y y
C

L

C
p£ ¢

y g

4
,

т.е. y g
Lp¢

≥ 4 .

Если последнее неравенство не выполняет-
ся, то уравнение (3), а следовательно, и краевая 

задача (1)—(2) при 
p
q

> 1  имеет единственное 

положительное решение. Доказана

О существовании и единственности положительного решения краевой задачи типа Штурма—Лиувилля...
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Теорема 2. При выполнении условий тео-
ремы 1 краевая задача (1)—(2) имеет единс-
твенное положительное решение, если функция 
f t u( , )  дифференцируема по u , производная 

¢f t uu( , )  монотонно возрастает  по второму ар-
гументу и  y g

Lp¢
< 4 .
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