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Аннотация. Рассматривается уравнение Fu Gu f′ − = . Доказано, что для любой f ∈ ′S  
уравнение имеет единственное решение u ∈ ′S  при условии, что i F Gω −  обратим при всех 
ω ∈ R  и ( ) (1 )1i F G M mω ω− ≤ +− , ω ∈ R , для некоторых m и M.
Ключевые слова: операторный пучок, обобщенная функция умеренного роста, задача об 
ограниченных решениях.

Annotation. The equation Fu Gu f′ − =  is considered. It is proved that for any f ∈ ′S  the 
equation has a unique solution u ∈ ′S  provided i F Gω −  is invertible for all ω ∈ R  and 
( ) (1 )1i F G M mω ω− ≤ +− , ω ∈ R , for some m and M.
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ВВЕДЕНИЕ
В теории обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений хорошо известно [1—5], что 
существование единственного ограниченного 
на оси решения неоднородного уравнения 

′ −x Gx f=  при любой ограниченной правой 
части f  равносильно тому, что спектр коэф-
фициента G  не пересекает мнимую ось.

Случай неограниченного коэффициента G  
начали изучать сравнительно недавно. С этой 
целью в [6] было введено понятие бисектори-
ального пучка (в терминологии оригинала — 
биполугруппы) λ λ� 1 −G  (1  — тождествен-
ный оператор), порожденного одним неограни-
ченным оператором G , означающее, что ре-
зольвента пучка является аналитической 
функцией в объединении двух секторов, содер-
жащих мнимую ось. В дальнейшем оно иссле-
довалось в [7].

В настоящей статье рассматривается более 
общий линейный пучок λ λ� F G− , а понятие 
бисекториальности заменено более общим по-
нятием умеренного роста. Операторы F  и G  
предполагаются ограниченными; во многих 
ситуациях случай неограниченных F  и G  
сводится [8] к случаю ограниченных. Роль 
пространства ограниченных функций играет 
пространство Шварца ′S  [9—10] обобщенных 
вектор-функций умеренного роста.
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В § 1 напоминается определение вектор-
ной [10] версии пространства Шварца ′S . По 
сравнению со скалярным вариантом [9] век-
торная версия оказывается более сложной. В 
частности, основной технической проблемой, 
решенной в статье, является корректное оп-
ределение операции умножения обобщенной 
вектор-функции на бесконечно дифференци-
руемую оператор-функцию (теорема 10). В § 
2 дается определение пучка умеренного роста: 
пучком умеренного роста мы называем пучок, 
резольвента которого определена на мнимой 
оси и имеет на ней полиномиальный рост. 
Здесь же доказывается основной результат 
(теорема 17): уравнение Fu Gu f′ − =  при 
любой f ∈ ′S  имеет единственное решение 
u ∈ ′S  при условии, что пучок имеет умерен-
ный рост.

1. ПРОСТРАНСТВО ОБОБЩЕННЫХ 
ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ ШВАРЦА ′S

Пусть E  — произвольное комплексное ба-
нахово пространство с нормой 
 
 
 
⋅ ⋅= E .

Обозначим через C Cm m
0
0,

0
0,= ( , )R E , m ∈ Z , 

линейное пространство всех непрерывных фун-
кций ψ : � → E , ограниченных по норме 
 ψ ψC m

t

mt t
0
0, = (1 ) ( )sup

∈
+
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или по эквивалентной норме 
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и удовлетворяющих условию lim .
t

mt t
→∞

+(1 ) ( ) = 0ψ

Обо з н а ч им  ч е р е з  C Ck m k m
0
,

0
,= ( , )R E , 

k = 0,1,2,… , m ∈ Z , линейное простран-
ство всех k  раз непрерывно дифференци-
руемых функций ψ : � → E , для которых 
ψ ψ ψ, , , ( )

0
0,′ ∈… k mC , с нормой 

 ψ ψ ψ ψC C C
k

C
k m m m k m0 0

0
0
0

0
, , , ,... .( )= + ′ + +  

Предложение 1. Пространство C k m
0
, , 

k = 0,1,2,… , m ∈ Z , является полным, т. е. 
банаховым. 

Доказательство. Вытекает из правила [12] 
дифференцирования равномерно сходящейся 
последовательности. 

Обозначим через S S= ( , )R E  пересечение 
пространств C k m

0
,  по всем k m, = 0,1,2,…  (под-

робнее см., например, [9]). Определим тополо-
гию на S  как объединение топологий, индуци-
рованных пространствами C k m

0
, , k m, = 0,1,2,… . 

Очевидно, база окрестностей нуля в такой то-
пологии счетна. Поэтому обычная и секвенци-
альная непрерывности совпадают.

Предложение 2. Пространство S  явля-
ется является пространством Фреше, т. е. 
полным локально выпуклым пространством, 
топология которого порождается счетным 
числом полунорм. 

Доказательство. Вытекает из предложе-
ния 1. 

Предложение 3. Оператор дифференци-
рования ψ ψ� ′  непрерывно действует из C k m

0
,  

в C k m
0

1,− , k = 1,2,… , и следовательно, непре-
рывно действует из S  в себя (но не обратим). 

Доказательство. Очевидно. 
Предложение 4. Оператор умножения на 

функцию ρn

n

t t( ) = (1 )2 2+ ,  n ∈ Z , является 
изоморфизмом из C k m

0
,  в C k m n

0
, − , k = 0,1,2,… , 

m ∈ Z , и следовательно, изоморфизмом S  на 
себя. 

Доказательство. Заметим, что (2 1)i − -ая 
производная функции ρn  является линейной 
комбинацией функций 

 
t t t t t t

t t t
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а 2i -ая производная функции ρn  — линейной 
комбинацией функций 

 
t t t t t t

t t t
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Таким образом, функция t ti� ρ( )( )  экви-
валентна t tn i� −  при t → ∞ .

Пусть ψ ∈C k m
0
, . Тогда 

 ( ) = ,( )

=0

( ) ( )ρ ψ ρ ψn
j

i

j

j
i

n
i j i∑ −

C  

где C j
i  — биномиальные коэффициенты. От-

сюда видно, что ( )( )
0
0,ρ ψn

j m nC∈ − , j k= 0, ,… . 
Следовательно, оператор умножения на функ-
цию ρn  действует из C k m

0
,  в C k m n

0
, − , причем 

действует непрерывно.
Аналогичный факт верен для умножения 

на ρ−n . �
Символом B( , )X Y , где X  и Y  — банаховы 

пространства, будем обозначать пространство 
всех линейных ограниченных операторов, дей-
ствующих из X  в Y .

Следствие 5. Пусть X , Y  и Z  — бана-
ховы пространства. Тогда билинейная опера-
ция поточечного умножения ( , )α β αβ� , где 
α : R → B( , )Y Z , а βR → B( , )X Y  непрерывно* 
действует из C Y Z C X Yk m k n

0
,

0
,( , ( , )) ( ( , ))R RB B× →  

в C X Zk m n
0
, ( ( , ))+ →R B , m n, ∈ Z , k = 0,1,2,… . 

Доказательство. Случай m n= = 0  раз-
бирается непосредственно. Остальные случаи 
сводятся к нему с помощью предложения 4. 
�

Предложение 6. Для любых k = 0,1,2,…  и 
m ∈ Z , подпространство вектор-функций 
вида 

 ϕ ϕ( ) = ( ),
=1

t e t
i

l

i i∑  (1)

где ei ∈ E , а ϕi ∈ S( , )R C , всюду плотно в 
C k m

0
, ( , )R E . 
Доказательство. Случай m = 0  и произ-

вольного k  разобран, например, в [13]. Случай 
m ≠ 0  вытекает из предложения 4. �

Всякий непрерывный линейный (вектор-
нозначный) функционал f : S( , )R C E→  назы-
вают [10, 11], [9] обобщенной функцией или 
распределением умеренного роста со значени-
ями в E . Обозначим символом ′ ′S S= ( , )R E  
пространство всех обобщенных функций f  
умеренного роста. Значение f ∈ ′S  на ψ ∈ S  
будем обозначать символом 〈 〉ψ, f .

Говорят, что последовательность fk ∈ ′S  
сходится к f ∈ ′S , если 〈 〉 → 〈 〉ψ ψ, ,f fk  для всех 

* Напомним, что билинейное отображение 
μ : X Y Z× →  является непрерывным, если существует 
такое M < ∞ , что μ( , )x y M x y≤ ⋅  для всех x X∈  
и y Y∈ .

Об обратимости в пространстве Шварца оператора, порожденного пучком умеренного роста
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ψ ∈ S . Такую сходимость в ′S  называют по-
точечной. Она порождается полунормами 
 
 
 
 
 � �f fψ ψ ψ= 〈 〉 ∈, , ( , ),S  
и следовательно, локально выпукла.

Предложение 7. Множество ′ ′S S= ( , )R E  
является локально выпуклым пространством, 
секвенциально полным относительно пото-
чечной сходимости. 

Доказательство. Это известное свойство 
[14] пространства линейных операторов, опре-
деленных на пространстве Фреше (или, более 
общим образом, на бочечном пространстве), 
наделенного топологией поточечной сходимос-
ти. �

Предложение 8. Для того чтобы вектор-
функционал f : S( , )R C E→  был непрерывен, 
необходимо и достаточно, чтобы существо-
вали такие k m, = 0,1,2,… , что f  непрерывен 
относительно нормы 
 
⋅

Ck m
0
, . 

Доказательство. Вытекает из монотоннос-
ти семейства норм 
 
⋅

Ck m
0
, . �

E -сопряженным к линейному оператору 
A : S S( , ) ( , )R C R C→  назовем линейный опе-
ратор ′ ′ → ′A : S S( , ) ( , )R E R E , обладающий 
свойством 
 〈 ′ 〉 〈 〉ψ ψ, = , ,A f A f  

для любых ψ ∈ S( , )R C  и f ∈ ′S ( , ).R E
Предложение 9. Всякий непрерывный ли-

нейный оператор A : S S→  имеет единствен-
ный E -сопряженный оператор ′ ′ → ′A : S S , 
который непрерывен относительно поточеч-
ной сходимости. 

Доказательство. Чтобы убедиться, что 
правило 〈 ′ 〉 〈 〉ψ ψ, = ,A f A f  действительно опре-
деляет оператор ′ ′ → ′A : S S , надо проверить, 
что для любого f ∈ ′S  правило ψ ψ� 〈 〉A f,  
определяет линейный непрерывный вектор-
функционал. В самом деле, это правило явля-
ется суперпозицией линейного непрерывного 
оператора A : S S→  и линейного непрерывно-
го вектор-функционала f : S → E .

Очевидно, для проверки непрерывности 
оператора ′ ′ → ′A : S S  достаточно проверить, 
что оператор ′ ′ → ′A : S S  непрерывен в нуле, 
т.е. для любого элемента V  некоторой предба-
зы окрестностей нуля пространства ′S  сущест-
вует такой элемент U  некоторой базы окрест-
ностей нуля пространства ′S , что ′A U .

В качестве предбазы окрестностей нуля в ′S  
возьмем множества вида V f f= { , < }: :∈ ′ 〈 〉S ψ ε , 

где ψ ∈ S , а ε > 0 . Рассмотрим также окрест-
ность U f A f= { , }∈ ′ 〈 〉 <S : ψ ε . Очевидно, 

′A U . �
Пусть f ∈ ′S . Вектор-функционал ′f , оп-

ределенный правилом 
 〈 ′〉 −〈 ′ 〉ψ ψ, = , ,f f  
называют производной функционала f . Не-
трудно проверить, что ′f  — действительно 
линейный и непрерывный функционал и, таким 
образом, принадлежит ′S . Из предложений 3 
и 9 вытекает, что операция дифференцирова-
ния переводит ′S  в себя и непрерывна относи-
тельно поточечной сходимости.

Пусть X  и Y  — банаховы пространства, а 
B X Y∈ B( , ) . Нетрудно видеть, что правило 
 〈 〉 〈 〉ψ ψ, = ,Bf B f  
порождает линейный непрерывный оператор 
(обозначаемый той же буквой B ) f Bf� , 
действующий из ′S ( , )R X  в ′S ( , )R Y .

Обозначим через A A= ( , )R E  множество 
∩ ∪ ∈k m

k mCZ R E0
, ( , ) . Иными словами, A  состоит 

бесконечно дифференцируемых функций, все 
производные которых растут не быстрее, чем 
многочлен.

Произведением функции α ∈ A( , )R C  на 
обобщенную функцию f ∈ ′S ( , )R E  называют 
обобщенную функцию αf , определенную по 
правилу 
 〈 〉 〈 〉ψ α αψ, = , .f f  
В силу следствия 5 (очевидным образом моди-
фицированного) и предложения 9 умножение 
на α  является непрерывным оператором из ′S  
в ′S .

Обсудим более общую конструкцию. Пусть 
X  и Y  — банаховы пространства и пусть 
α ∈ A( , ( , ))R B X Y . Наша задача — определить 
обобщенную функцию αf . Предположим сна-
чала, что функция α  имеет вид 

 α α( ) = ( ),
=1

t B t
i

l

i i∑  (2)

где B X Yi ∈ B( , ) , а αi ∈ A( , )R C . Для такой 
функции α  определим произведение αf  на 
обобщенную функцию f ∈ ′S ( , )R X  по прави-
лу 

 〈 〉 〈 〉 ∈∑ψ α α ψ ψ, = , , ( , ).
=1

f B f
i

l

i i S R C  (3)

Теорема 10. Пусть X  и Y  — банаховы 
пространства. Для любых k m, = 0,1,2,…  и 
n ∈ Z  билинейное отображение ( , )α αf f�  

А. В. Печкуров
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допускает единственное продолжение 
с пространства функций вида (2), где 
B X Yi ∈ B( , ) , а αi ∈ S( , )R C , декартово умно-
женного на пространство вектор-функциона-
лов f C Xk m∈ B( ( , ), )0

, R C  (см. предложение 8), 
до непрерывного билинейного отображения 

 
C X Y C X

C Y

k n k m

k m n

0
1,

0
,

0
, 2

( , ( , )) ( ( , ), )

( ( , ), ).

+ −

+ +

× →

→

R R C

R C

B B

B
 

Доказательство. Пусть f C Xk m∈ B( ( , ), )0
, R C , 

ψ ∈ + +C k m n
0
, 2( , )R C ,  а  α ∈ + −C B X Yk n

0
1, ( , ( , ))R . 

Покажем, что произведение 
 〈 〉 〈 〉ψ α αψ, = , ,f f  
можно определить так, чтобы оно непрерывно 
по норме зависело от f , ψ  и α , а на функци-
ях вида (2) совпадало с определением (3).

Преобразование ψ αψ�  представим в виде 
суперпозиции двух преобразований: сначала 
умножения функции ψ  на функцию 

t t
n

� (1 )2 2
1

+
+

, а затем умножения на функцию 

β , где β α( ) = (1 ) ( )2 2
1

t t t
n

+
− −

. В силу предложе-
ния 4 β ∈ +C k

0
1,2 . Заметим, что C k

0
1,2+  вложено 

в пространство Соболева W k
1

1+ , причем 
 
 
 
 
γ γ γ

Wk Ck
kK C

1
1

0
1,2 0

1,2, ,+ +
+≤ ∈  (4)

для некоторой константы K . Тем самым, 
β ∈ +W X Yk

1
1( , ( , ))R B .

Как известно, преобразование 
d
dt

k

+
⎛
⎝
⎜⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟⎟

+

1
1

 

осуществляет (не изометрический) изоморфизм 
пространства W k

1
1+  на пространство Лебега L1 , 

причем этот изоморфизм (и обратный к нему) 
переводит функции вида (2) в функции вида 
(2). Перенесем на W k

1
1+  с помощью этого изо-

морфизма естественную норму, имеющуюся на 
пространстве L1 . Известно [15], что естествен-
ная норма на L L X Y1 1= ( , ( , ))R B  обладает 
свойством 

 
 
 
 
 
 
β β= ,
=1

inf
i

i iB
∞

∑ ⋅  

где B X Yi ∈ B( , ) , βi L∈ 1( , )R C , а инфимум 
берется по всем представлениям функции β  в 
виде абсолютно сходящегося ряда 

 β β( ) = ( ),
=1

t B t
i

i i

∞

∑  (5)

причем у любой функции β ∈ L X Y1( , ( , ))R B  
такие представления имеются. Значит, этим 
свойством обладает и рассматриваемая норма 
в W k

1
1+ .

Нетрудно видеть, что W Ck k
1

1
0
,0+ ⊂ , причем 

 
 
 
 
γ γ γ
Ck Wk

kN W
0
,0

1
1 1

1, ,≤ ∈+
+  

для некоторой константы N . Поэтому в силу 
следствия 5 для любых γ ∈ +W k

1
1( , )R C  и 

�ψ ∈C k m
0
,  функция γψ�  также принадлежит 

C k m
0
, ,  причем для некоторой константы M  

выполняется неравенство 

 
 
 
 
 
 
γψ γ ψ� �
Ck m Wk Ck mM

0
,

1
1

0
, .≤ ⋅+  (6)

Представим функцию β  в виде (5). Поло-
жим 

 〈 〉 〈 〉
∞

∑αψ β ψ, = , ,
=1

f B f
i

i i
�  (7)

где 

 �ψ ψ( ) = (1 ) ( ).2 2
1

t t t
n

+
+

Из оценки (получаемой с учетом неравенства 
(6)) 

 

 
 
 



 
 
 
 
 


i
i i Ck m

k m

i
i i

B t f M

f C X B

=1 0
,

0
,

=1

( ) ,
∞

∞

∑

∑

〈 〉 ≤ ×

× → ⋅

β ψ ψ

β

� �

:
WWk

1
1+

 

видно, что ряд (7), определяющий 〈 〉αψ, f , схо-
дится абсолютно. Нетрудно показать, что оп-
ределение (7) не зависит от выбора представ-
ления (5). Более того, с учетом описанного 
выше свойства выбранной нормы в W k

1
1+  из 

последнего неравенства вытекает, что 

 

 
 
 



 
 
 


〈 〉 ≤ ×

× ⋅ →

+αψ β

ψ

,

.
1

1

0
, 0

,

f M

f C X

Wk

Ck m
k m� :

 

Отсюда и из неравенства (4) имеем (напомним, 
что β ∈ +C k

0
1,2 ) 

 

 
 
 



 
 
 


〈 〉 ≤ ′ ×

× ⋅ →

+αψ β

ψ

,
0

1,2

0
, 0

,

f M

f C X

Ck

Ck m
k m� :

 

для некоторой константы ′M . Возвращаясь с 
помощью предложения 4 от β  к α , последнее 
неравенство можно переписать в виде 

 

 
 
 



 
 
 


〈 〉 ≤ ′′ ×

× ⋅ →

+ −

+ +

αψ α

ψ

,

.
0

1,

0
, 2 0

,

f M

f C X

Ck n

Ck m n
k m:

 

Полагая 〈 〉 〈 〉ψ α αψ, = ,f f , получаем продолже-
ние из утверждения теоремы.

Осталось сделать несколько замечаний. В 
силу формулы (7) рассматриваемое определе-
ние 〈 〉ψ α, f  равносильно определению 
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 〈 〉 〈 〉
∞

∑αψ α ψ, = , ,
=1

f B f
i

i i  

где 

 α βi

n

it t t( ) = (1 ) ( ).2 2
1

+
+

 
Поэтому рассматриваемое определение 〈 〉ψ α, f  
совпадает с определением (3) при условии, что 
сумма конечна, а βi

kW∈ +
1

1( , )R C  и тем более 
при условии, что βi

k kC W∈ ⊂+ +
0

1,2
1

1( , ) ( , )R C R C , 
что в силу предложения 4 равносильно тому, 
что αi

k nC∈ + −
0

1, ( , )R C . Напомним, что в силу 
предложения 6 суммы вида (2) с αi

k nC∈ + −
0

1, ( , )R C  
и даже с αi ∈ S( , )R C  образуют всюду плотное 
подмножество пространства C B X Yk n

0
1, ( , ( , ))+ − R . 

Поэтому непрерывное продолжение единствен-
но. �

Для произвольных α ∈ A( , ( , ))R B X Y  
и f X∈ ′S ( , )R  определим произведение 
αf Y∈ ′S ( , )R  в соответствии с теоремой 10. 
Очевидно, при увеличении k , m  и n  получает-
ся то же самое αf . Следовательно, определение 
αf  от k , m  и n  не зависит.

Следствие 11. Имеет место включение 
 A S( , ) ( , ).R E R E⊆ ′  

Доказательство. Возьмем в качестве X  
пространство C , в качестве Y  — пространство 
E , а в качестве f  функцию, тождественно 
равную 1. Отождествим B B( , ) = ( , )X Y C E  с E , 
задавая оператор A ∈ B( , )C E  посредством его 
значения в точке 1 ∈ C . Остается применить 
теорему 10 к произведению α ∈ A( , )R E  на f . 
�

Следствие 12. Пусть X , Y  и Z  — ба-
наховы пространства. Для любой обобщенной 
ф у н к ц и и  f X∈ ′S ( , )R  и  д л я  л ю б ы х 
α ∈ A( , ( , ))R BY Z  и β ∈ A( , ( , ))R B X Y  имеем 
 α β αβ( ) = ( ) .f f  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В о з ь м е м 
п р о и з в о л ь  н ы е  f C Xk m∈ B( ( , ), )0

, R C  и 
β ∈ + −C X Yk n

0
1, ( , ( , ))R B . Согласно теореме 10 в 

этом случае βf C Yk m n∈ + +B( ( , ), )0
, 2 R C . Пусть 

α ∈ + − ′C Y Zk n
0

1, ( , ( , ))R B . Снова согласно теореме 
10 α β( ) ( ( , ), )0

, 4f C Zk m n n∈ + + ′+B R C .
С другой стороны, в рассматриваемых пред-

положениях αβ ∈ + − − ′C X Zk n n
0

1, ( , ( , ))R B . Поэтому 
согласно теореме 10 ( ) ( ( , ), )0

, 2αβ f C Zk m n n∈ + + ′+B R C .
Возьмем (предложение 6) последователь-

ности 

 α α β βl
i

l

li li l
i

l

li lit A t t B t( ) ( ), ( ) ( ),= =
= =

∑ ∑
1 1

 

где A Y Zli ∈ B( , ) , αli
k nC∈ + − ′
0

1, ( , )R C , B X Yli ∈ B( , ) , 
βli

k nC∈ + −
0

1, ( , )R C , сходящиеся к α  и β  по нор-
м ам  п р о с т р а н с т в  C Y Zk n

0
1, ( , ( , ))+ − ′ R B  и

C X Yk n
0

1, ( , ( , ))+ − R B  соответственно. В силу след-
ствия 5 последовательность α βl l  сходится к αβ  
по норме пространства C X Zk n n

0
1, ( , ( , ))+ − − ′ R B .

Перейдем к пределу в тождестве 
 α β α βl l l lf f( ) = ( ) .  
Л е в а я  ч а с т ь  с х о д и т с я  к  α β( )f  в 
B( ( , ), )0

, 4C Zk m n n+ + ′+ R C , правая часть сходится к 
( )αβ f  в B( ( , ), )0

, 2C Zk m n n+ + ′+ R C . Поскольку из 
сходимости в одном из этих пространств выте-
кает сходимость в другом, получаем доказы-
ваемое равенство. �

На функциях ψ ∈ L1( , )R C  определим пре-
образование Фурье по правилу 

 ( )( ) = ( ) = ( ) .Fψ ω ψ ω ψωˆ
−∞

+∞
−∫ e t dti t  

Поскольку S ⊂ L1 , преобразование Фурье оп-
ределено и на функциях ψ ∈ S . Нетрудно по-
казать, что преобразование Фурье F  переводит 
S  в себя и является [9] непрерывным операто-
ром. Более того, оператор F S S: →  обратим, 
при этом обратное преобразование Фурье за-
дается правилом 

 ( )( ) = ( ) =
1
2

( ) .1F −

−∞

+∞

∫ψ ω ψ
π

ψ ω ωωˇ t e di t  

Преобразование Фурье Ff f= ˆ  функции 
f ∈ ′S ( , )R E  определяют [10] в соответствии с 
правилом 

 〈 〉 〈 〉 ∈ψ ψ ψ, = , , ( , ).ˆ ˆf f S R C  
В силу предложения 9 преобразование Фурье 
F  в ′S  корректно определено и является не-
прерывным оператором. Нетрудно показать [9], 
что F  обратим в ′S , причем обратным явля-
ется E -сопряженный оператор к F −1  в S .

В ′S ( , )R E  справедливы обычные [9] свой-
ства преобразования Фурье.

2. ЗАДАЧА ОБ ОГРАНИЧЕННЫХ 
РЕШЕНИЯХ В ПРОСТРАНСТВЕ 

ШВАРЦА ′S

Пусть X  и Y  — банаховы пространства, а 
F G X Y, ( , )∈ B . (Линейным) пучком называют 
[16—19] функцию 
 λ λ λ� F G− ∈, .C  

Резольвентным множеством пучка назы-
вают множество ρ( , )F G , состоящее из всех 
λ ∈ C , при которых оператор λF G−  обратим, 
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а резольвентой пучка — функцию (семей-
ство) 
 R F G F Gλ λ λ ρ= ( ) , ( , ).1− ∈−  
Дополнение σ ρ( , ) = ( , )F G F GC \  к резольвен-
тному множеству называют спектром пучка.

Пример 1. Пусть Y  — банахово про-
странство, G Y Y: →  — линейный замкнутый 
оператор с областью определения X Y⊆ , а 
1 :Y Y→  — тождественный оператор. Введем 
на X  норму графика 
 
 
 
 
 
x x GxX Y Y= + . 
Относительно этой нормы оба оператора 
1, :G X Y→  являются ограниченными. Тем 
самым обсуждение пучка λ λ� 1 −G  уклады-
вается в рассматриваемую схему. 

Предложение 13. (см., например, [8, пред-
ложение 5]) Резольвента пучка удовлетворяет 
F -тождеству Гильберта

 
R R R FR

F G
λ μ λ μλ μ

λ μ ρ

− − −

∈

= ( ) ,

, ( , ).
 (8)

Зафиксируем пучок λ λ� F G X Y− →:  и 
рассмотрим его резольвенту Rλ , λ ρ∈ ( , )F G . 
Обозначим через B( , )( , )F G Y X  замыкание по 
норме пространства B( , )Y X  линейной оболоч-
ки всех операторов Rλ , λ ρ∈ ( , )F G . Введем на 
B( , )( , )F G Y X  операцию F -умножения по фор-
муле 
 A B AFB� = .  
В силу тождества Гильберта (8) F -умножение 
не выводит из B( , )( , )F G Y X . Степени относитель-
но F -умножения будем обозначать символами 
типа An�  и A−1� .

Теорема 14. ([8, теорема 8]) Относитель-
но F -умножения пространство B( , )( , )F G Y X  
является коммутативной банаховой алгеб-
рой. 

Предложение 15. Резольвентное мно-
жество ρ( , )F G  пучка открыто, а резольвен-
та на нем является аналитической функцией 
со значениями в алгебре B( , )( , )F G Y X . При этом 
в окрестности любой точки μ ρ∈ ( , )F G  ре-
зольвента пучка раскладывается в степенной 
ряд 

 R R
n

n n
λ μμ λ= ( ) ,

=0

1
∞

+∑ − �  

где Rn
μ

+1�  — ( 1)n + -ая степень относительно 
F -умножения. 

Доказательство. Непосредственно вытека-
ет из [8] и [20]. �

Пучок λ λ� F G−  назовем пучком умерен-
ного роста, если мнимая ось содержится в 

резольвентном множестве ρ( , )F G , причем су-
ществуют такие m ∈ Z  и M > 0 , что 

  

 
( ) : (1 | |) ,

.

1i F G Y X M mω ω

ω

− → ≤ +

∈

−

R
  (9)

Предложение 15 .  Пусть пучок 
λ λ� F G−  имеет умеренный рост. Тогда 
функция ω ω� ( ) 1i F G− −  принадлежит A . 

Доказательство. Заметим, что в силу пред-
ложения 15 

 
d
d

F G

k F G

k

k

k k

λ
λ

λ

( ) =

!( 1) [( ) ] .

1

1 ( 1)

−

= − −

−

− + �

 

Остается воспользоваться оценкой (9). 
Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 ( )( ) ( )( ) = ( ), .Fu t Gu t f t t′ − ∈ R  (10)
Введем в рассмотрение соответствующий ему 
оператор 
 Lu Fu Gu= .′ −  (11)

Очевидно, L  непрерывно действует из 
′S ( , )R X  в ′S ( , )R Y .
Теорема 17. Пусть пучок имеет умерен-

ный рост. Тогда для любой f Y∈ ′S ( , )R  урав-
нение (10) имеет единственное решение 
u X∈ ′S ( , )R . При этом преобразование Фурье 
решения u  задается формулой 

 ˆ ˆu i F G f( ) = ( ) ( ).1ω ω ω− −  (12)
Доказательство. Перейдем от оператора 

(11) к его преобразованию Фурье 

 L FLF� = .1−  
При этом уравнение (10) равносильным обра-
зом перепишется в виде 

 ( ) ( ) = ( ), .i F G u fω ω ω ω− ∈ˆ ˆ R  
В силу предложения 16  функция 

ω ω� ( ) 1i F G− −  принадлежит A . Поэтому в 
силу теоремы 10 формула (12) определяет 
функцию û X∈ ′S ( , )R . В силу следствия 12 
функция (12) является решением уравнения 
(10). Единственность решения также очевидна. 
�
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