
109ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2011. № 2

УДК 517.925.51—52 

ЧАСТОТНЫЕ ПРИЗНАКИ СУЩЕСТВОВАНИЯ, 
ЕДИНСТВЕННОСТИ И УСТОЙЧИВОСТИ 

ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА*

И. Д. Коструб

Воронежский государственный университет

Поступила в редакцию 28.01.2011 г.

Аннотация. Доказаны новые эффективно проверяемые признаки существования, единствен-
ности, почти периодичности и абсолютной устойчивости ограниченных решений обыкновен-
ных нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка. 
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чивость. 

Abstract. Рroved new-eff ectively verifi ed the existence, uniqueness, almost periodicity and abso-
lute stability of bounded solutions of ordinary nonlinear diff erential equations of second order. 
Key words. Frequency methods, nonlinear diff erential equations, boundary solutions, existence, 
uniqueness, fast periodic, absolute stability.

Введение. В теории обыкновенных диф-
ференциальных уравнений [1] и особенно в 
автоматическом управлении [2] заметное место 
уделено упомянутой в заголовке статьи про-
блеме. Признаки существования ограниченных 
решений особенно важны в связи с открытым 
М. А. Красносельским и А. В. Покровским 
«принципом отсутствия ограниченных решений 
в проблеме абсолютной устойчивости» [3], [4]. 
Периодичность или почти периодичность огра-
ниченных решений также представляет несом-
ненный интерес [1], [5]. Эти же вопросы встре-
чаются и в различных задачах теории колеба-
ний; мы сошлёмся здесь на [6] и [7]. 

Основой для написания данной статьи по-
служили работы [8] и [9], первая из которых в 
решающей своей части опирается на недавний 
результат А. Г. Баскакова [10], относящийся к 
линейным дифференциальным операторам.

Нерезонансные многочлены. Рассмот-
рим линейное однородное дифференциальное 
уравнение n -го порядка 
 a x a x a xn n

n0 1
1 0( ) ( )+ + ... + = ,−  (1)

коэффициенты которого — постоянные вещес-
твенные или комплексные числа, причём 
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a0 0≠ . Выпишем соответствующие характе-
ристический многочлен и характеристическое 
уравнение 
 L a a an n

n( )λ λ λ≡ + + ... + = .−
0 1

1 0  (2)
Многочлен L( )λ  назовём нерезонансным, 
если 
 L i( )θ θ≠ , − ∞ < < +∞.0  (3)
Условие (3) будем называть нерезонансным 
условием или условием нерезонансности. 

Приведём достаточное условие нерезонанс-
ности, ичившись случаем вещественых много-
членов. Обозначив через d d dn1 2, , ...,  последова-
тельные главные миноры матрицы Гурвица, 
построенной для многочлена L( ),λ  опираясь на 
формулу Орландо (см., например, [11, с. 488]) 
можно показать, что 
 dn ≠ 0  (4)
является достаточным условием нерезонанс-
ности.

Ограниченная функция Грина и ин-
тегральные постоянные. Рассмотрим линей-
ное неоднородное дифференциальное уравнение 
n -го порядка 
 a x a x a x f tn n

n0 1
1( ) ( ) ( )+ + ... + = ,−  (5)

в котором f t( ) есть непрерывная ограниченная 
функция; последнее означает, что 
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 | |≤ , − ∞ < < +∞.f t c t( )  (6)
Известно [5, §4], что если выполнено нере-

зонансное условие (3), то уравнение (5) при 
любой непрерывной ограниченной функции 
f t( ) имеет единственное ограниченное решение 
x t( ),  причём ограниченными оказываются все 
производные �x t x tn( ) ( ),( ), ..., −1  и имеют место 
следующие формулы 

x t G t s f s ds j nj j( ) ( )( ) ( ) ( )= − , = , , ..., − ,
−∞

+∞

∫ 0 1 1  (7)

где G t( )  есть ограниченная функция Грина. 
Величину 

 æ j
jG t dt j n= | | , = , , ..., −

−∞

+∞

∫ ( )( ) 0 1 1  (8)

назовём j -й интегральной постоянной. Иног-
да к ним удобно причислять и n -ю интеграль-
ную постоянную 

 æn
n n

a
G t dt V G t=

| |
+ = { },

−∞

+∞
−∫

1

0

1( ) ( )( ) ( )  (9)

где в конце формулы стоит полная вариация 
G tn( )( ).−1

Передаточная функция и частотные 
постоянные. Напомним, что в автоматическом 
управлении функция комплексной переменной 
W L( ) ( )λ λ= /1  ( )λ ∈ �  называется передаточ-
ной функцией, а функция вещественного пере-
менного H W i L i( ) ( ) ( )θ θ θ= = /1  ( )θ ∈ �  — час-
тотной характеристикой [2, с. 12—14]. 

Величину 

 σ
θ

θθj

ji
L i

j n= , = , , ..., −
−∞< <+∞

max
( )
( )

0 1 1 (10)

назовём j -й частотной постоянной. К ним, 
как и выше, удобно причислять и n -ю часто-
тную постоянную 

 σ
θ

θθ
n

ni
L i

= .
−∞< <+∞

sup
( )
( )

 (11)

Отметим, что σ σ σj j j
2

1 1≤ − +  для j n= ,..., −1 1.  
Действительно, 

 
( )

( )

( )

( )

( )

( )

i

L i

i
L i

i
L i

j j j

j j

θ

θ

θ

θ

θ

θ
σ σ

2

2

1 1

1 1= ≤ ,
− +

− +

переходя в котором к супремуму в левой части, 
получаем требуемое неравенство.

Сравнение интегральных и частотных 
постоянных. Имеют место следующие нера-
венства [9] 
 σ σ0 0 1≤ , < , = ,..., .æ æj j j n  (12)

Отметим, что в первом неравенстве знак ра-
венства достигается тогда и только тогда, 
когда характеристический многочлен подобен 
вещественному многочлену, которому отве-
чает знакопостоянная ограниченная функция 
Грина (т.е. либо G t( ) ≥ 0  при всех t,  либо 
G t( ) ≤ 0  при всех t).  

Отметим, ещё что в первом неравенстве в 
(12) знак равенства достигается тогда и только 
тогда, когда æ0 1= / an .

Интегральные операторы. Геометричес-
кий смысл интегральных и частотных посто-
янных полностью раскрывает приводимое ниже 
известное утверждение [9]. Введём обозначение 
для интегральных операторов, определяемых 
формулой (7) 

K f t G t s f s ds j nj
j( ) ( ) ( )( )= − , = , , ..., − .

−∞

+∞

∫ 0 1 1  (13)

Введём в рассмотрение банахово пространство 
C C= −∞, +∞( )  комплексных и ограниченных 
функций f t( ),  положив 
 f f t

t
= .

−∞< <+∞
sup ( )  (14)

Интегральный оператор Kj  действует в 
банаховом пространстве C  и является ли-
нейным ограниченным оператором, причём 

   K K j nj j j j= , = , = , , ..., − ,æ spr σ 0 1 1  (15)
где в первом случае говорится о норме интег-
рального оператора, а во втором — о его 
спектральном радиусе. 

Слабо нелинейные дифференциаль-
ные уравнения n -го порядка. Рассмотрим 
нелинейное дифференциальное уравнение n -го 
порядка следующего вида 
a x a x a x f t x x xn n

n
n

0 1
1 1( ) ( ) ( )( )+ + ... + = , , , ..., ,− −�  (16)

в котором нелинейная функция f t x x xn( ), , , ..., −0 1 1  
непрерывна по времени t  и удовлетворяет 
условию Липшица по пространственным пере-
менным 

 
f t x x x f t y y y

l x y

n n

j

n

j j j

, , , ...,( )− , , , ...,( ) ≤

≤ − ,

− −

=

−

∑

0 1 1 0 1 1

0

1  (17)

где l l ln0 1 1, , ..., −  — некоторые неотрицательные 
постоянные (липшицевы постоянные). Особо 
выделим функцию 
 f t f t0 0 0 0( ) ( )= , , , ..., ,  (18)
которая по предположению является непрерыв-
ной. 

И. Д. Коструб



111ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2011. № 2

В нелинейной æ -теории основную роль 
играет предположение [9] 

 q l
j

n

j jæ æ≡ < ,
=

−

∑
0

1

1  (19)

которое назовём основным интегральным ус-
ловием. В более тонкой σ -теории основную 
роль играет предположение [8] 

 q l
j

n

j jσ σ≡ < ,
=

−

∑
0

1

1  (20)

которое назовём основным частотным усло-
вием. Как следует из неравенств (12) всегда 
 q qσ < ,æ  (21)
за исключением того единственного случая, 
когда σ0 0= æ ,  а l ln1 10 0= ,..., =− .  Поэтому 
если выполнено основное интегральное условие 
(19), то выполнено и основное частотное усло-
вие (20). 

Мы сосредоточим своё внимание на теоре-
мах, в которых участвует условие (20) (на так 
называемой σ -теории); аналогичные теоремы 
могут быть независимо получены и для условия 
(19), где они доказываются совершенно просто 
(æ -теория). 

Теорема 1. Пусть для уравнения (16) вы-
полнено нерезонансное условие (3). Пусть не-
линейная функция f t x x xn, , , ...,( )−0 1 1  непрерыв-
на по времени t  и удовлетворяет условию 
Липшица (17). Пусть непрерывная функция 
f t0( )  (18) является ограниченной. Пусть, на-
конец, выполнено основное частотное условие 
(20). 

Тогда уравнение (16) имеет единственное 
ограниченное решение x t( );  у этого решения 
ограничены производные �x t x tn( ) ( ).( ), ..., −1  

Если известно, что не только выполнено 
условие (20), но и условие (19), то имеют место 
оценки 

 x
q

f j nj j( ) ≤
−

, = , , ..., − .
æ

æ1
0 1 10  (22)

Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 
нелинейная функция f t x x xn, , , ...,( )−0 1 1  по t  
является стационарной (т.е. не зависит от 
t),  периодической, квазипериодической или 
почти периодической, то и единственное ог-
раниченное решение x t( )  также является 
стационарноым, периодическим, квазиперио-
дическим или почти периодическим соответс-
твенно. Более того, имеет место включе-
ние 
модуль решения x t( ) ⊆ модуль функции f (23)

Поясним последнее. В условиях теоремы 2 
можно указать такую последовательность ве-
щественных чисел λk{ },  что имеет место раз-
ложение в ряд Фурье 
 f x x x f x x x en

k
k n

i tk( ) ( )0 1 1 0 1 1, , ..., , , ...,− −∑∼ λ  (24)

при любых фиксированных x x xn0 1 1, , ..., − .  Сово-
купность всех конечных линейных комбина-
ций 

 λ λ=
=

∑
j

p

j jk
1

с целыми коэффициентами и образуют, по оп-
ределению, модуль функции f t x x xn, , , ...,( )−0 1 1 .

Если для почти периодической функции 
 f t f t e

k
k

i tk( ) ( )∼ ∑ λ  (25)

ввести норму (норму Безиковича) 

 f f
k

k� = | | ,∑ 2  (26)

то имеют место оценки 

 x
q

f j nj j( )

� �≤
−

, = , , ..., −
σ

σ1
0 1 10  (27)

(ср. с (22)). Отметим, что всегда f f� ≤ .
Теорема 3. Если в условиях теоремы 1 

характеристический многочлен L( )λ  линейной 
части уравнения (16) является гурвицевым, 
то единственное ограниченное решение этого 
уравнения является абсолютно устойчивым.

Последнее означает, что если x t( ) — огра-
ниченное решение уравнения (16), а y t( )  — лю-
бое другое решение этого же уравнения, то 

 
при

для

( ) ( )( ) ( ) 0

0 1 1

j jx t y t t

j n

− → → +∞

= , ,..., − .
 (28)

Линейное дифференциальное уравне-
ние второго порядка с постоянными ко-
эффициентами. Рассмотрим линейное диф-
ференциальное уравнение второго порядка 
 �� �x ax bx f t+ + = ( )  (29)
с вещественными коэффициентами a  и b.  Вы-
пишем соответствующие характеристический 
многочлен и характеристическое уравнение 
 L a b( )λ λ λ≡ + + = .2 0  (30)
Корни написанного приведённого квадратного 
уравнения находятся по формуле 

 λ± = − ± − .
a a b
2 4

2

 (31)

Если дискриминант неотрицателен, то имеет 
место вещественный случай, т.е. оба корня 

Частотные признаки существования, единственности и устойчивости ограниченных решений...
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вещественны; если дискриминант отрицателен, 
то имеет место комплексный случай, т.е. оба 
корня комплексные (они комплексно сопряже-
ны). В комплексном случае мы пишем 
λ α β± = ± i ,  г д е  α = − /a 2  и 
β = − / >/( ) .b a2 1 24 0

Условие нерезонансности (3) в данном слу-
чае принимает вид 

 
если то

если то любое

0 0
0

0 —

b a
b

b a

> , ≠ ,
≠ ;

< , .
 (32)

Отметим, что квадратный многочлен является 
гурвицевым, если 
 a b> , > ,0 0  (33)
т.е. точка с координатами a  и b  лежит в пер-
вом квадранте. 

Излагаемые в дальнейшем результаты са-
мым существенным образом основаны на при-
водимых ниже таблицах интегральных и час-
тотных постоянных (æ -таблица и σ -табли-
ца). 

ТАБЛИЦА ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
ПОСТОЯННЫХ (æ -ТАБЛИЦА)

вещественный случай

комплексный случай
0

2 2

1

æ
1

cth
2

λ λ

π α
α β β

+ −

⎧⎪⎪ ,⎪| |⎪⎪⎪= ⎨ ⎛ ⎞⎪ ⎟⎪ ⎜ ⎟ .⎜⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜+ ⎝ ⎠⎪⎪⎩

 (34)

вещественный

случай

комплексный

случай

1

arctg

2 2

2

2

æ 2

1
2

e

e cth

λ λ
λ λ λ λ

βα
αβ

λ λ

λ λ

λ

π α
α β β

| | | |+ −
| |−| | | |−| |− + + −

+ −

+ −

−| | | |

⎧⎪⎪ ,⎪⎪⎪⎪ / −⎪⎪ ,⎪⎪= ⎨ / ,⎪⎪⎪⎪ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎟⎜ ⎟⎜⎪ ⎟⎟⎜ + ⎜⎪ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎪ ⎟ .⎜ ⎟⎜+ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪⎪⎩

 (35)

вещ случай

2

2

2

2

1
2 1

æ
2

2(1 )

a

a

e

λ
λ λ λ λ

λ
λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ λ

−
− −− + − +

+−− + −− +

−

+ +
−

+ − − −

−

⎧ ⎛ ⎞⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪⎟⎪ ⎜ ⎪ ⎪⎟⎪ ⎜ ⎪ ⎪⎟⎜⎪ − − ,⎨ ⎬⎟⎜⎪ ⎟⎪ ⎪⎜ −⎪ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭= ⎨⎪ ,⎪⎪⎪⎪⎪ + . .⎪⎪⎩

 (36)

В (35) в вещественном случае сначала при-
ведена формула для различных характеристи-
ческих чисел одного знака ( ),λ λ+ − > 0  потом 
для характеристических чисел разных знаков 
( ),λ λ+ − < 0  а затем для кратного характерис-
тического числа ( ).λ λ λ+ −= ≡

Интегральные постоянные (34) и (35) при-
ведены в [12]. Интегральная постоянная (36) 

нам ранее не встречались.
ТАБЛИЦА ЧАСТОТНЫХ ПОСТОЯННЫХ 

(σ -ТАБЛИЦА)

 

если

если
2

2

0 2

4

1
2

1
2a

ab
b

ab
a b

σ

⎧⎪⎪ , ≤ ,⎪⎪ | |⎪⎪= ⎨⎪⎪ , > .⎪⎪ −⎪⎪⎩

 (37)

 

если

если
1

2

1
0

1
0

4

b
a

b
b a

σ

⎧⎪⎪ , > ,⎪ | |⎪⎪= ⎨⎪⎪ , < .⎪⎪ +⎪⎩

 (38)

 
если

если
2

2

22

4

1
2

2a

ab

b ab
a b

σ

⎧⎪⎪ , ≤ ,⎪⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪ , > .⎪⎪ −⎪⎪⎩

 (39)

Формула (37) содержится в статье К. О. Фрид-
рихса [7, с. 233]. Частотные постоянные (38) и 
(39) нам ранее не встречались. 

Сравнение формул (37) и (37) приводит к 
неожиданному наблюдению 
 σ σ2 0= ,b  (40)
доказательство которого в общем случае, т.е. 
для нерезонансного многочлена n -й степени в 
виде σ σn na a= /( )0 0  пока получить не удаёт-
ся. 

Линейное дифференциальное уравне-
ние второго порядка. Объектом нашего 
исследования будет уравнение [6, с. 132] 
 �� �x ax q vt x+ + + = ,( cos )1 0  (41)
где a > 0,  q > 0  и v  — любое. Это уравнение 
изучалось в связи с теорией электрических 
машин с параметрическим возбуждением. К 
уравнениям такого вида приводит ряд задач 
по динамической устойчивости упругих систем 
с учётом трения, пропорционального скорости. 
В этом случае неравенство Айзермана [6, с. 131, 
(4.60)] даёт следующее условие неограниченной 
устойчивости 

 a q q2 1
2

1 1 2> + − +( ). (42)

Применим к этой задаче разработанную 
нами σ -теорию. Запишем уравнение (41) в 
виде 
 �� �x ax x q vtx+ + = − .cos
Мы видим, что a a= > 0,  b = >1 0  и l q0 = .  
Условие (42) говорит о том, что коэффициент 
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трения a  должен быть достаточно велик при 
заданном q.  Согласно σ -таблице (формула 
(37)) условие абсолютной устойчивости урав-
нения (41) принимает вид по теореме 3 (здесь 
основное частотное условие имеет вид 
q lσ σ≡ <0 0 1) :

 
если

если
2

2

2

4

1 1
2

1
1 1

21 a

aq

aq
a

< , ≤ ,

< , > .
−

 (43)

Во втором случае условие (43) можно привести 
к виду 

 ( ) если2 2 22 1 1 2a q a> − − , < .  (44)

Оно, грубо говоря, в четыре раза хуже условия 
(42), но оно годится и для уравнения 
 �� �x ax q t x+ + + =( ( ))1 0ϕ  (45)
с произвольной непрерывной ограниченной 
функции ϕ( ),t  для которой ϕ( )t ≤ 1  при всех 
t.  (Критерий Айзермана (42) учитывает не 
только то, что функция ϕ( ) cost vt≡  ограни-
ченная, ϕ( ) ,t ≤ 1  но и то, что она периодичес-
кая с нулевым средним значением).

Нелинейное дифференциальное урав-
нение второго порядка. В качестве примера 
рассмотрим уравнение Рэлея [1, с. 180—183] 
 �� �x F x g x E t+ + = ,( ) ( ) ( )  (46)
где F v( )  — непрерывно дифференцируемая 
функция и пусть f v F v( ) ( );= ′  g x( ) — функция, 
удовлетворяющая условию Липшица и E t( )  
— непрерывная ограниченная функция. Пред-
положим, что при некотором D,  0 1< <D ,  
выполнены условия 
 f v D v g x x x( ) ( ) ( ) ( )= + , = + ,2 ϕ ψ  (47)
причём 
 ϕ ψ ψ( ) ( ) ( )v c x y c x y≤ , − ≤ − ,1 2  (48)
где c1  и c2  — некоторые неотрицательные 
постоянные. Проверим, что если выполнено 
основное условие 
 c c c D D1 2

2 1 22 1+ = < − ,/( )  (49)
то уравнение (46) имеет единственное огра-
ниченное решение и к нему все остальные 
решения экспоненциально приближаются при 
t → +∞,  т.е. это ограниченное решение абсо-
лютно устойчиво. 

Запишем уравнение (46) согласно (47) в 
виде 
 �� � �x Dx x x x E t+ + = − + + ,2 ψ( ) ( ) ( )Ξ  (50)

где 
 Ξ( ) ( )v Dv F v= − .2  (51)

В данном случае a D= >2 0,  b = >1 0,  т.е. 
характеристический многочлен линейной части 
уравнения (50) является гурвицевым. 

Выпишем согласно σ -таблице частотные 
постоянные 

 
если

если

2

0 2

2

1 1 2

1
1 2

2 1

D

D
D D

σ

⎧ , ≤ ,⎪⎪⎪⎪= ⎨⎪ , > .⎪⎪ −⎪⎩

 (52)

 σ1
1

2
= .

D
 (53)

Найдём соответствующие липшицевы пос-
тоянные. Согласно (47), (48) и (51) имеем 
 ψ ψ( ) ( )x y c x y l c− ≤ − , ≡ .2 0 2  (54)

Так как 
   то1 1 1( ) 2 ( ) ( )v D f v v c l cϕ′Ξ = − = ≤ , ≡ .  (55)

В силу теорем 1, 2 и 3 справедливы все 
высказанные выше утверждения относительно 
уравнения (50), если выполнено основное час-
тотное условие (20), которое в данном случае 
принимает вид
 q l l c cσ σ σ σ σ≡ + = + < .0 0 1 1 0 2 1 1 1  (56)

Проанализируем это требование. В случае 
большого коэффициента трения оно принима-
ет вид 

 1
1

2
1 1 22 1

2⋅ + < , ≤( ).c
D

c D  (57)

Так как D ≥ / > /1 2 1 2,  то 

 
c
D

c c c1
2 1 22

1+ < + <

в силу (49) и основное условие (57) выполнено. 
Отметим, что 2 1 12 1 2D D( ) ,− </  за исключени-
ем случая D2 1 2= / ,  когда имеет место знак 
равенства. 

В случае малого коэффициента трения 
частотное условие (56) принимает вид 

 
1

2 1

1
2

1 1 2
2 2 1

2

D D
c

D
c D

−
+ < , >( ).  (58)

В силу условия (49) имеем 

 
1

2 1

1
2

1
2 12 2 1 1

2
2D D

c
D

c
D

c c
D−

+ = +
−

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

<

 <
−

+ <( )1
2

1

1
1

2 1 2D D
c c

и условие (58) также выполнено. 

Частотные признаки существования, единственности и устойчивости ограниченных решений...
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Полученное нами условие (49) несколько 
улучшает условие М. Зламана, которое имеет 
вид 

 c c c D D1 2
2 1 2

1+ = < −( ) .
/

 (59)
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