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Аннотация. Рассмотрен алгоритм оценки дисперсии случайной компоненты и амплитуды 
регулярной компоненты узкополосного радиосигнала с неизвестной начальной фазой. Пред-
полагается, что амплитуда и фаза случайной компоненты сигнала имеют соответственно 
релеевское и равномерное распределения вероятностей, а время корреляции этой компоненты 
много меньше длительности сигнала. Найдены аналитические выражения для смещений и 
рассеяний этих оценок, выполнен анализ точности оценок.
Ключевые слова: случайная компонента, дисперсия, регулярная компонента, амплитуда, 
некогерентный прием, оценка максимального правдоподобия, квазиоптимальная оценка, 
смещение оценки, рассеяние оценки.

Abstract. The estimations of variance of random component and amplitude of regular component 
of narrow-band radio signal with unknown initial phase is considered. It is supposed, that the 
amplitude and a phase of random component have accordingly Relay and uniform distributions of 
probabilities, and time of correlation of this component is more less than duration of a signal. 
Analytical expressions for bias and dispersion of this estimations are found. The analysis of estima-
tions accuracy is executed.
Key words: random component, variance, regular component, amplitude, uncoherent reception, 
maximum likelihood estimation, quasi-optimal estimation, bias of estimation, dispersion of estima-
tion.

ВВЕДЕНИЕ
В ряде радиофизических систем передачи 

и получения информации полезный сигнал в 
точке приема является суммой регулярной 
(детерминированной) и случайной компонент 
[1, 2 и др.]. Случайная компонента сигнала 
представляет собой случайный процесс и воз-
никает при распространении сигнала через 
турбулентную физическую среду, вследствие 
рассеяния радиоволн на неоднородностях сре-
ды распространения, при отражении волн от 
этих неоднородностей или от физических тел 
со статистически неоднородной поверхностью. 
При этом случайную компоненту можно рас-
сматривать как результат случайных измене-
ний амплитуды и фазы сигнала во времени, 
т.е. как результат стохастической амплитудной 
и фазовой модуляции сигнала. Радиосигнал, 
содержащий как регулярную, так и случайную 
компоненты, будем называть двухкомпонент-
ным радиосигналом.
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Двухкомпонентный сигнал является адек-
ватной моделью сигналов в системах телеком-
муникаций, использующих радиоканалы с 
отражением от ионосферы, с ионосферным или 
тропосферным рассеянием [3, 4], каналы мете-
орной радиосвязи [3, 4], каналы подвижной 
радиосвязи с прямой волной при наличии мно-
голучевости [5], гидроакустические каналы на 
протяженных трассах и др . Наличие случай-
ной компоненты здесь можно интерпретиро-
вать как результат замираний сигнала в кана-
ле передачи. Модель двухкомпонентного сиг-
нала также может быть использована для 
описания отраженных эхо-сигналов в радио и 
гидроакустических системах дистанционного 
зондирования физических сред и объектов [6, 
7 и др.]. Здесь наличие случайной компоненты 
обычно обусловлено отражением зондирующе-
го сигнала от неоднородной земной или морс-
кой поверхности, от объемных неоднороднос-
тей среды распространения сигнала, от статис-
тически шероховатой поверхности зондируе-
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мого объекта, от окружающих объект предме-
тов и др.

На практике случайная компонента сиг-
нала часто образуется в результате сложения 
большого числа независимых случайных ко-
лебаний, причем вклад каждого слагаемого в 
сумму имеет приблизительно одинаковый 
порядок малости [5—7, 9 и др.]. Тогда, в силу 
действия центральной предельной теоремы 
[8], случайная компонента сигнала описыва-
ется моделью гауссовского случайного про-
цесса [8, 10, 11]. При этом амплитуда и фаза 
случайной компоненты сигнала (при условии 
её узкополосности) имеют соответственно 
релеевское и равномерное распределения ве-
роятностей [9—11]. Это соответствует модели 
обобщенного радиоканала [2, 9], широко ис-
пользуемой при описании систем телекомму-
никаций в условиях замираний информаци-
онных сигналов.

Наличие случайной компоненты принима-
емых сигналов приводит к снижению помехо-
устойчивости радиофизических систем и до-
стоверности получаемой информации. Так 
вероятность ошибки при приеме цифровых 
сообщений в системах телекоммуникаций воз-
растает с увеличением дисперсии случайной 
компоненты сигнала и с уменьшением ампли-
туды его регулярной компоненты [2, 9]. При 
этом отношение дисперсии случайной компо-
ненты к квадрату амплитуды регулярной ком-
поненты сигнала можно рассматривать как 
меру глубины замираний сигнала в каналах 
телекоммуникаций. Оценка глубины замираний 
сигналов в каналах телекоммуникаций являет-
ся важной практической задачей. При этом на 
вход канала достаточно подавать гармоничес-
кий сигнал без модуляции [2], так что регуляр-
ная компонента выходного сигнала канала 
также будет являться немодулированным гар-
моническим сигналом.

С другой стороны, случайная компонента 
сигнала в радиофизических системах дистан-
ционного зондирования может нести полезную 
информацию о статистических характеристи-
ках зондируемой среды или объекта. Напри-
мер, отношение дисперсии случайной компо-
ненты и амплитуды регулярной компоненты 
отраженного эхо-сигнала зависит от степени 
неоднородности (шероховатости) поверхности 
зондируемого объекта. В этом случае оценка 
дисперсии (средней мощности) случайной ком-

поненты принимаемого сигнала в различных 
диапазонах частот, совместно с амплитудой 
регулярной компоненты, может оказаться 
полезной при изучении свойств зондируемых 
объектов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Модель сигнала. В качестве двухкомпо-

нентного радиосигнала будем рассматривать 
сигнал
 s t s t t( ) ( ) ( )= +0 ξ , t T∈ [ ; ]0 , (1)
где [0; T] — интервал наблюдения (обработки) 
сигнала, 
 s t a t0 0 0( ) cos( )= +ν ϕ0  (2)
— регулярная гармоническая компонента сиг-
нала с амплитудой a0 ≥ 0 , а также с частотой 
ν0  и с начальной фазой ϕ π π0 ∈ −[ ; ], а 
 ξ ν φ( ) ( )cos[ ( )]t a t t t= +C C C  (3)
— случайная компонента сигнала c централь-
ной частотой νC  и со случайно меняющимися 
амплитудой a tC( ) ≥ 0  и фазой φ π πC( ) [ ; ]t ∈ − . 
Считаем, что случайные процессы a tC( ) и φC( )t , 
задающие законы изменения амплитуды и 
фазы случайной компоненты (3), являются 
стационарными (по крайней мере в пределах 
интервала наблюдения [0; T]) и имеют соответс-
твенно релеевское и равномерное распределения 
вероятностей [9—11]. При этом случайная ком-
понента (3) является стационарным гауссовс-
ким случайным процессом [10, 11].

Отметим, что частоты νC  и ν0  случайной 
и регулярной компонент сигнала могут отли-
чаться друг от друга. На практике это обус-
ловлено особенностями формирования или 
распространения регулярной и случайной 
компонент сигнала. Например, в каналах на-
земной радиосвязи, где случайная компонен-
та сигнала возникает вследствие отражения 
или рассеяния радиоволн от неоднородностей 
атмосферы, сдвиг частоты νC  относительно 
ν0  возникает в соответствии с эффектом До-
плера из-за движения этих неоднороднос-
тей. 

Считаем, что двухкомпонентный сигнал (1) 
являются узкополосным. Это значит, что дли-
тельность интервала наблюдения T много 
больше периода T0 = 2π ν/ 0  несущей регуляр-
ной компоненты (2), а время корреляции 
τ πC C= 2 /Ω  случайной компоненты (3) много 
больше её среднего периода TC C= 2π ν/ , т.е.
T T T/ /0 0 2 1= ν π � , τ νC C C C/ /T = Ω � 1 . (4)

А. В. Захаров 
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Здесь ΩC  — ширина полосы частот случайной 
компоненты сигнала, определяемая одним из 
общепринятых способов [10, 11 и др.]. Второе 
из условий (4) означает, что амплитуда a tC( ) 
и фаза φC( )t  случайной компоненты (3) мало 
меняются за время TC C= 2π ν/ .

Длительность T интервала наблюдения 
(обработки) при измерении статистических 
характеристик случайных процессов обычно 
выбирают значительно большим, чем время 
корреляции этих процессов [12, 13]. Это обес-
печивает высокую точность измерения указан-
ных характеристик. Поэтому далее считаем, 
что длительность интервала наблюдения (дли-
тельность сигнала) T значительно больше 
времени корреляции τ πC C= 2 /Ω  случайной 
компоненты (3), т.е.
 μ τ πC C C= =T T/ /Ω 2 1� . (5)

При этом из (4), (5) также следует, что 
T T T/ /C C= ν π2 1� . Условие (5) означает, 
что амплитуда a tC( ) и фаза φC( )t  случайной 
компоненты (3) сигнала (1) многократно изме-
няются за время наблюдения T . Это условие 
можно интерпретировать как условие быстро-
ты изменений случайной компоненты (3).

При равномерной плотности вероятности 
фазы φC( )t  математическое ожидание (МО) 
случайной компоненты ξ( )t  равно нулю [10]. 
Поэтому случайная компонента (3) является 
центрированным случайным процессом. Тогда 
для полного статистического описания случай-
ной компоненты (3), как стационарного гаус-
совского случайного процесса, достаточно за-
дать её корреляционную функцию B tC( )  или 
спектральную плотность GC( )ω  [8, 10, 11].

Спектральную плотность GC( )ω  случай-
ной компоненты ξ( )t  (3) удобно представить в 
виде

 G g gC
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где γ ωC C= 2max ( )G  — интенсивность случай-
ной компоненты, νC  — центральная частота 
спектральной плотности (6),

 ΩC C C=
∞

∫ G d G( ) /max ( )ω ω ω
0

— эквивалентная ширина полосы частот спек-
тральной плотности, а функция g(x) задает 
форму спектральной плотности (6) и нормиро-
вана так, что  

 max ( )g x = 1 , g x dx( )
−∞

∞

∫ = 1 .

Эквивалентную ширину полосы частот ΩC  
можно интерпретировать как ширину равно-
мерной (в данной полосе) спектральной плот-
ности некоторого эквивалентного процесса, 
имеющего туже интенсивность γC  и среднюю 
мощность (дисперсию) DC, что и рассматрива-
емый процесс ξ( )t . Первое слагаемое в (6) за-
дает спектральную плотность GC( )ω  в области 
положительных частот ω > 0 , а второе — в 
области отрицательных частот ω < 0 . 

Используя представление (6) спектральной 
плотности GC( )ω , можно записать дисперсию 
случайной компоненты сигнала в виде

 D G dC C
C C= =

−∞

∞

∫
1
2 2π

ω ω
γ

π
( )

Ω
. (7)

Модель помехи и наблюдаемых дан-
ных. Пусть сигнал (1) наблюдается на фоне 
аддитивного гауссовского белого шума n(t) с 
односторонней спектральной плотностью N0 
[10, 11], причем сигнал s(t) (1) и шум n(t) ста-
тистически независимы. Как известно, белый 
шум является адекватной моделью широкопо-
лосных флуктуационных шумов, в том числе 
внутренних тепловых шумов, неизбежно при-
сутствующих в реальных радиоприемных уст-
ройствах [10]. Таким образом, считаем, что 
наблюдению и обработке на интервале времени 
[0; T] доступна реализация наблюдаемых дан-
ных
 x t s t n t( ) ( ) ( )= + , t T∈ [ ; ]0 , (8) 
представляющая собой сумму двухкомпонент-
ного сигнала (1) и шума n(t).

Задача оценки параметров сигнала. На 
основе обработки наблюдаемых данных x t( ) 
(8), а также с учетом имеющейся априорной 
информации о свойствах сигнала и шума, не-
обходимо совместно оценить (измерить) дис-
персию DС случайной компоненты (3) и ампли-
туду а0 регулярной компоненты (2) сигнала (1). 
При этом начальная фаза ϕ0  регулярной ком-
поненты сигнала априори неизвестна и прини-
мает значения из интервала ϕ π π0 ∈ −[ ; ], что 
соответствует случаю некогерентного приема. 

Задача оценки дисперсии стационарного 
случайного процесса рассматривается в ряде 
работ [12, 13 и др.] и в настоящее время стала 
уже классической. При этом обычно предпола-
гается, что наблюдению и обработке непосредс-
твенно доступна сама реализация анализируе-
мого случайного процесса ξ( )t , а обработка 
производится в неограниченной полосе частот ω. 

Совместная оценка дисперсии случайной компоненты и амплитуды регулярной компоненты...
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Однако, в радиофизических системах анализи-
руемый случайный процесс всегда наблюдает-
ся на фоне аддитивного шума, примером кото-
рого являются внутренние флуктуационные 
шумы радиоэлектронных приборов. Кроме 
того, любая радиофизическая система способ-
на обрабатывать сигналы лишь в ограниченной 
полосе частот ω. Задача оценки дисперсии 
стационарного гауссовского случайного про-
цесса ξ( )t  при выполнении этих условий рас-
смотрена в [14]. Однако, результаты [14] непри-
менимы для случая двухкомпонентного сигна-
ла (1), когда кроме случайной компоненты ξ( )t  
(3) имеется еще и гармоническая регулярная 
компонента s0(t) (2). Как будет показано далее, 
наличие регулярной компоненты (2) приводит 
к заметному ухудшению точности оценки дис-
персии [14], не учитывающей наличие регуляр-
ной компоненты сигнала. Повысить точность 
оценки дисперсии DС случайной компоненты 
сигнала позволяет оценивание амплитуды а0 
регулярной компоненты и использование этой 
оценки при формировании окончательной оцен-
ки дисперсии DС. Это эквивалентно процедуре 
совместного оценивания дисперсии DС и амп-
литуды а0 принимаемого сигнала. Алгоритм 
совместной оценки этих параметров рассмотрен 
далее.

Отметим также, что задача оценки ампли-
туды а0 гармонического радиосигнала (2) с 
неизвестной начальной фазой ϕ0  на фоне ад-
дитивного шума n(t) подробно рассмотрена в 
учебной и научной литературе (см., например, 
[1, 15]). Далее рассмотрена совместная оценка 
амплитуды а0 и дисперсии DС

 , причем случай-
ная компонента (3) сигнала (1) при оценке 
амплитуды а0 регулярной компоненты (2) мо-
жет интерпретироваться как коррелированная 
помеха.

2. СИНТЕЗ АЛГОРИТМОВ ОЦЕНКИ
Оптимальная оценка в общем случае. 

Для синтеза алгоритма совместной оценки 
дисперсии DC  случайной компоненты (3) и 
амплитуды a0  регулярной компоненты (2) при 
неизвестной начальной фазе ϕ0  регулярной 
компоненты сигнала (1), воспользуемся мето-
дом максимального правдоподобия [1, 13, 15]. 
Согласно этому методу, по принимаемой реа-
лизации x t( )  (8) необходимо формировать 
логарифм функционала отношения правдопо-
добия (ФОП) L D a( , , )ϕ , как функцию возмож-

ных значений D, a и ϕ  неизвестных дисперсии 
DС, амплитуды a0  и фазы ϕ0 . Пусть начальная 
фаза ϕ0  принимает значения из априорного 
интервала [ ; ]−π π . Тогда совместные оценки 
максимального правдоподобия (ОМП) Dm и am 
параметров DС и a0 можно определить как ко-
ординаты D и a положения абсолютного мак-
симума функционала L D am( , )  для всех воз-
можных значений D и a соответственно, т.е.
 D L D am

D
m m= arg sup ( , ) ,

 a L D am
a

m m= arg sup ( , ) , 
(9)

где 
 L D a L D am( , ) sup ( , , )

[ ; ]
=

∈ −ϕ π π
ϕ  (10) 

— результат условной максимизации логариф-
ма ФОП L D a( , , )ϕ  по переменной ϕ  на интер-
вале [ ; ]−π π  для каждого фиксированного 
значения D и a.

Выражение для логарифма ФОП L при 
приеме двухкомпонентного сигнала (1) на фоне 
гауссовского белого шума n(t) получено в [16] 
при выполнении условия (5) быстроты измене-
ний случайной компоненты (3), и условий (4) 
узкополосности сигнала (1) в целом. Согласно 
[16],

 

L D a D
N D
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∫ −
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 (11)
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−∞

∞

∫μ
  

где 

 g G
G

g
C

0
0 0= =

−⎛

⎝
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⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

C C

C

( )
max ( )

ν
ω

ν ν
Ω

 (12)

— нормированная спектральная плотность 
случайной компоненты сигнала на частоте 
регулярной компоненты ω ν= 0 , D NNC = 0 2ΩC / π  
— дисперсия аддитивного белого шума n(t) в 
полосе частот шириной ΩC  , а 

 y t D x u h t u D du( , ) ( ) ( , )= −
−∞

∞

∫
— выходной сигнал линейного фильтра с им-
пульсной характеристикой (ИХ) h(t, D), на вход 
которого поступают наблюдаемые данные x(t) 

А. В. Захаров 
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(8), причем передаточная функция (ПФ) 
H D( , )ω  этого фильтра удовлетворяет условию 
[16]

 
H D H H

H x g

( , ) ,

( )
(

ω
ν ω ν ω2

0 0

0

=
−⎛

⎝
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xx
qg x

q D
DNC

)
( )

, .
1 +

=

 (13)

Подставляя в (10) выражение (11) для ло-
гарифма ФОП L D a( , , )ϕ  и выполняя макси-
мизацию по ϕ  на интервале [ ; ]−π π , находим
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где 
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T

x t t dt

J x t
T

x t t dt

T

T

C 0

S 0

[ ( )] ( )cos( ) ,
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=
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∫
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 (15)

Совместные ОМП Dm и am (9), как коорди-
наты положения абсолютного максимума фун-
кционала L D am( , )  по переменным D и a, мож-
но искать из решения системы уравнений и 
неравенств (системы правдоподобия)
∂

∂
=

∂
∂

<= =

L D a
D

L D a
D

m m
D D

m m
D Dm m

( , )
,

( , )
,0 0

2

2  (16)
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m m
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( , )
,

( , )
.0 0

2

2

Подставляя сюда (14) и решая систему от-
носительно a, получаем выражение ОМП am 
амплитуды a0 в явном виде

 a J x t J x tm = +C S
2 2[ ( )] [ ( )] , (17)

где JС[x(t)] и JS[x(t)] определяются из (15). Ал-
горитм (17) совпадает с известным алгоритмом 
ОМП амплитуды a0 гармонического сигнала 
(2) c неизвестной начальной фазой ϕ0  при 
отсутствии случайной компоненты (3) (т.е. при 
γC = 0 ) [1, 15 и др.]. Однако, характеристики 
ОМП am (17) при наличии случайной компо-
ненты (3) будут отличаться от приведенных в 
[1, 15].

Отметим, что ОМП Dm (9) дисперсии DC при 
произвольной форме спектральной плотности 
(6) в явном виде представить не удается [14]. 

Это объясняется невозможностью аналити-
ческого решения системы (16) относительно 
переменной D, из-за сложной зависимости фун-
кционала Lm(D, a) (14) (в частности, передаточ-
ной функции H(ω, D)) от этой переменной. В 
общем случае оценку Dm (9) можно представить 
лишь в неявном виде, как координату D поло-
жения абсолютного максимума функционала 
L D L a Dma m m( ) ( , )= , т.е.
 D L Dm

D
ma= arg sup ( ) . (18)

Используя выражение (17) для ОМП am, из (14) 
получаем

L D D
N D

y t D dt
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−∞

∞

∫
 (19)

При аппаратурной реализации алгоритма 
ОМП (18) функционал Lma(D) (19), как функ-
цию непрерывной переменной D, можно сфор-
мировать лишь приближенно, в виде дискрет-
ных отсчетов Li = Lma(Di) для множества 
дискретных значений D ii = Δ , i = 1,2,3,… . 
Это приводит к сложной многоканальной 
структуре устройства оценки. Каждый i-й 
канал такого устройства формирует на выхо-
де отсчет Li решающей статистики (19) для 
своего фиксированного значения Di из апри-
орного интервала возможных значений дис-
персии DС. Далее выбирается канал k с на-
ибольшим выходным сигналом Li , а в качест-
ве ОМП Dm (18) принимается значение 
D kk = Δ , соответствующее этому каналу. Для 
точного воспроизведения непрерывной функ-
ции Lma(D) (19) с помощью дискретных отсче-
тов Li нужно выбирать малое Δ  и, следова-
тельно, большое количество каналов. Это 
значительно усложняет аппаратурную реали-
зацию алгоритма оценки (18). 

Случай прямоугольной спектральной 
плотности. Выражение для оценки Dm (18) 
дисперсии DС можно найти в явном виде для 
случая прямоугольной спектральной плотнос-
ти 
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2 Ω Ω
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⎭⎪⎪
,  (20)

где I(x) = 1 при |x| ≤ 1/2 и I(x) = 0 при |x| > 1/2 
— прямоугольная функция, а ΩA  — ширина 
спектральной плотности (20), которая в общем 
случае может отличаться от ΩC  в (6). Отметим, 

Совместная оценка дисперсии случайной компоненты и амплитуды регулярной компоненты...
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что выражение (20) получается из (6) при 
g(x) = I(x) и замене ΩC  на ΩA . Спектральная 
плотность (20) постоянна и равна γC /2  в пре-
делах частотных интервалов [ / ;νC A− Ω 2
νC A+ Ω / ]2  п р и  ω > 0  и  [−νC −ΩA / ;2  
− +νC AΩ / ]2  при ω < 0 , а за пределами этих 
интервалов GC( )ω = 0 . При выполнении (20) 
выражение (19) для функционала Lmа(D) при-
нимает вид
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 (21)

где D NNA = 0 2ΩA / π  — дисперсия шума n(t) в 
полосе частот с шириной ΩA

 ,
при

при
C 0 A

C 0
0

C 0 AA

1, | | /2;

0, | | /2;
I

ν νν ν
δ

ν ν
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 (22)

μ πA A=TΩ /2 , причем аналогично (5) имеем 
μA � 1 , а

 y t x u h t u duA A( ) ( ) ( )= −
−∞

∞

∫  (23)

— результат прохождения наблюдаемых дан-
ных x t( ) (8) через полосовой линейный фильтр 
с импульсной характеристикой (ИХ) hA(t), 
причем передаточная функция (ПФ) HA( )ω  
этого фильтра удовлетворяет условию

 H I IA
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 (24)

Отметим, что ИХ hA(t) и ПФ HA( )ω  (24) уже 
не зависят от дисперсии D.

Оценку Dm = DmA (18) в случае прямоуголь-
ной спектральной плотности (20) можно найти 
из решения системы правдоподобия
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где функционал Lmа(D) определяется из (21) - 
(24). Подставляя сюда (21) и решая получив-
шуюся систему, находим ОМП DmA дисперсии 
DС в явном виде

 D
T

y t dt a Dm

T

m NA A A= − −∫
1

2
2

0

0 2( ) ,
δ

 (25)

где yA(t) определяется из (23) с учетом (24), δ0
 

— из (22), а ОМП am — из (17). Отметим, что 
алгоритм оценки DmA (25) может быть реали-
зован с помощью достаточно простого однока-

нального устройства, аппаратурная реализация 
которого, аналогично [14], не вызывает затруд-
нений. 

Квазиоптимальная оценка дисперсии. 
Следуя подходу [14], будем использовать ал-
горитм оценки (25) и в общем случае, когда 
спектральная плотность GC( )ω  случайной 
компоненты (2) принимаемого сигнала (1) 
является произвольной и определяется из (6). 
Поскольку алгоритм оценки (25) синтезирован 
для случая прямоугольной спектральной плот-
ности (20), то в общем случае оценка DmA (25) 
будет уже неоптимальной. Величину ΩА, оп-
ределяющую ширину частотного интервала 
обработки при вычислении дисперсии DC, бу-
дем выбирать так, чтобы точность оценки DmA 
(25) была максимальной. В частности, подби-
рая полосу ΩA , будем минимизировать рассе-
яние оценки (25), характеризующее средний 
квадрат ошибки оценки. При этом оптимальное 
значение Ω Ω ΠA AO T= , минимизирующее рас-
сеяние оценки (25), может отличаться от эк-
вивалентной ширины ΩC  спектральной плот-
ности (6) случайной компоненты принимаемо-
го сигнала. Такая процедура выбора частотно-
го интервала обработки сигналов ΩA  называ-
ется согласованием по полосе, а соответствую-
щий алгоритм оценки называют квазиопти-
мальным [10]. 

Отметим, что при | | /Cν νC − >0 2Ω  в ал-
горитме оценки (25) следует положить δ0 0= . 
Тогда оценка DmA (25) переходит в более про-
стую оценку

 D
T

y t dt Dm

T

N0 A A= −∫
1 2

0

( ) .  (26)

Нетрудно убедиться, что алгоритм (26) сов-
падает с алгоритмом [14] оценки дисперсии 
DC  случайной составляющей (3) при отсут-
ствии регулярной составляющей (2), т.е. при 
априори известном значении a0 = 0. Однако 
в случае, когда ν νC A− ≤0 2Ω /  и амплитуда 
a0 регулярной компоненты (2) отлична от 
нуля, использование алгоритма (26) может 
привести к значительному ухудшению точ-
ности оценки дисперсии DC  по сравнению с 
алгоритмом (25).

Рассмотрим далее характеристики квази-
оптимальной оценки DmA (25) дисперсии DС, а 
также сопутствующей ей оценки аm (17) амп-
литуды a0 .

А. В. Захаров 
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4. ХАРАКТЕРИСТИКИ ОЦЕНОК И 
ИХ АНАЛИЗ

Оценка дисперсии. Рассмотрим вначале 
характеристики квазиоптимальной оценки DmА 
(25). Условные математическое ожидание (МО) 
mD и дисперсия σD

2 оценки DmA (25) по определе-
нию равны m DD m= A  и σD m DD m2 2= −( )A , 
где  означает усреднение по реализациям 
наблюдаемых данных x(t) (8) при фиксирован-
ных DС, a0 и ϕ0 . Подставляя сюда выражение 
(25) для оценки DmA и усредняя получившиеся 
выражения для МО и дисперсии по реализаци-
ям наблюдаемых данных x(t) , при выполнении 
(4), (5) находим 
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 (28)

где μC  определяется из (5), g0  и δ0  — из (12) 
и (22) соответственно,
 q D D NNCC C C= =/ /γ 0  (29)
— отношение дисперсии DC C C= γ πΩ /2  слу-
чайной компоненты (3) сигнала (1) к дисперсии 
D NNC C= 0 2Ω / π  шума n(t) в полосе частот 
шириной ΩC , 

 C g x dx C g x dx0

2

2

1
2

2

2

( ) ( ) , ( ) ( ) ,
/
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/

/

κ κ
κ

κ

κ

κ

= =
− −
∫ ∫  (30)

а κ = Ω ΩA C/  — отношение ширины ΩA  час-
тотного интервала обработки при оценивании 
дисперсии к эквивалентной ширине ΩC  спект-
ральной плотности (6) случайной компоненты 
принимаемого сигнала. Отметим, что условные 
МО m DD m=< >A  (27) и дисперсия σD

2  (28) 
оценки (25) не зависят от a0 и ϕ0  и являются 
безусловными по этим параметрам. Тогда ус-
ловные (при фиксированном DC) смещение 
b D DD m= −A C

 (систематическую ошибку) и 
рассеяние V D DD m= −( )A C

2  (средний квадрат 
ошибки) оценки DmA (25) с учетом (27), (28) 
можно рассчитать по формулам
 b m D V bD D D D D= − = +C, .2 2σ  (31)

Характеристики (27), (28), (31) оценки (25) 
не зависят от амплитуды a0 и фазы ϕ0  регу-
лярной компоненты сигнала, но зависят от 
отношения κ = Ω ΩA C/  .

Из (27) следует, что оценка DmА (25) имеет 
некоторое отрицательное смещение (система-
тическую ошибку) bD < 0. При этом величина 
смещения |bD| уменьшается с увеличением от-
ношения κ = Ω ΩA C/ . Поэтому для уменьшения 
смещения оценки (25), необходимо увеличивать 
ширину ΩA  полосы обработки сигнала. Из (27) 
следует, что для уменьшения смещения оценки 
нужно также увеличивать длительность T ин-
тервала обработки сигнала, что эквивалентно 
увеличению отношения μC  (5). В результате, 
оценка DmА (25) является асимптотически 
несмещенной при ΩA → ∞  (κ → ∞ ) и при 
T → ∞ ( μC → ∞ ).

Дисперсия σD
2  (28), характеризующая слу-

чайную ошибку оценки (25), также уменьша-
ется с увеличением длительности T интервала 
обработки сигнала (с ростом отношения μC ). 
Однако, в отличие от смещения bD, дисперсия 
σD

2  оценки (25) возрастает с увеличением от-
ношения κ = Ω ΩA C/ . Это значит, что для 
уменьшения дисперсии σD

2  оценки (25) следует 
уменьшать ширину ΩA  полосы обработки сиг-
нала. Однако при этом будет возрастать вели-
чина смещения bD , характеризующая систе-
матическую ошибку оценки. 

Это иллюстрирует рис. 1, где показаны 
зависимости нормированного квадрата смеще-
ния b DD

2 2/ C  и нормированной дисперсии σD D2 2/ C
 

оценки (25) от отношения κ = Ω ΩA C/ , рассчи-
танные по формулам (27), (28) при μC = 200 , 
qC = 1, g0 = 1, δ0 = 1 и при различной форме 
спектральной плотности (6) случайной компо-
ненты принимаемого сигнала. Сплошные линии 

Рис. 1. Квадрат смещения и дисперсия оценки 
дисперсии случайной компоненты сигнала

Совместная оценка дисперсии случайной компоненты и амплитуды регулярной компоненты...



22 ВЕСТНИК ВГУ. СЕРИЯ: ФИЗИКА. МАТЕМАТИКА. 2011. № 2

на рис. 1 соответствуют прямоугольной форме 
g(x) = I(x), штриховые линии — гауссовской 
форме g(x) = exp( )−πx 2 , а штрих-пунктирные 
линии — лоренцевской форме g x x( ) /[ ( ) ]= +1 1 2π  
спектральной плотности (6).

На практике ширину полосы ΩA  следует 
выбирать из условия компромисса между про-
тивоположными требованиями малости вели-
чины смещения bD  и малости дисперсии σD

2  

оценки (25). Ширину полосы ΩA  целесообраз-
но выбирать так, чтобы рассеяние оценки 
V bD D D= +2 2σ  (31) было минимальным. 

На рис. 2 показаны зависимости нормиро-
ванного рассеяния VD/DC

2 оценки  (25) от отно-
шения κ = Ω ΩA C/ , рассчитанные по формуле 
(31) при g0 = 1, δ0  = 1, при различных μC , 
qC и разных формах спектральной плотности 
(6). Кривые 1 на рис. 2 соответствуют случаю 
μC = 100 , qC = 1, кривые 2 – μC = 200 , qC = 1, 
а кривые 3 - μC = 200 , qC = 2. При этом сплош-
ные линии на рис.2 соответствуют g(x) = I(x), 
штриховые — g(x) = exp( )−πx 2 , а штрих-пунк-
тирные — g x x( ) /[ ( ) ]= +1 1 2π . Из рис. 2 видно, 
что существует оптимальное значение полосы 
Ω Ω ΠA AO T= , минимизирующее рассеяние VD 
оценки (25). Оптимальное значение Ω ΠAO T  
удовлетворяет условию κO T AO T CΠ ΠΩ Ω= ≥/ 1  и 
зависит от формы g(x) спектральной плотности 
(6) случайной составляющей принимаемого сиг-
нала. Для прямоугольной формы спектральной 
плотности, когда g(x) = I(x), имеем κO TΠ = 1 . 
Для плавно меняющихся спектральных плот-
ностей (6) получаем κO TΠ > 1 . Чем более плав-

но спектральная плотность (6) уменьшается 
до 0, тем больше оптимальные значения κO TΠ  
и Ω ΠAO T .

Из формул (27), (28), (31) и из рис.2 следу-
ет, что относительная погрешность оценки 
дисперсии (25) при фиксированном отношении 
κ = Ω ΩA C/  уменьшается с увеличением пара-
метров μC  (5) и qC (29). Это иллюстрирует 
рис. 3, где показаны зависимости нормирован-
ного рассеяния VD/DC

2 оценки (25) от отноше-
ния qC при фиксированных значениях g0 = 1, 
δ0  = 1, различных значениях μC  и при разных 
формах спектральной плотности (6). Сплошные 
линии на рис.3 соответствуют g(x) = I(x) и κ = 1, 
штриховые — g x x( ) exp( )= −π 2  и κ = 2, а 
штрих-пунктирные — g x x( ) /[ ( ) ]= +1 1 2π  и 
κ = 6. При этом кривые 1 на рис.3 соответ-
ствуют случаю μC = 100 , а кривые 2 — 
μC = 400 . Выбранные здесь фиксированные 
значения κ  близки к оптимальным значениям 
κO TΠ  для данных функций g(x) и для рассмат-
риваемых значений qC и μC . Из рис. 2, 3 также 
видно, что для обеспечения высокой точности 
(малого рассеяния) оценки (25) необходимо 
увеличивать длительность T интервала наблю-
дения и обработки сигнала (1), обеспечивая тем 
самым выполнение условия μC � 1 (5). 

Сравним теперь точность рассмотренной 
выше квазиоптимальной оценки DmА (25) дис-
персии DC с точностью оценки, синтезирован-
ной в [14] без учета регулярной компоненты 
сигнала. Отметим, что алгоритм оценки дис-
персии из [14] совпадает с алгоритмом оценки 

Рис. 2. Рассеяние оценки дисперсии случайной 
компоненты сигнала

Рис. 3. Рассеяние оценки дисперсии случайной 
компоненты сигнала

А. В. Захаров 
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Dm0 (26), полученным выше при условии, что 
ν νC − >0 2ΩΑ / , т.е. δ0  = 0.

Характеристики оценки Dm0 (26) получены 
в [14] только для случая, когда регулярная 
компонента сигнала (1) отсутствует, т.е. a0 = 0. 
Характеристики оценки (26) в общем случае 
(при a0 ≥ 0) можно найти аналогично (27), (28), 
(31). Записывая условные (при фиксированных 
DC и a0) математическое ожидание (МО) 
m DD m0 = 0  и дисперсию σD m DD m0

2
0

2= −( )0  
оценки Dm0 с учетом выражения (26) и выпол-
няя усреднение полученных выражений по 
реализациям наблюдаемых данных x(t), при 
выполнении (4), (5) находим

 m D C z
qD0 0 0

0
2

2
= +

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥C

C C

( ) ,κ δ
μ

 (32)
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μ

κ κ
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μ

D
D
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q C q C

z q g

0
2

2

2
2

1 0

0
0
2

0

2

1

= + +⎡⎣

+ + +
⎤

⎦
⎥
⎥

C

C C
C C

C
C

( ) ( )

( ) ,
 (33)

где 
 z a T N0

2
0
2

0= /  (34)
— отношение энергии регулярной составляю-
щей (2) сигнала (1) к спектральной мощности 
аддитивного шума n(t). Воспользовавшись 
выражениями (32) и (33), нетрудно рассчитать 
условные смещение b D DD m C0 0= −  и рассея-
ние V D DD m C0 0

2= −( )  оценки Dm0 (26) по 
формулам
 b m D V bD D D D D0 0 0 0

2
0

2= − = +C, ,σ  (35)
Рассмотрим выигрыш χ =V VD D0 /  в точ-

ности оценки DmА (25) по сравнению с оценкой 
Dm0 (26), равный отношению рассеяния VD0 (35) 
оценки (26) к рассеянию VD (31) оценки (25). 
Введем в рассмотрение отношение 

 η
μ

= =
z

q
a
D

0
2

0
2

2 C C C

,  (36)

имеющее смысл отношения энергии E a T0 0
2=

огибающей регулярной составляющей прини-
маемого сигнала (1) к средней энергии EC =

 

= DCT случайной составляющей этого сигнала. 
На рис. 4 показаны зависимости выигрыша χ  
от отношения η  (36) для гауссовской формы 
g(x) = exp( )−πx 2  спектральной плотности (6) 
при κ  = 2, g0 = 1, δ0  = 1 и при различных 
значениях μ  и qC. Кривая 1 на рис. 4 соответ-
ствует μC = 400 , qC = 2, кривая 2 — μC = 400 , 
qC = 1, кривая 3 — μC = 100 , qC = 2, а кривая 4 

— μC = 100 , qC = 1. Из рис. 4 видно, что вы-
игрыш в точности оценки (25) при наличии 
регулярной составляющей сигнала (1) возрас-
тает с увеличением отношения η  (36) и может 
достигать значительных величин. Поэтому 
использование предложенного выше алгоритма 
(25) является предпочтительным для оценки 
дисперсии DC случайной компоненты (3), если 
принимаемый сигнал (1) содержит ещё и регу-
лярную компоненту (2).

Оценка амплитуды. Запишем теперь 
характеристики оценки am (17) амплитуды a0 
регулярной компоненты (2) сигнала (1). Оцен-
ка am (17) входит в квазиоптимальный алго-
ритм (25) оценки дисперсии DС, а также в оп-
тимальный алгоритм (18) оценки дисперсии.

Рассмотрим вначале статистические ха-
рактеристики функционалов JС и JS (15). 
Учтем, что случайный процесс x(t) (8) явля-
ется гауссовским. Тогда функционалы JС и 
JS (15) являются гауссовскими случайными 
величинами, для описания которых достаточ-
но определить их МО m JC C= , m JS S= , 
дисперсии σC C C

2 2= −( )J m , σS S S
2 2= −( )J m  

и коэффициент взаимной корреляции 
R J m J mCS C C S S= − −( )( )  [8, 10, 11]. Под-
ставляя сюда выражения (15) вместо фун-
кционалов JС, JS и выполняя усреднение по 
реализациям x(t), при выполнении условий 
(4), (5) получаем 
 m a m aC S= = −0 0 0 0cos( ), sin( ),ϕ ϕ  (37)

 
m m m a

D D gNC

= + = = =

= +

C S C S

C C

2 2
0

2 2 2

2
0

, ,

( )/ ,

σ σ σ

σ μ
 (38)

Рис. 4. Выигрыш в точности оценки дисперсии 
случайной компоненты сигнала
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Выражения (37) получены в пренебрежении 
слагаемыми, имеющими порядок a T0 0/ν . При 
выполнении (4) имеем ν0 1T � , поэтому 
a T a0 0 0/ν � .

При выполнении (4), (5) получаем, что 
RCS � σ2 . Поэтому случайные величины JС и 
JS (15) при выполнении (4), (5) можно считать 
некоррелированными. Из некоррелированности 
случайных величин JС и JS, в силу их гауссо-
вости, следует статистическая независимость 
величин JС и JS [8, 10, 11].

Запишем теперь характеристики ОМП am  
(17). Учтем, что ОМП (17) можно интерпрети-
ровать как модуль случайного вектора ϑ, нача-
ло которого расположено в начале декартовой 
системы координат XOY, а проекции которого 
на оси OX и OY равны JС и JS соответственно. 
Как отмечалось выше, величины JС и JS при 
выполнении условий (4), (5) являются статисти-
чески независимыми гауссовскими случайными 
проекциями с МО mС и mS (37), а также с оди-
наковыми дисперсиями σ2  (38). Известно, что 
плотность вероятности модуля вектора ϑ со 
статистически независимыми гауссовскими слу-
чайными компонентами определяется обобщен-
ным законом Релея (законом Релея—Райса) [10, 
11]. В [11] приведены начальные моменты слу-
чайной величины, распределенной по обобщен-
ному закону Релея. Используя результаты [11], 
с учетом (37), (38) находим первые два началь-
ных момента ОМП am  (17) при фиксированных 
DC и a0: 

   m a a z a a za m m≡ = = +0
2

0
2 21 2Ψ( ), ( / ),  (39)

где
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 (40)

I x0( )  и I x1( )  — модифицированные функции 
Бесселя 0-го и 1-го порядков,

 z m z
q g

= =
+σ

0

01 C

 (41)

— отношение сигнал/шум (ОСШ) на выходе 
устройства оценки [15], а параметры  qC и z0

определяются из (29) и (34).
Используя выражения (39), можно записать 

условные (при фиксированных DC и a0) смещение 
b a aa m= − 0 , дисперсию σa m aa m2 2= −( )  и рас-
сеяние V a aa m= −( )0

2  ОМП am (17) в виде

   b a z a
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Выражения (42) существенно упрощаются, 
если ОСШ z (41) настолько велико, так что 
выполняется условие z � 1. Тогда при вычис-
лении функции Ψ(z) (40), аналогично [11], 
можно использовать асимптотические аппрок-
симации 

 I x x
x x0 2

1
1
8

( )
exp( )

≈ +
⎛
⎝
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справедливые при x >>1. Используя эти ап-
проксимации, из (42) получаем

 b a
z

a
z

Va a a a≈ ≈ ≈0
2

2 0
2

2
2

2
, , ,σ σ  (43)

где ОСШ z определяется из (41). В частном 
случае qC = 0 (когда случайная компонента 
сигнала отсутствует) ОСШ (41) равно z = z0, а 
выражения (43) переходят в соответствующие 
выражения [15] для характеристик ОМП амп-
литуды a0 гармонического сигнала (2) с неиз-
вестной фазой ϕ0 .

Приближенные выражения (43) для ха-
рактеристик оценки am (17) являются асимп-
тотически точными с увеличением ОСШ z 
(41). Анализ формул (42) и (43) показывает, 
что более простые (но менее точные) выраже-
ния (43) хорошо аппроксимируют более слож-
ные (но и более точные) зависимости (42) уже 
при z ≥ 2.5…3. При этом относительная пог-
решность приближенных выражений (43) 
относительно более точных выражений (42) 
не превышает 10 % и уменьшается с ростом 
ОСШ z .

Из (42), (43) следует, что при выполнении 
условия z � 1  справедливо соотношение 
b Va a

2 � . В частности, уже при z > 2..3 квадрат 
смещения ba

  становится меньше дисперсии σa
2  

оценки (17) на порядок и более, а при z > 5 – на 
два порядка и более, причем отношение b Va a

2 /  
уменьшается с увеличением ОСШ z. Поэтому 
оценка am  (17) является асимптотически (при 
z → ∞ ) несмещенной. Смещением ba  этой 
оценки можно пренебречь уже при z > 3.. 5, 
положив ba = 0. При этом рассеяние Va оценки 
(17) становится равным её дисперсии σa

2 .

А. В. Захаров 
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Выражения (42), (43) позволяют оценить 
влияние дисперсии DC (средней мощности) 
случайной компоненты (3) на точность ОМП 
(17) амплитуды a0 регулярной компоненты (2) 
сигнала (1). На рис. 5 показаны зависимости 
нормированного рассеяния Va /a0

2 ОМП (17) 
от отношения qC = DC

 / DNC (29) при различ-
ных значениях z0 (34), рассчитанные по фор-
муле (42). Кривая 1 на рис. 2 соответствует 
z0 = 2, кривая 2 — z0 = 4, кривая 3 — z0 = 8, 
а кривая 4 — z0 = 16. При этом сплошные 
линии на рис. 2 соответствуют случаю g0 = 1, 
а штриховые — g0 = 0.5. Из рис.5 и формул 
(42), (43) следует, что относительная погреш-
ность ОМП am (17) уменьшается с увеличени-
ем z0 (т.е. энергии регулярной компоненты 
сигнала) и возрастает с увеличением qС и g0 
(т.е. спектральной мощности случайной ком-
поненты на частоте ν0 регулярной компонен-
ты сигнала).

Рис. 5. Рассеяние оценки амплитуды регулярной 
компоненты сигнала

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в работе предложен и ис-

следован простой квазиоптимальный алгоритм 
(25) оценки дисперсии (средней мощности) 
случайной компоненты (3) сигнала (1) при 
наличии регулярной компоненты (2) с неизвес-
тными амплитудой и начальной фазой. Иссле-
дован также соответствующий алгоритм (17) 
оценки амплитуды регулярной компоненты 
сигнала при наличии случайной компоненты. 
Показано, что учет регулярной компоненты 

сигнала, выполненный при синтезе алгоритма 
оценки (25), позволяет существенно повысить 
точность оценки дисперсии случайной компо-
ненты сигнала по сравнению с известной оцен-
кой [14], не учитывающей наличие регулярной 
компоненты. 
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