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Аннотация. Приведен эффективный критерий существования подвижных особых точек 
решений скалярного и матричного дифференциальных уравнений Риккати в комплексной 
области.
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Abstract: The existence of the eff ective criteria of movable special points of solutions of Riccati’s 
scalar and matrix diff erential equations in the complex area is given. 
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ВВЕДЕНИЕ
 К скалярному дифференциальному урав-

нению Риккати, не разрешаемому в общем 
случае в квадратурах, приводят задачи: из 
теории оптимального управления, в частности 
при построении оптимальных фильтров Кал-
мана—Бьюси [1-6]; при определенных значени-
ях параметров к нему сводятся нелинейные 
дифференциальные уравнения второго поряд-
ка — уравнения Пенлеве [7—9]. К матричному 
дифференциальному уравнению Риккати, так-
же не разрешаемому в квадратурах, приводит 
задача из экономики — формирование порт-
феля ценных бумаг [10].*

 Характерной особенностью рассматривае-
мых уравнений является наличие у решений 
подвижных особых точек, которые не позволя-
ют применять известные приближенные ана-
литические и численные методы к решению 
этих уравнений в силу не адаптированности 
этих методов к указанным точкам. Немецкому 
математику Фуксу принадлежит классифика-
ция особых точек дифференциальных уравне-
ний на неподвижные и подвижные [11].

Определение 1. Особые точки интегралов 
дифференциальных уравнений, положение 
которых не зависит от начальных данных, 
определяющих эти интегралы, называют не-
подвижными особыми точками.
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 Определение 2. Особые точки интегралов 
дифференциальных уравнений, положение 
которых зависит от начальных данных, назы-
вают подвижными особыми точками.

 Если положение неподвижных особых 
точек интегралов определяется непосредс-
твенно по самому дифференциальному урав-
нению, то задача определения положения 
подвижных особых точек по виду уравнения 
на данный момент времени пока остается 
открытой.

 В связи с этим предпринимались попытки 
решения указанных уравнений [12—20], но все 
они не представляли единого подхода, либо 
представляли лишь асимптотику [21].

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ
 Предлагаемый вариант приближенного 

решения дифференциальных уравнений Рик-
кати основан на решении следующих задач:

1) доказательство теорем существования 
решений как в области аналитичности, так и 
окрестности подвижной особой точки.

2) построение аналитического приближен-
ного решения рассматриваемых уравнений в 
области аналитичности и окрестности подвиж-
ной особой точки.

3) исследование влияния возмущения ис-
ходных данных и подвижной особой точки на 
аналитические приближенные решения.
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4) получение подвижной особой точки ре-
шений рассматриваемых уравнений с заданной 
точностью.

 Указанные задачи решены в работах 
[22—27]. В данной работе предлагается новый 
критерий существования подвижной особой 
точки в комплексной области. Он, в отличие 
от существующего [25], основан в доказатель-
стве на понятии неправильной линии. Такой 
подход делает алгоритм поиска подвижной 
особой точки более эффективным с точки 
зрения оптимальности вычислительного про-
цесса. 

Скалярное дифференциальное уравнение 
Риккати

 ¢ = + +y z P z y z Q z y z R z( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ,  (1)
где P(z), Q(z), R(z) — аналитические функции 
в рассматриваемой области. С помощью заме-
ны переменной
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в каждой области, в которой P(z) не обраща-
ется в нуль [28].

Рассмотрим задачу Коши

 ¢ = +y z y z r z( ) ( ) ( )2 , (2)

 y z y( )0 0=  (3)
и задачу 

  ¢ = - - ◊w z r z w z1 1
21( ) ( ) ( ) ,  (4)

  w z w1 0 1 0( ) ,= , (5)
полученную из (2)—(3) с помощью инверсии

 y z
w z

( )
( )

= 1

1

. 

Представим решение уравнения (4) в виде

 w z u x y iv x y1 1 1( ) ( , ) ( , )= +
и рассмотрим два фазовых пространства 

 F1 1= { , , ( , )}x y u x y , F2 1= { , , ( , )}x y v x y ,

характеризующие решение уравнения (4).
 Напоминаем определения [25].
 Определение 3. Линию в некоторой об-

ласти комплексной плоскости назовем правиль-
ной, если для координат точек этой линии 
существует взаимно однозначное соответс-
твие.

 Определение 4. Линию в некоторой об-
ласти комплексной плоскости назовем непра-
вильной в направлении оси Ox (Oy), если на 
этой линии существуют, по крайней мере, две 
точки, имеющие одинаковые вторые (первые) 
координаты.

 Определение 5. Неправильную линию в 
направлении осей Ox и Oy назовем просто не-
правильной линией.

 Теорема 1. Для того, чтобы z * была под-
вижной особой точкой решения y z( )  задачи 
Коши (2)-(3) для дифференциального уравне-
ния Риккати, необходимо и достаточно, чтобы 
в некоторой области G1  ( z G* Œ 1 ) фазовых 
пространств F1  и F2  функции u x y1( , )  и 
v x y1( , )  являлись непрерывными относительно 
своих аргументов и меняли знаки при переходе 
через точку z x y* * *( , ) , двигаясь последователь-
но вдоль некоторых линии l1  и l2  неправильных 
в направлении осей OX и OY соответственно 
(z l G* Œ Ã1 1 , z l G* Œ Ã2 1 , l1 1Œ F , l2 2Œ F ).

 Доказательство. Необходимость. z *  — 
подвижная особая точка решения задачи Коши 
(2)—(3). На основании теоремы существования 
решения задачи Коши (2)—(3) в окрестности 
подвижной особой точки [ 24 ] имеем

 y z z z C z zn
n( ) ( ) ( )= - ◊ -* *

•

Âr

0

,  (6)

где r = -1,  C 0 1= - . Следовательно, существу-
ет некоторая окрестность G1  точки z * , в кото-
рой решение y z( )  будет определяться главной 
частью в формуле (6):
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Тогда в силу инверсии для решения w z1( )  
уравнения (4) в области G1  будем иметь 

 w z O z z1( ) ( ( ))= - - * .
При этом

 sign( ( , )) sign( )u x y x x1 = - + * , 

 sign( ( , )) sign( )v x y y y1 = - + * .
Выбираем в качестве неправильной линии 

в направлении оси OX прямую l1 : y = const

В. Н. Орлов 
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(фиксируем переменную y). Двигаясь вдоль 
неправильной линии l1 , с учетом связи решений 
задач (2)-(3), (4)-(5) и теоремы существования 
решения задачи (2)-(3) в окрестности подвиж-
ной особой точки [24], функция u x y C G1 1( , ) ( )Œ
(C G( )1 - класс непрерывных функций в области 
G1 ) и меняет знак при переходе через точку 
x * . Повторяем эту процедуру. В качестве не-
правильной линии в направлении оси OY берём 
прямую l2 : x x= =* const , фиксируем перемен-
ную x. Получаем аналогичный результат для 
функции v x y1( , ) : v x y C G1 1( , ) ( )Œ  и меняет знак 
при переходе через точку y* . Таким образом, 
u x y1( , ) и v x y1( , ) ŒC G( )1 , и меняют знак при 
переходе через точку z * . Тем самым заверша-
ем первую часть теоремы.

 Достаточность. Выбираем в качестве не-
правильной линии в направлении оси OX прямую 
l1 : y = const . Тогда в силу условия настоящей 
теоремы и теоремы существования решения в 
окрестности подвижной особой точки [24], функ-
ция u x1( , const) на концах некоторого отрезка 
[ , ]x x G1 2 1Ã  принимает значения разных знаков. 
Следовательно, в силу теоремы Больцано—
Коши существует точка x* , в которой 
u x1 0( , const)* = . Аналогичным образом, выби-
рая для движения в качестве неправильной 
линии в направлении оси OY прямую l2 : 
x x= = *const , получаем точку y*, в которой 
v x y1( , )* * =0. В итоге u x y1( , )* * = v x y1( , )* * =0. 
Учитывая связь y z( )  и w z1( ) , получаем дока-
зательство теоремы.

 Рассмотрим нестационарное матричное 
дифференциальное уравнение Риккати

 ¢ = - ◊ ◊ - ◊ ◊ +Y z A Y z A Y z C Y z X zT( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , (7)
где Y(z), A(z), C(z), X(z) — матрицы размер-
ности m m¥ .

 Предположим, что A(z) и C(z) являются 
непрерывными в некоторой облас-ти. Тогда с 
помощью преобразований Y Z B C= + ◊ -( ) 1  или 
Y C Z B= ◊ +-1 ( ) , уравнение (7) приводится 
соответственно к виду

 ¢ = - ◊ - +Z G Z Z Q2

или виду

 ¢ = - ◊ - +Z Z G Z Q2

в каждой области, в которой D C z( ( )) π 0  [28], 
где в первом случае

 G A B= - , , B C C C A CT= ◊ ¢ - ◊ ◊- -1 1 ,
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 Рассмотрим задачу Коши для нестацио-

нарного матричного дифференциального урав-
нения Риккати 

 ¢ = - ◊ - +Y z A z Y z Y z B z( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 , (8)

 Y z Y( )0 0= . (9)
С помощью инверсии Y z Y z( ) ( )= -

1
1 из (8) 

получаем матричное дифференциальное урав-
нение

 ¢ = + -Y z A z Y z I Y z B z Y z1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . (10)

Представим решение уравнения (10) в 
виде

 Y z P x y iQ x y1( ) ( , ) ( , )= + ,

г д е  P x y p x yij( , ) ( , )=  и  Q x y q x yij( , ) ( , )= , 
i j m, , ...,= 1 . Обозначим 

 Fij ijx y p x y= { , , ( , )}  и F x y q x yij ij= { , , ( , )}  
фазовые пространства решения уравнения 
(10).

Теорема 2. Для того, чтобы z *  была под-
вижной особой точкой решения Y(z) задачи 
Коши (8)—(9) для матричного дифференци-
ального уравнения Риккати, необходимо и 
достаточно, чтобы в некоторой области G2  
(z G* Œ 2 ) фазовых пространств Fij  и Fij  фун-
кции p x yij ( , )  и q x yij ( , ) являлись непрерывны-
ми относительно своих аргументов и меняли 
знак при переходе через точку z x y* * *( , ) , дви-
гаясь последовательно вдоль некоторых линий 
l3  и l4  неправильных в направлении осей OX и 
OY соответственно (z l G* Œ Ã3 2 , z l G* Œ Ã4 2 , 
l ij3 Œ F , l Fij4 Œ  ).

Доказательство теоремы 2 аналогично до-
казательству теоремы 1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
 Критерий, предлагаемый в работе [25], 

использует в доказательстве понятие правиль-
ной линии, а это на практике требует, на первом 
этапе, её нахождение. Один из вариантов такой 
правильной линии может быть часть окруж-
ности с центром в начале координат и прохо-
дящая через подвижную особую точку z * . При 
этом сама точка z *  является неизвестной. Про-
цедура нахождения такой правильной линии 
с в я з ан о  с  миними з аци ей  з н ач ений 

Об одном точном критерии существования подвижной особой точки решений скалярного...
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u x y v x y1 1, , ,( ) ( ){ }  в случае скалярного урав-

нения Риккати и значений P x y Q x y, , ,( ) ( ){ }  

в случае матричного уравнения. На втором 
этапе осуществляется движение по этой линии. 
В декартовой системе координат движение по 
окружности заменяется на движение по ломан-
ной вдоль этой окружности, когда поочередно 
фиксируется одна из переменных. Эта операция 
повторяется до получения подвижной особой 
точки с заданной точностью. Второй вариант 
— это осуществлять движение по окружности 
в полярных координатах. В этом случае дви-
жение по окружности заменяется на движение 
по вписанной ломанной в эту окружность, и 
также завершается получением подвижной 
особой точки с заданной точностью. По крите-
рию, предлагаемому в данной работе, выбор 
неправильной линии осуществляется фиксиро-
ванием одной из переменных и, двигаясь по 
выбранной линии, получаем одну из координат 
подвижной особой точки. Повторяя эту проце-
дуру со второй переменной, при этом в качест-
ве фиксированного значения первой переменной 
будет одна из координат подвижной особой 
точки, получаем и вторую координату этой 
особой точки. Таким образом, предлагаемый 
критерий является эффективнее с точки зрения 
оптимальности вычислительного процесса за 
счет простоты выбора линии движения и су-
щественного сокращения объема вычислений.
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