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Аннотация: в гильбертовом пространстве абстрактное линейное параболическое уравнение 
с нелокальным интегральным условием на решение решается приближенно проекционно-
разностным методом с использованием по времени неявной схемы Эйлера. Аппроксимация 
задачи по пространственным переменным ориентирована на метод конечных элементов. Ус-
тановлены оценки погрешностей приближенных решений, сходимость приближенных решений 
к точному решению и порядки скорости сходимости.
Ключевые слова: гильбертово пространство, параболическое уравнение, интегральное ус-
ловие, проекционно-разностный метод, неявный метод Эйлера.

Abstract: in the Hilbert space the abstract linear parabolic equation with nonlocal integral 
condition for the solution is resolved approximate by the projection diff erence method with using 
implicit Euler scheme to time. Approximation to the spatial variables is oriented on the fi nite 
element method. The established error estimations of approximate solutions, the convergence of 
approximate solution to exact solution and the orders of speed of convergence.
Key words: hilbert space, parabolic equation, integral conditions, projection diff erence method, 
implicit Euler scheme. 

Пусть дана тройка гильбертовых про-
странств V H VÃ Ã ¢,  где пространство ¢V  
— двойственное к V ,  а пространство H  
отождествляется со своим двойственным ¢H . 
Оба вложения плотные и непрерывные. На 
u v V, Œ  определена полуторалинейная форма 
a u v( , ).  Пусть для всех u v V, Œ  выполнены 
оценки 

 a u v M u v a u v u
V V V

( , ) , ( , ) ,1

2
£ ≥Re a  (1)

где α > 0.  Очевидно, что форма a u v( , )  порож-
дает линейный ограниченный оператор 
A V V: Æ ¢  такой, что для u v V, Œ  выполняет-
ся a u v Au v( , ) = ( , ).  Отсюда следует оценка 
A M

V VÆ ¢
£ .  Здесь под выражением типа ( , )z v  

понимается значение функционала z VŒ ¢  на 
элементе v VŒ .  Для z HŒ  выражение ( , )z v ,  в 
силу отождествления H H∫ ¢, , совпадает со 
скалярным произведением в H . *

В пространстве ¢V  на [0, ]T  рассмотрим 
параболическую задачу: 

  ¢ + Úu t Au t f t u t dt u
T

( ) ( ) = ( ), ( ) = .
0

 (2)
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В (2) заданы функция t f t VÆ Œ ¢( )  и эле-
мент u. Производные функции здесь и далее 
понимаются в обобщенном смысле.

В [1] установлена теорема о существова-
нии слабого решения задачи (2). При пред-
ложении компактности вложения V HÃ ,  
условия u D AŒ ( ),  где D A v V Av H( ) = { | }Œ Œ ,  
и f L T H L T VŒ ¢1 2(0, ; ) (0, ; )∩  в [1] показано, что 
задача (2) имеет единственное решение u t( ),  
называемое слабым, такое что u L T VŒ 2(0, ; ) ∩  

C T H(0, ; )∩ ,  а ¢ Œ ¢u L T V2(0, ; ). При этом в (2) 
удовлетворяется почти всюду на [0, ]T  уравне-
ние и выполняется интегральное условие.

В [2] задача (2) решалась приближенно 
полудискретным методом Галеркина, который 
параболическую задачу сводит к системе обык-
новенных дифференциальных уравнений. Да-
лее задача (2) в сформулированных выше ус-
ловиях слабой разрешимости будет решаться 
приближенно проекционно-разностным мето-
дом, который является методом полной диск-
ретизации. При этом по времени используется 
неявная схема Эйлера. В итоге процесс нахож-
дения приближенных решений задачи (2) сво-
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дится к нахождению решения конечных линей-
ных систем алгебраических уравнений.

Опишем некоторые факты, связанные с 
проекционными подпространствами. Через Vh ,  
где h  — положительный параметр, обозначим 
конечномерное подпространство пространства 
V .  Определим пространство ¢Vh ,  задав на 
u Vh hŒ  двойственную норму u u vh Vh

h h¢
= ( , )sup ,  

где точная верхняя граница берется по v Vh hŒ  
и vh Vh

= 1.  Нетрудно видеть, что u uh Vh
h V¢ ¢

£ .  

Обозначим через Ph  ортопроектор в пространс-
тве H  на Vh .  В [3]  замечено, что оператор Ph  
допускает расширение по непрерывности до 
оператора Ρh hV V: ¢ Æ ¢  и для u VŒ ¢  справед-

лива оценка Ρh Vh V
u u

¢ ¢
£ .  Отметим также 

для u Vh hŒ  оценку u P uh V h V V h Vh¢ Æ ¢
£  и для 

u VŒ ¢  оценку Ρh V h V V V
u P u

¢ Æ ¢
£ .  Кроме 

того, для u VŒ ¢  и v HŒ  справедливо важное 
соотношение Ρh hu v u P v, = ,( ) ( )  [4].

Рассмотрим в Vh  приближенную задачу: 

  
u u Au f k N

u u

k
h

k
h

h h
k

k
h

k

N

k
h

h

-( ) +-
-

Â
1

1

=1

= ( = 1, ),

= ,

τ Ρ

τ
 (3)

где N  — натуральное число, τ = /T N ,  а 
элементы fk

h ,  u Vh hŒ  определим позже.
Лемма 1. Задача (3) имеет единственное 

решение.
Доказательство. Достаточно установить, 

что однородная задача имеет только нулевое 
решение. Пусть u V k Nk

h
hŒ , ( = 1, )  — решение 

задачи 

  
u u

Au uk
h

k
h

h k
h

k

N

k
h-

+- Â1

=1

= 0, = 0.
τ

Ρ τ  (4)

Суммируем уравнения в (4) по k  от 1  до 

N .  Учитывая, что 
k

N

k
hu

=1
= 0Â τ ,  получаем 

u uh
N
h

0 = .
Умножим теперь (4) скалярно в H  на τuk

h ,  
возьмем удвоенную вещественную часть и, 
учитывая (1), оценим полученные равенства. 
Получим оценки 

  u u u u uk
h

H k
h

H k
h

k
h

H k
h

V

2

1

2

1

2 2
2 0.- + - + £- - α τ

Суммируем последние неравенства по 
k N= 1, .  Учитывая  u uh

N
h

0 = ,  п олучим 
u u uh h

N
h

1 2= = ... = = 0.  �

Определим необходимый в дальнейшем 
проектор Ритца. Из теоремы Лакса—Мильграм-
ма [5] для любого элемента u VŒ  следует су-
ществование единственного u Vh hŒ  такого, что 
для любых u VŒ  выполняется равенство 
a u v a u vh h h, = ,( ) ( ).  Таким образом, определен 
оператор R V Vh h: Æ ,  называемый проектором 
Ритца, такой, что R u uh h=  и для всех u VŒ  и 
v Vh hŒ  

  a R u v a u vh h h, = , .( ) ( )  (5)
Заметим, что из (5) для любого u VŒ  сле-

дует равенство P AR u Auh h h= Ρ .  Отметим не-
которые свойства оператора Rh ,  приведенные 
в [6]. Оператор Rh  в пространстве V является 
линейным и ограниченным, причем выполня-
ется оценка R u M uh V V

£ -a 1 .  Кроме того, 
для любого элемента v VŒ  справедлива оцен-
ка 

  ( ) ( ) .1I R v M I Q vh V h V
- £ --α  (6)

где Qh  — ортопроектор в пространстве V на 
Vh .

Считаем далее ,  что  в  задаче  (3) 

f
t

f t dtk
h

tk

k
h=

1
( )

1t -
Ú Ρ  и u R uh h= .

Лемма 2. Пусть u t( )  — решение задачи 
(2), а u k Nk

h ( = 1, )  — решение задачи (3). 
Пусть z u u tk

h
k
h

h k= ( )- Ρ . Тогда z zh
N
h

0 = .
Доказательство. К уравнению (2) приме-

ним оператор Ρh ,  полученное равенство интег-
рируем по t  от tk -1  до tk ,  и делим на τ.  Учи-
тывая далее (3), получим тождество 

  
z z

Azk
h

k
h

h k
h

k
h-

+-1 = ,
t

Ρ ψ  (7)

где ψ Ρ Ρk
h

tk

k
h h k

t
A u t u t dt=

1
( ) ( )

1t -
Ú -ÈÎ ˘̊ . Просумми-

руем (7) по k  от 1  до N  и умножим получен-
ное равенство на τ.  

  z z A zN
h h

h
k

N

k
h

k

N

k
h- + Â Â0

=1 =1

= .Ρ τ τ ψ  (8)

Преобразуем 
k

N

k
hz

=1Â τ.  Так как u R uh h= ,  то 
имеем 

  
k

N

k
h

h h
k

N

kz R u u t
=1 =1

= ( ) .Â Â-τ Ρ τ

Кроме того, 

  τ ψ Ρ Ρ
k

N

k
h

k

N

tk

k
h h k

t
A u t u t dt

=1 =1 1

= ( ) ( ) =Â ÂÚ
-

-ÈÎ ˘̊

Сходимость проекционно-разностного метода приближенного решения параболического уравнения...
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= ( ) ( ) =

= .

0
=1

=1

T

h h h
k

N

k

h h h
k

N

k

Au t dt A u t

Au A u t

Ú Â

Â

-

- ( )

Ρ Ρ Ρ τ

Ρ Ρ Ρ τ

Поставим последние равенства в (8). Учи-
тывая равенство P AR u Auh h h= Ρ ,  получим 
z zh

N
h

0 = .  �
Как и в сходной ситуации в [7] справед-

лива
Лемма 3.  Пусть u t( )  — решение зада-

чи (2), а u k Nk
h ( = 1, ) — решение задачи (3). 

Для z u u tk
h

k
h

h k= ( )- Ρ  выполняется оценка 

  
1

2

=1
1

2 2

1
1

£ £
-

-
-

¢

+ - + +Ê
ËÁ

+ -( )
Â

k N
k
h

H
k

N

k
h

k
h

H k
h

V

k
h

k
h

V

z z z z

z z

max τ

τ
hh

h

H
k

N

k
h

Vh

C z
2

,0

2

=1

2
τ ψ τ

ˆ

¯
˜ £ +

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

Â ¢

где ψk
h  определена в (7).

Обратим внимание, что значение zh
0  не оп-

ределено, но в последующем будет получена 

оценка величины zh

H0

2
.

Лемма 4. Пусть u t( )  — решение задачи 
(2), а u k Nk

h ( = 1, ) — решение задачи (3). Вы-
ражение z u u tm

h
m
h

h m= ( )- Ρ  для всех m N= 1,  
удовлетворяет соотношению 

z I A z I Am
h

h
m h

k

m

h
m k

k
h= ( ) ( ) .0

=1

1+ + +- - + -ÂτΡ τΡ ψ τ  (10)

Доказательство. Из (7) имеем 

  ( ) = .1I A z zh k
h

k
h

k
h+ +-τΡ τψ  (11)

Докажем что, оператор I Ah+ τΡ  обратим 
в Vh .  Вложение V HÃ  непрерывно, поэтому 
существует b > 0,  что для всех v VŒ  справед-
лива оценка b1/2 v v

H V
£ .  Теперь для произ-

вольного v Vh hŒ  получим 

  

( ) ( ) , =

= ,
2

2

I A v v I A v v

v Av v

v v

h h H h H h h h

h H h h

h H h V

+ ≥ +( )
+ ( ) ≥

≥ +

tΡ τΡ

τ

τα
22 2

(1 ) .≥ + ταβ vh H

Отсюда следует обратимость оператора 
I Ah+ τΡ  в Vh  и выполняется оценка 

  ( ) (1 ) .1 1I Ah H H
+ £ +-

Æ

-τΡ ταβ  (12)

Представление (10) получается теперь не-
посредственно из (11). �

Лемма 5. Пусть u t( )  — решение задачи 
(2), а u k Nk

h ( = 1, )  — решение задачи (3). 

Обозначаем через z u u tk
h

k
h

h k= ( )- Ρ . . Тогда для 
zk

h  справедлива оценка 

 1

2

=1
1

2 2

1
1

£ £
-

-
-

¢

+ - + +Ê
ËÁ

+ -( )
Â

k N
k
h

H
k

N

k
h

k
h

H k
h

V

k
h

k
h

V

z z z z

z z

max τ

τ
hh k

N

k
h

Vh

C
2

=1

2
.τ ψ τ

ˆ
¯̃

£ Â ¢

 (13)

Доказательство. Так как z zh
N
h

0 = ,  то из 
(10) следует 

I I A z I Ah

N h

k

N

h

N k

k
h- +( )È

ÎÍ
˘
˚̇

+( )- - + -ÂτΡ τΡ ψ τ0
=1

1
= .  (14)

Из (12)  получим I Ah

N

H H
+( ) £

-

Æ
τΡ  

N£ + -ταβ(1 ) < 1.  Тогда в Vh  существует 

I I Ah
N- +ÈÎ ˘̊- -

( )
1

τΡ  и 

  

I I A

T
N

h

N

H H
N

N
T

- +( )È
ÎÍ

˘
˚̇

£
- +

- +
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

È

- -

Æ
-

τΡ
ταβ

αβ

1 1
1 (1 )

=

=
1

1 1
ab

ÎÎ

Í
Í
Í

˘

˚

˙
˙
˙

-Tab
.

Для оценки последнего выражения рассмот-

рим функцию f x
x

x

( ) = 1
1+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

,  где x Œ •[1, ).  

Известно, что f x( )  монотонно возрастая стре-
мится к числу e  при x Æ •.  Следовательно, 

f x
x

e
x

( ) = 1
1+

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

£  при x Œ •[1, ).  Таким обра-

зом, для N T≥ αβ  выполняется 

  1 < .+
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

T
N

e

N
Tαβ ab

Следовательно 

  I I A
eh

N

H H
T

- +ÈÎ ˘̊ £
-

- -

Æ
-

( )
1

1
.

1
τΡ

αβ

Из (14) теперь получим 

  z I I A I Ah
h

N

k

N

h

N k

k
h

0

1

=1

1
= .- +( )È

ÎÍ
˘
˚̇

+( )Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

- - - + -ÂτΡ τΡ ψ τ

Значит 

  z C I Ah

H
k

N

h

N k

k
h

H
0

2

=1

1
2

.£ +( )Â - + -
τΡ ψ τ  (15)

Рассмотрим задачу (7) с условием zh
0 = 0 . 

Тогда из (9) следует оценка 

Нгуен Тыонг Хуен
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N

k
h
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I A C
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1
2

=1

2
.Â Â+( ) £

- + -

¢
τΡ ψ τ ψ τ

Учитывая оценки (9), (15) и последнюю 
оценку, получим 

  1

2

=1
1

2 2

=1

2

£ £
-
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+ - +Ê
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ˆ
¯̃ £

£
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z z z z
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max τ

ψ ττ.
 (16)

Из (7) получим теперь оценку 

 
k

N

k
h

k
h

Vh k

N

k
h

Vh k

N

k
h

V
z z C z

=1
1

1

=1

2

=1

2
,Â Â Â-( ) £ +

Ï
Ì
Ó

¸
˝
˛

-
-

¢ ¢
τ τ ψ τ τ

из которой и оценки (16) следует оценка (13). 
�

Для получения сходимости приближенных 
решений к точному решению предположим, что 
в пространстве V  задана последовательность 
{ }Vh  конечномерных подпространств, предель-
но плотная в V ,  то есть ( ) 0I Q vh V

- Æ  при 
h Æ 0  для любого v VŒ .  Здесь, как и ранее, 
Qh  — ортопроектор в пространстве V на Vh .  
Заметим, что такая последовательность { }Vh  
предельно плотна и в пространстве H ,  что 
следует из оценки для любых u HŒ  и v VŒ  

  
( ) ( )( ) ( )

( )

I P u I P u v I P v
u v I Q v

h H h H h H

H h H

- £ - - + - £
£ - + -

и плотного непрерывного вложения V HÃ .  
Аналогично из оценки для любых u VŒ ¢  и 
v HŒ  

  ( ) ( ) ,I S u u v I P vh V V h V
- £ - + -

¢ ¢ ¢

где Sh  — ортопроектор в пространстве V’на 
Vh ,  и плотного непрерывного вложения H VÃ ¢  
следует предельная плотность { }Vh  и в ¢V .

Предположим теперь, что подпространства 
Vh  удовлетворяют некоторым условиям, типич-
ным для подпространств типа конечных эле-
ментов (напр. [5], [8]), 

  ( ) ,1I Q v r h vh H V
- £  (17)

  v r h vh V h H
£ -

2
1 ,  (18)

где r1  и r2  не зависят от v VŒ ,  v Vh hŒ  и h.  
Условие (18) для метода конечных элементов 
в приложениях означает равномерное разбие-
ние области пространственных переменных [9]. 
Из (17) и (18) легко следует [10] необходимая 
в дальнейшем равномерная по h  оценка 
P r rh V VÆ

£ +1 2 1.

Перед формулировкой утверждения о схо-
димости отметим, то решение задачи (2) 
u L T VŒ 2(0, ; )  и, вообще говоря, значение в 
точке (на множестве меры нуль) u t Vk( ) Œ  не 

определено. Поэтому вместо 
k

N

k k
h

V
u t u

=1

2
( )Â - τ  

имеет смысл оценивать 
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N

tk

k
k
h

V k

N

tk

k
k
h

V

t
u t dt u

t
u t u dt

=1 1

2

=1 1

21
( ) ( ) .Â Ú ÂÚ

- -
- £ -

τ
τ

Теорема. Пусть u t( )— слабое решение 
задачи (2), а uk

h ,  где k N= 1,  — решение за-
дачи (3). Пусть { }Vh  — предельно плотная в 
V  последовательность конечномерных про-
странств, для которой выполняются условия 
(17) и (18). Пусть τh - Æ2 0  при h Æ 0.  Тогда 
при h Æ 0  
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Доказательство. Учитывая свойства опе-
ратора Rh ,  оценим выражение в правой части 
(13). 
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Используя равномерную ограниченность 
Ph V VÆ

 и свойство (6), продолжим оценку 

(20). 
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Из условия (18) для u Vh hŒ  следует оценка 
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С учетом (18) и (22) получим почти при 
всех t t tk kŒ( )-1,  оценку 
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Отсюда следует 
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Из (21) и (23) следует сходимость к нулю 
выражения в правой части оценки (13), а зна-
чит и слагаемых в левой части (13).

Таким образом стремление к нулю двух 
первых слагаемых в (19) следует из (13), пре-
дельной плотности Vh  в V  и тождеств 
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Теперь оценим третье слагаемое в (19). 
Рассмотрим 
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Отметим, что для любого v VŒ ¢  при 
h Æ 0  
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Теперь стремление к нулю третьего слага-
емого в (19) следует из (13), (26) и (27). �

Далее покажем, что при условии дополни-
тельной гладкости решения u t( )  требование 
τ = ( )2o h  для сходимости можно существенно 
ослабить. Кроме того, можно получить поряд-
ки скорости сходимости, как по времени, так 
и по пространству.

Лемма 6. Пусть u t( )  — слабое решение 
задачи (3) с дополнительной гладкостью 

  ¢ Œu L T H2(0, ; ),  (28)
а подпространства Vh  обладают свойством 
(18). Тогда справедлива оценка 
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Доказательство. С учетом (18) получим 
почти при всех t t tk kŒ( )-1,  оценку 
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Отсюда следует оценка (29). �
Следствие 1. Пусть u t( )  — слабое реше-

ние задачи (2) и выполняется условие (28). 
Пусть { }Vh  — предельно плотная в V  после-
довательность конечных пространств, для 
которой выполняются условия (17) и (18). 
Пусть τh - Æ1 0  при h Æ 0.  Тогда выполняет-
ся сходимость (19).

Доказательство. Стремление к нулю вы-

ражения 
k

N

k
h

Vh
=1

2

Â ¢
ψ τ  в (13) следует из (21), 

(29) и предельной плотности Vh  в V .  В резуль-
тате, как и ранее, получается сходимости сла-
гаемых в (19). �

Лемма 7. Пусть u t( )  — слабое решение 
задачи (2) с дополнительной гладкостью 

  ¢ Œu L T V2(0, ; ),  (30)
а подпространства Vh  такие, что Ph V VÆ

 
равномерно по h  ограничены. Тогда справед-
лива оценка 
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Доказательство. Воспользуемся оценкой 
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Отсюда легко следует оценка (31). �
Следствие 2. Пусть u t( )  — слабое реше-

ние задачи (2) и выполняется условие (30). 
Пусть { }Vh  — предельно плотная в V  после-
довательность конечномерных подпро-
странств и подпространства Vh  такие, что 
Ph V VÆ

 равномерно по h  ограниченны. Тогда 
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при h Æ 0  и t Æ 0  
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Доказательство. Сходимость к нулю пер-
вого и третьего слагаемых в левой части (32) 
устанавливается как и в теореме, но при этом 
следует учитывать оценку (31). Сходимость к 
нулю второго слагаемого в левой части (32) 
следует из оценки 
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соответствующих выкладок из теоремы и оцен-
ки (31). �

Далее для получения скорости сходимости 
предполагается, что существует сепарабельное 
гильбертово пространство E  такое, что E VÃ  
и пространство V  совпадает с интерполяцион-
ным пространством [ , ]1/2E H  [11]. Например, 
если оператор A  порожден в области W Ã Rn  
с гладкой границей равномерно эллиптическим 
дифференциальным выражением второго по-
рядка и краевым условием Дирихле, то пола-

гаем H L= ( )2 W , V W= ( )2
1

�

W ,  E W W= ( ) ( )2
2

2
1W W«

�

,  
¢ -V W= ( )2

1 W .  Если же на границе области W  
задано условие Неймана, то полагаем H L= ( )2 W ,  
V W= ( )2

1 W ,  E W= ( )2
2 W .

Пусть также подпространства Vh  такие, 
что 

  ( ) ( ),Q I v rh v v Eh V E
- £ Œ

где константа r > 0  не зависит от v  и h.  Ус-
ловие (34) является типичным для подпро-
странств Vh  типа конечных элементов [5], [8].

В [12] показано, что из (34) следует для всех 
v VŒ  оценка 

  ( ) ( ) ,Q I v rh Q I vh H h V
- £ -  (35)

из которой очевидно образом получается (17).
Следствие 3. Пусть u t( )  — слабое реше-

ние задачи (2) такое, что выполняются усло-
вия (28) и 

  u L T EŒ 2(0, ; ).  (36)
Пусть для подпространств Vh  выполняются 
(18) и (34). Тогда справедливы оценки 
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Если к условиям (28) и (36) добавить условие 
u C T VŒ ([0, ]; )  то получим еще одну оценку 
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Доказательство. Оценка (37) следует из 
(13), (21), (29), (25) и (34). Оценка (39) следует 
из (13), (21), (29), (24) и (34). Оценка (38) сле-
дует из (13), (21), (29), (26), (34) и оценки 

  ( ) ( ) ( ),I P v rh I P v v Hh V h H
- £ - Œ

¢
полученной в [13] и следующей из (34). �

Полагая в оценках (37), (38) и (39), напри-
мер, τ = 2h ,  получим сходимость квадратов 
соответствующих норм погрешности как h2.

Если потребовать от решения u t( )  еще 
большей гладкости, можно получить оценки 
погрешности, в которых параметры τ  и h  
независимы и равносильны.

Следствие 4. Пусть u t( )  — слабое реше-
ние задачи (2) такое, что выполняются усло-
вия (30) и (36) . Пусть подпространства Vh  
удовлетворяют условиям (18) и (34). Тогда 
справедливы оценки: 
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Доказательство следствия 4 проводится 
подобно доказательству следствия 3, нужно 
лишь вместо оценки (29) использовать оценку 
(31). �
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