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Аннотация: в данной работе описана методика локального изучения дискриминантного 
множества фредгольмова уравнения с параметрами в условиях нарушения потенциальности. 
Схема исследования разобрана на примере одной из нелинейных краевых задач теории уп-
ругих балок. Результаты, полученные с помощью сведения (редукции) к дискриминантному 
анализу ветвления решений двумерного алгебраического уравнения, позволили построить 
параметризацию дискриминантного множества и графически отобразить 2D- и 3D-сечения 
при различных значениях параметров.
Ключевые слова: Фредгольмово уравнение, бифуркация, дискриминантное множество, 
метод Ляпунова-Шмидта, ключевое отображение.

Abstract: in this paper the methods of local studying of discriminant set for Fredholm equation 
with parameters in the case of non-potentiality is described. Researching scheme is analyzed using 
the example of one of nonlinear boundary-value problem of elastic theory. The results which were 
obtained by using reduction to discriminant analysis of bifurcation of two-dimensional algebraic 
equation’s solutions let us to describe discriminant set parametrization and to plot the 2D- and 
3D-section with diff erent means of parameters.
Key words: Fredholm equation, bifurcation, discriminant set, Lyapunov-Schmidt method, key 
mapping 

Схемы бифуркационного анализа уравнения 
равновесных конфигураций упругой балки на 
упругом основании уже неоднократно рассмат-
ривались ранее в различных работах. Так, в 
работе [1], была предложена схема, разрабо-
танная для случая однородной балки. Изучение 
решений уравнения, являющегося простейшей 
нелинейной моделью движения однородной 
балки (стационарный случай), при стандарт-
ных краевых условиях *
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прогиб балки, было осуществлено с помощью 
построения и бифуркационного анализа клю-
чевой функции W( , )x d .

Исходное уравнение является уравнением 
Эйлера для экстремалей функционала 
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Посредством редукции Ляпунова—Шмидта 
была получена ключевая функция 
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для которой было установлено следующее 
представление: 

  W U o O O� �x d x d x x d, = , | | | | ,4 4( ) ( ) + ( ) + ( ) ( )
где U V e ex d x x d, = ,1 1 2 2( ) +( )  — линейная рит-
цевская аппроксимация функционала V  по 
модам e e1 2, .  “Геометрический сюжет” бифур-
кации критических точек и первые асимптоти-
ки ветвей бифурцирующих точек (по закрити-
ческим приращениям управляющих парамет-
ров) для нее полностью определяются главной 
частью 
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Для данного случая была построена каусти-
ка (бифуркационная диаграмма функций) S �U  
функции �U ,  которая разбивала плоскость уп-
равляющих параметров на шесть зон (см. 
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рис. 1). Каждой зоне соответствует свой расклад 
бифурцирующих критических точек (на рисун-
ке цифрами указаны количества решений, со-
ответствующие ячейкам регулярности, см. [1]): 
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Рис. 1 

Далее, в работах [2]—[3] было проведено 
исследование уравнения для неоднородной 
упругой балки в условиях двухмодового вы-
рождения. В исходном уравнении появилось 
возмущение
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где e — малый параметр, γ  — гладкая функ-
ция. Переход к неоднородной балке потребовал 
замены условия постоянства пары собственных 
векторов e1,  e2  оператора 
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из линейной части уравнения (в нуле) на усло-
вие существования пары векторов, гладко за-
висящих от параметров, линейная оболочка 
которых инвариантна относительно A.  Такой 
пары оказалось достаточно для построения 
главной части ключевой функции и, как следс-
твие, для проведения анализа ветвлений рав-
новесных конфигураций балки. Построение 
пары векторов было основано на формуле ор-
тогонального проектора на корневое подпро-
странство A.  Осуществление этих построений 

позволило в итоге описать строение каустики 
(дискриминантного множества) и проанализи-
ровать влияние характера неоднородности 
балки на форму ее прогиба.

Заметим, что ключевая функция в этой 
ситуации приняла вид 
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В результате исследования уравнения рав-
новесия с возмущениями такого типа было 
получено дискриминантное множество (в про-
странсте параметров), плоское сечение которо-
го изображено на рис. 2 
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Рис. 2 

Еще один тип возмущения был рассмотрен 
в работе [4], в которой было изучено уравнение 
для однородной балки. В уравнение было до-

бавлено слагаемое ε
dp
dx

,  нарушающее его по-

тенциальность 

  
d p
dx

d p
dx

dp
dx

p p
4

4

2

2
3 = 0+ + + +κ ε a

на [0,1]  при локализизации параметров 
κ = 5 , = 41 2+ +d a d ,  ε, ,1 2d d  — малые пара-
метры, и при краевых условиях 
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Т.к. уравнение являлось непотенциальным, 
подход с использованием ключевой функции 
был невозможен. Поэтому было проведено 
изучение ветвления решений ключевого урав-
нения (на координатной плоскости) 

  q x x x x( ) := ( ) ( ) = 0, ,2grad W B o+ + Œε ε R

где W( )ξ  — ключевая функция для рассмотрен-

ного уравнения при ε = 0,  ε ξ ε ξ ξB e e=
8
3 2 1 1 2- -( )p

  

и e x1 = 2 ( )sin ,  e x2 = 2 (2 )sin  — моды бифур-
кации.

Главная часть ключевого отображения 
�qe( )ξ ,  полностью определяющая “геометричес-
кий сюжет” бифуркации критических точек 
данного отображения qe( )ξ ,  задается в виде
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Для удобства графического изображения 
был произведен переход к параметрам 
λ1 1 2= d d+ ,  λ2 1 2= d d- .

Соответствующее дискриминантное мно-
жество для этого отображения определяется 
следующей системой уравнений:
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Очевидно, что часть дискриминантного 

множества, отвечающая за вырождение ну-
левых решений, задается уравнением 
λ λ ε1 2

2 = 0◊ + .  Для локального описания части 
дискриминантного множества, отвечающей за 
вырождение ненулевых решений, делается 
переход к полярной системе координат 
ξ ϕ ξ ϕ1 2= ( ), = ( )rcos rsin .  В [4] была сформули-
рована следующая теорема:

Теорема 1. Часть дискриминантного мно-
жества, отвечающая за вырождение ненулевых 
решений исходного уравнения, задается следу-
ющей параметризацией: 

  

ε
ψ
ψ

λ ψ
ψ
ψ

λ

= 3
( )
( )

,

= 3 1 ( )
5 ( ) 3

( )
,

3

1
2

2

-

- + + -

s
sin
cos

s cos s
cos

cos
( )

( )

22
2

2

= 3 1 ( )
5 ( ) 3

( )
.- + - -

Ï

Ì

Ô
Ô
Ô

Ó

Ô
Ô
Ô s cos s

cos
cos

( )
( )

ψ
ψ
ψ

Здесь s
r

=
4

, = 2
2

ψ ϕ.

Для данного случая были построены сече-
ния дискриминантного множества с указанием 
количества решений в каждой из областей и 
были даны формулы для их асимптотического 
представления (рис. 3)
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Рис. 3 

В данной статье рассмотрена общая ситуа-
ция, в которой объединены два типа возмуще-
ний, вызванные неоднородностью балки и не-
потенциальностью уравнения. На основе ре-
зультатов, полученных ранее в каждом из 
частных случаев, было проведено исследование 
уравнения
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на [0,1]  при локализизации параметров 
κ = 5 , = 41 2+ +d a d ,  где ε, ,1 2d d  — малые па-
раметры, q x x( ) = 1 ( )+ dγ  — функция неодно-
родности материала, и при краевых условиях 
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Так как уравнение остается непотенциаль-
ным, то для изучения ветвлений решений 
данного уравнения подход с использованием 
ключевой функции W( )ξ  также необходимо 
заменить изучением ветвлений решения клю-
чевого уравнения q( )ξ  (на координатной плос-
кости).

Сечение дискриминантных множеств слабо неоднородных упругих систем в условиях нарушения...
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Главная часть ключевого отображения при-
обретает второе дополнительное слагаемое: 
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Здесь λ1 1 2= d d+ ,  λ2 1 2= d d- .
Дискриминантное множество для этого 

отображения определяется следующей систе-
мой уравнений:
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Как и в предыдущем случае можно пока-

зать, что часть дискриминантного множества, 
отвечающая за вырождение нулевых решений, 
задается уравнением λ λ ε1 2

2 2 = 0◊ - +d .
Для ненулевых решений, вновь применив 

переход к полярной системе координат 
ξ ϕ ξ ϕ1 2= ( ), = ( )r rcos sin ,  получаем следующее 
утверждение.

Теорема 2. Часть дискриминантного мно-
жества, отвечающая за вырождение ненулевых 
решений исследуемого уравнения, задается 
следующей параметризацией: 

  

ε
ψ
ψ

ψ
ψ

λ ψ

= 3
( )
( )

( ) 2
2 ( )

,

= 3 1 ( )
(

3 2

1
2

- - +

- +( ) +

s
sin
cos

sin
cos

s cos s

d d

55 ( ) 3)
( )

2
( )

3
2

( )
( )

,

= 3 1 (

2

2
2

cos
cos

sin
sin
cos

s cos

ψ
ψ

ψ
ψ
ψ

λ

- +

+ -

- +

d d

ψψ
ψ
ψ

ψ
ψ
ψ

)
(5 ( ) 3)

( )

2
( )

3
2

( )
( )

.

2

( ) - - +

+ +

Ï

Ì

Ô
Ô
Ô
Ô

s
cos

cos

sin
sin
cos

d d

ÔÔ
Ô

Ó

Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô

Здесь s
r

=
4

, = 2
2

ψ ϕ

То есть легко видеть, что в случае неодно-
родной упругой балки параметризацию можно 
представить следующим образом: 
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где ε λ λ, ,1 2  — параметры, заданные по форму-
лам для первоначального уравнения в случае 
однородной балки, а f f f1 2 3( ), ( ), ( )ψ ψ ψ  — неко-
торые функции.

Параметризация, полученная в Теореме 2, 
задает трехмерную поверхность в четырехмер-
ном пространстве. 3D сечения данной поверх-
ности при фиксированном значении параметра 
e  ( e = 0.2 ) изображены на рис. 4.

При выделении s  из первого уравнения и 
подстановке соответствующего выражения 
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Данная параметризация задает плоские 
сечения дискриминантного множества, пока-
занные на рис. 5.

Аналогичные эффекты наблюдаются в слу-
чаях упругих пластин и других упругих сис-
тем.
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 Рис. 4 

 Рис. 5
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