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 Аннотация. Предложена математическая модель для исследования движения вязкой жид-
кости между цилиндрической и сужающейся с малым углом конической поверхностями. 
Задача о турбулентном течении в кольцевом конфузоре численно решена для различных 
геометрических параметров системы. Результаты компьютерного эксперимента сопоставлены 
с имеющимися экспериментальными данными.
Ключевые слова: Кольцевой конфузор, математическое моделирование, турбулентное 
течение.

Abstract. A mathematical model for the investigation of turbulent movement for viscous liquid 
between cylindrical and narrowed down with a small angle conic surfaces is off ered. Numerically 
the problem on a turbulent fl ow for various geometrical parametres is solved. Outcomes of theo-
retical computer experiments with known experimental data are compared and analysed. 
Keywords: annular confuser, mathematical modelling, turbulent fl ow.

В процессе совершенствования различных 
устройств воздушно-реактивной и ракетно-кос-
мической техники возникает необходимость в 
разработке определенных методов для поиска 
способов управления свойствами внутренних 
течений. Несомненно, практические исследова-
ния являются эффективным способом нахож-
дения нужного результата, однако это доволь-
но затратные мероприятия, требующие значи-
тельных финансовых вложений, а также дли-
тельных временных затрат на проведение до-
вольно большого числа испытаний. В связи с 
этим существует потребность в математическом 
моделировании турбулентных течений, которое 
позволит сократить время проведения испыта-
ний и свести к минимуму материальные затра-
ты на проектируемые изделия опытно-конс-
трукторских разработок [1].*

Целью данной работы является изучение 
основных закономерностей и особенностей тур-
булентного течения в кольцевом конфузоре, 
образованном цилиндрической и конической 
поверхностями при помощи математического 
моделирования. Для проверки адекватности 
теоретических результатов, полученных в ходе 
компьютерного эксперимента, выполняется 
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сопоставление с имеющимися эксперименталь-
ными данными.

В настоящей работе получены и обсужда-
ются результаты исследования турбулентных 
течений между цилиндром и сходящимся ко-
нусом (конфузор), происходящих под действи-
ем приложенного постоянного перепада давле-
ния (рис. 1). 

Рис. 1. Конфигурация канала с разрезом поверх-
ности конуса

Рассмотрение ограничивается квазистаци-
онарным режимом турбулентного течения, 
когда цилиндр и конус являются соосными. 
Движение жидких и газообразных сред в ка-
нале, образованном соосными поверхностями 
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цилиндра и конуса, представляет собой нетра-
диционную гидродинамическую систему с 
кольцевым зазором переменного сечения.

Течения в каналах под действием перепада 
давления при турбулентном режиме могут 
описываться с помощью различных моделей 
турбулентности [2—4]. К числу наиболее уни-
версальных относится, так называемая, 
стандарт ная k—e модель турбулентности, вхо-
дящая в математическое обеспечение практи-
чески всех известных программных комплексов 
вычислительной гидродинамики [9].

В основе большинства описаний турбулен-
тного потока лежат представления Рейнольдса 
о том, что вектор скорости и давление в тур-
булизованной среде можно представить в виде 
суммы двух соответствующих величин — осред-
ненной по времени и пульсационной составля-
ющей
 u v v= + ¢ = + ¢, ,p p p  (1)
где u, р — вектор скорости и давление в тур-
булизованной среде, а v, p  — их осредненные 
по времени величины
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где T — постоянный период осреднения; 
X={x1, x2, x3} — совокупность пространствен-
ных координат; ¢ ¢v , p  — пульсационные состав-
ляющие скорости и давления в турбулентном 
потоке.

С учетом выражений (1)-(2) уравнения, 
описывающие поведение изотермического тур-
булентного потока, в общем случае движения 
однородной среды могут быть представлены 
следующей системой уравнений, называемой 
стандартной k - e  моделью турбулентности 
[2—5]:
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Здесь

 P I v E= - + +p div effl m2  (7)
— тензор полных напряжений турбулентного 
потока; r  — плотность среды; F — вектор 

плотности массовых сил; k v vi i= ¢ ¢1
2

 — кинети-

ческая энергия турбулентных пульсаций еди-
ницы массы среды (здесь и далее по повторя-
ющимся индексам выполняется суммирование); 
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 — скорость диссипации кинети-

ческой энергии турбулентных пульсаций; I  
— единичный тензор; p  — давление; m  — ко-
эффициент «молекулярной вязкости» турбу-
лизованной среды; E  — тензор скоростей де-
формаций, вычисленный через осредненные 
компоненты вектора скорости v ; meff  — эф-
фективный коэффициент турбулентной вязкос-
ти, который представляется следующим обра-
зом

 m m meff t= + , (8)
где mt  — коэффициент турбулентной вязкости 
или «молярная» вязкость турбулентного пото-
ка, определяется в соответствии с формулой 
Прандтля—Колмогорова [3]

 m r
emt C
k=

2

; (9)

G — диссипативная функция турбулентного 
потока, которая записывается через обычные 
сдвиговые компоненты тензора напряжений P 
и вектор осредненной скорости v

 G = ◊ —( )P v ; (10)

C C Ck1 21 44 1 92 1 0 1 3 0 09= = = = =. , . , . , . , .s se m  (11)
 — численные значения параметров k - e  мо-
дели, которые вычисляются на основе сопос-
тавления расчетов с результатами эксперимен-
та, то есть эмпирически.

Замыкание системы уравнений (3)—(6) 
осуществляется заданием соответствующего 
уравнения состояния, связывающего неизвест-
ные функции — давление и плотность турбу-
лизованной среды.

Математическое моделирование турбулентного течения жидкости в кольцевом конфузоре...
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Предполагая, что плотностью массовых сил 
можно пренебречь и течение носит осесиммет-
ричный характер, можно записать уравнения 
квазистационарного турбулентного потока в 
цилиндрической системе координат
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r , z  — координаты цилиндрической системы 
отсчета, начало которой находится на общей 
оси цилиндра и конуса и направление её z  — 
оси совпадает с направлением движения жид-
кости; vr , vz  — радиальная и осевая составля-
ющие её вектора скорости.

Граничные условия: 
— на цилиндрической поверхности r r= 1  и 

поверхности конуса r r z= -2 tga  (r2 — радиус 
входного отверстия) обе компоненты вектора 
скорости, кинетическая энергия турбулентных 
пульсаций и скорость её диссипации обраща-
ются в ноль в силу условия прилипания на 
неподвижной твердой поверхности [11]:
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— на входе в канал задаются однородное рас-
пределение скорости, для кинетической энергии 
турбулентных пульсаций и скорости её дисси-
пации условие интенсивности пульсационных 
составляющих, соответствующей 10 %
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где величины k 0  и e 0  определяются при за-
данной интенсивности турбулентности потока 
I  и длины пути перемешивания ln  Прандтля 
в соответствии с выражениями [5]
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— на выходе из канала зададим распределение 
давления, соответствующее постоянной вели-
чине, равное давлению в окружающей среде, а 
также условие сохранения массы, входящей и 
выходящей из канала жидкости
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Введем в рассмотрение характерные вели-
чины для зависимых и независимых перемен-
ных следующим образом:
r r2 1-  — величина зазора между цилиндром и 
конусом на входе в канал, являющаяся масш-
табом для радиальной координаты; l  — длина 
канала, являющаяся масштабом для осевой 
координаты; vz  — средняя скорость течения 
вдоль оси канала, определяемая через задан-
ную величину массового расхода и площадь 
зазора между поверхностями, образующими 
этот канал, на входе в него

 v
Q
r rz =

-( )pr0 2
2

1
2

;

r0
2vz  — величина гидродинамического напора 

в канале, используемая в качестве характерной 
величины для давления; k 0  — кинетическая 
энергия турбулентных пульсаций на входе в 
канал; e 0  — скорость диссипации кинетической 
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энергии турбулентных пульсаций на входе в 
канал.

Тогда приведение переменных к безразмер-
ному виду можно осуществить согласно преоб-
разованиям
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где v*  определяется исходя из уравнения не-
разрывности (3)
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После подстановки (22) в уравнения (12)—
(16) и граничные условия (17)—(21) получаем 
краевую задачу следующего вида:
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расходов. Основные расчеты проводились на 
сетке 10х50х100 при 100 итерациях, где 10 и 
100 — это число разбиений соответственно 
вдоль радиуса и по окружностям ортогональ-
ного сечения канала, 50 — количество разбие-
ний вдоль образующей цилиндрической и ко-
нической поверхностей. Для контроля точнос-
ти результатов были также произведены рас-
четы на более мелкой сетке с разбиением по 
окружностям ортогонального сечения канала 
от 200 до 900 узлов и с числом итераций от 50 
до 200 (рис. 2).

Все расчеты проводились на персональном 
компьютере Lenovo с процессором Intel® 
Pentium® Dual-Core T 4400, 2.20 GHz и опе-
ративной памятью 2 Gb. Удалось установить, 
что увеличение числа разбиений по окружнос-
ти ортогонального сечения канала от 100 до 

где введены безразмерные параметры модели
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Граничные условия в безразмерном виде 
запишутся следующим образом
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Таким образом, можно констатировать, что 
рассматриваемая задача характеризуется на-
бором из шести безразмерных параметров — 
пять параметров, определяемые выражениями 
(28), и угол конуса, равный 2a .

Решение задачи (23)—(27), (28)—(32) вы-
полнялось с помощью конечноэлементного 
пакета программ для различных значений гео-
метрических параметров модели и массовых Рис. 2. Вид сетки 10х50х900
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900 приводит к увеличению времени расчета в 
3-4 раза, а увеличение количества итераций от 
50 до 200 приводит к увеличению времени рас-
чета в 3 раза. При этом различие между полу-
ченными значениями перепада давления для 
100 и 200 итераций составляет величину поряд-
ка 0,01 %. Различие между полученными зна-
чениями перепада давления для 100 и 900 
разбиений по окружности ортогонального се-
чения канала не превышает 0,03 %. Поэтому 
для получения основных результатов достаточ-
но задавать 100 итераций и сеточную область 
10х50х100.

На рис. 3 представлены данные, полученные 
для определения времени решения задачи в 
зависимости от способа дискретизации расчет-
ной области.

В ходе проведения компьютерного экспери-
мента использовались 8 геометрических моде-
лей, для каждой из которых было проведено 6 
расчетов при различных значениях величины 
объемного расхода. При наименьшей величине 

заданного расхода для каждой из геометричес-
ких моделей получаем конфигурацию цилиндр 
— цилиндр. С увеличением объемного расхода 
угол конической поверхности возрастает, при 
этом входное сечение канала остается неизмен-
ным. Таким образом, получаемая конфигура-
ция канала зависит от величины перепада 
давления. Следует отметить, что с его ростом 
угол конической поверхности возрастает, но ни 
в одном из рассмотренных случаев не превышал 
1 градуса.

На рис. 4 представлены графики зависимос-
ти перепада давления в конфузоре от объем-
ного расхода жидкости для различных геомет-
рических моделей.

На рис. 5 представлены графики зависимос-
ти коэффициента гидравлического сопротив-
ления от объемного расхода.

Вопросы гидродинамической устойчивости 
параллельных течений между цилиндрически-
ми или коническими поверхностями исследу-
ются теоретически и экспериментально доста-

Рис. 3. Зависимость времени решения задачи и величины перепада давления от типа сеточной области и 
количества итераций: а, б — зависимость времени расчета от числа узлов сетки на окружности ортого-
нального сечения и количества итераций; в, г — зависимость перепада давления от числа разбиений 
окружности ортогонального сечения и количества итераций
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Рис. 4. Зависимости перепада давления от величины объемного расхода жидкости. Зазор между цилин-
дром и конусом на входе равен: а — 0.215 мм;  б — 0.205 мм;  в — 0.192 мм; г — 0.198 мм

точно давно, однако до настоящего времени 
полная картина возникновения неустойчивос-
тей потоков отсутствует [7,8]. В нашей работе 
все расчеты проводились при числах Рейноль-
дса, изменявшихся в диапазоне от 1,5.105 до 
6.105, что соответствует развитому турбулент-
ному режиму течения.

На основании анализа результатов расчетов 
и сопоставления их с имеющимися в нашем 
распоряжении экспериментальными данными 
можно сделать вывод о том, что для геометри-
ческой модели с наименьшим зазором на входе 
имеет место наилучшее совпадение с измерен-
ными значениями давления. С увеличением 
зазора происходит некоторое увеличение рас-
хождений, не превышающее величины порядка 
10 %. Подобная же закономерность прослежи-
вается и для коэффициента гидравлического 
сопротивления.

Теоретическое значение коэффициента 
гидравлического сопротивления, рассчитанно-
го по формуле Золотова для кольцевых труб 
[13], хорошо совпало с экспериментальными 
данными для геометрических моделей, имею-
щих конфигурацию цилиндр-цилиндр. По мере 
увеличения угла конуса возрастает расхожде-
ние между теоретическим и эксперименталь-
ным значениями коэффициента гидравличес-
кого сопротивления. По всей видимости, данное 
обстоятельство связано с тем, что с увеличени-
ем угла конической поверхности коэффициен-
ты гидравлического сопротивления также из-
меняются.

Таким образом, с помощью k—e модели 
турбулентности были проведены численные 
исследования и выявления некоторые законо-
мерностей и особенностей турбулентного тече-
ния в кольцевом конфузоре, образованном 
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цилиндрической и конической поверхностями. 
При сопоставлении экспериментальных данных 
и результатов компьютерного эксперимента 
обнаружились некоторые расхождения. По 
нашему мнению, это связано с двумя обстоя-
тельствами:

1) в экспериментах на входе в канал не 
обеспечивается постоянство скорости потока;

2) при обработке экспериментальных дан-
ных использовались коэффициенты гидравли-
ческого сопротивления, не зависящие от вели-
чины угла конической поверхности канала.

В связи с этим, можно отметить, что для 
более корректного сопоставления теоретичес-
ких и экспериментальных данных требуется 
проведение дополнительных проливок и про-
дувок каналов рассмотренных конфигураций 
с целью установления более достоверных дан-
ных о значениях коэффициентов гидравличес-

кого сопротивления в такого рода гидросисте-
мах.
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